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UNA EXPERIENCIA DE INVESTIGACION-ACCION
COLABORATIVA PARA EL DESARROLLO DEL SENTIDO
NUMERICO EN LOS PRIMEROS ANOS DE APRENDIZAJE

MATEMATICO

An experience of collaborative research-action for the development of number
sense in the first years of mathematics learning

Rafael Bracho-Lopez, Natividad Adamuz-Povedano, Noelia Jiménez-Fanjul, M* del Carmen
Gallego-Espejo

Universidad de Coérdoba

Resumen

Se presenta una experiencia de investigacion-accion colaborativa en fase de desarrollo que parte
de la preocupacion del profesorado de un colegio de Educacion Primaria por mejorar su
metodologia en lo relativo al desarrollo del pensamiento numérico. El centro, que esta ubicado en
un barrio con alto riesgo de exclusion social, inicio su transformacion en Comunidad de
Aprendizaje hace tres anios. A grandes rasgos, la apuesta metodologica se basa en el aprendizaje
significativo del Sistema de Numeracion Decimal de la mano de unos materiales manipulativos
concretos y la utilizacion de los denominados algoritmos Abiertos Basados en Numeros (ABN)
para el calculo. El proyecto, en el que participan los maestros y maestras del centro, profesorado
de Didactica de las Matemdaticas, asesores de formacion y alumnado universitario, pone en accion
iniciativas de formacion del profesorado, innovacion en el aula e investigacion educativa.

Palabras clave: Sentido numérico, formacion del profesorado, Educacion Primaria, operaciones
aritméticas, algoritmos ABN.

Abstract

In this paper is presented an experience of collaborative action research in development that were
born from concerns school teachers of Primary Education to improve their methodology related to
the development of numerical thinking. This school, which is located in a neighborhood with high
risk of social exclusion, it begins its transformation into Learning Community three years ago. This
methodological approach is based on meaningful learning decimal Number system using some
specific manipulative materials and using an algorithm for calculation called Open Based on
Numbers (ABN). In this project take part teachers from the school and from the Mathematic
Education Department in the University of Cordoba, training consultants and students of Primary
Education teacher training. With the project are put in action initiatives for teacher training,
innovation in the school and educational research.

Keywords: Number sense, pre-service teacher education, Primary Education, arithmetic
operations, algorithm ABN.
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INTRODUCCION

Una de las principales preocupaciones de las sociedades desarrolladas es la eficiencia de sus
sistemas educativos. No en vano, un modelo educativo que dote a las personas de los
conocimientos, habilidades y valores necesarios para tomar un papel activo en el seno de la
sociedad globalizada e intercultural, caracteristica del siglo XXI, se convierte en una garantia para
la igualdad de oportunidades y para el desarrollo democratico, cientifico y econémico.

Las administraciones educativas y los centros educativos, desde sus respectivas responsabilidades,
son sin duda agentes claves en la mejora de los modelos educativos. Asi son frecuentes en la
actualidad las investigaciones prioritarias en el ambito educativo y los programas de mejora que se
vienen implementando, en los que prima la importancia de conseguir modelos educativos que
favorezcan el éxito escolar y ayuden a la cohesion social. Un ejemplo que ilustra esta tendencia en
Andalucia es la cobertura ofrecida por la Consejeria de Educacion de la Junta de Andalucia a las
Comunidades de Aprendizaje, con la implantacion de la Red Andaluza de Comunidades de
Aprendizaje (Junta de Andalucia, 2012).

Desde la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de Coérdoba, un grupo de
profesores y profesoras vinculadas a los departamentos de Educacion y de Matematicas,
convencidos del importante papel que desempefia la Universidad en este proceso como vehiculo del
saber cientifico y como responsable de la formacién inicial del profesorado, cred la denominada
Aula de Mejora Educativa, con los siguientes objetivos:

* Crear un espacio de encuentro y estudio para el desarrollo y difusion de proyectos de
Comunidades de Aprendizaje.

* Establecer relaciones con los Centros del Profesorado y los centros educativos para la puesta
en marcha de proyectos de Comunidades de Aprendizaje.

* Responder a las demandas de los centros educativos para el asesoramiento y formacion en la
implementacion de programas de mejora escolar.

En este marco y concretamente en relacion con el Gltimo de estos objetivos, como consecuencia de
la preocupacion del profesorado por ofrecer a sus pequefios estudiantes una formacion matematica
eficaz e integradora, surge en el curso 2013-2014 un proyecto de intervencion didactica en el area
de Matematica en un colegio publico de Cordoba ubicado en un barrio de nivel socio-economico
bajo, donde vive una poblacién con un alto riesgo de exclusidon social procedente de distintas
culturas. A grandes rasgos, la finalidad de dicho proyecto es potenciar el desarrollo del sentido
numérico de manera eficaz e integradora a través de una metodologia basada en dos pilares
fundamentales:

* El aprendizaje significativo del sistema de numeracion decimal (en adelante SND) y el
conocimiento y aplicacion de las propiedades de los numeros y de las operaciones.

* El abordaje de las operaciones aritméticas basicas a través de los denominados Algoritmos
Abiertos Basados en Numeros (en adelante algoritmos ABN).

En el presente trabajo se describe de forma sucinta el proyecto, centrandonos en el disefio de la
primera fase de evaluacion del proceso de ensefianza-aprendizaje en el proceso de innovacion
educativa
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Figura 1. Guia y algunos de los recursos didacticos que se emplearan en el proceso
FUNDAMENTACION TEORICA

Como apuntan Escudero y Martinez (2011) la cuestion fundamental a tratar sobre la inclusion seria
ver qué politicas, sistemas escolares, centros, curriculo, ensefanza, docentes y otros profesionales
se precisan, con qué convicciones, capacidades y compromisos, para que no haya nadie que quede
excluido. Seria necesario revisar el curriculo y el funcionamiento de los centros, pero para llegar a
cambios mayores se necesita partir de cambios a nivel mas bajo, en el aula, y este es el contexto de
nuestra investigacion. Podemos preguntarnos qué implicaciones tiene esta diversidad en la
ensefianza de las matematicas, puesto que nuestro objetivo es el aprendizaje de las matematicas
como herramienta fundamental para seguir avanzando en otros aprendizajes necesarios para formar
ciudadania activa en nuestra sociedad.

Desde este punto de vista es necesario un cambio en el tratamiento de las matematicas en la
educacion primaria. En los primeros afios de aprendizaje, en los que nos centramos en este trabajo,
este cambio debe sustentarse en dos ejes, por un lado en el uso de materiales manipulativos, ya que
en ese momento la experiencia fisica desempefia un papel crucial en el desarrollo global y
especialmente en el desarrollo 16gico-matematico, y por otro lado, en la forma de abordar las reglas
de célculo, puesto que los algoritmos tradicionales son insensibles a objetivos particulares o
trayectorias personalizadas.

Tradicionalmente, la asignatura de matematicas se ha concebido en la escuela como una asignatura
asequible solo para el alumnado aventajado, en algunos casos hasta se ha utilizado como medida de
inteligencia de los estudiantes (Orrantia, 2006); sin embargo, las matematicas son imprescindibles
para la vida y necesarias para el desarrollo intelectual e integral del alumnado. Hay personas que no
han asistido a la escuela nunca pero han sido capaces de desarrollar herramientas de calculo
necesarias para su completo desarrollo en la vida, aunque en la mayoria de estos casos no hayan
sido aprendizajes intencionados, es decir, han adquirido unos conocimientos matematicos
necesarios para desempenar su actividad profesional aunque realmente no son conscientes de que
“saben matematicas”. Por tanto, si bien la persona nace con una dotacion matematica, el desarrollo
de la competencia matematica dependera en buena parte de esos aprendizajes informales de “la
calle”, pero sin duda resulta fundamental que ese conocimiento matematico se vea complementado
con la aplicacion de enfoques metodoldgicos en las escuelas (Martinez, 2010).

La competencia matemadtica no es algo inherente a la persona sino que se va adquiriendo en funcion
de las capacidades desarrolladas desde la infancia, por eso es tan importante que se realicen
estimulaciones matematicas desde edades tempranas (Castro, 2006), utilizando herramientas y
materiales acordes a la edad cognitiva del alumnado, para su correcto desarrollo, pero sobre todo



4 Bracho-Lépez, R., Adamuz-Povedano, N., Jiménez-Fanjul, N., y Gallego-Espejo, M. C.

para despertar la curiosidad e interés que todos los nifios y nifias tienen por descubrir todo lo que les
rodea. Estas primeras experiencias de acercamiento de los nifios y nifias al mundo de las
matematicas pueden resultar determinantes puesto que suelen ir asociadas con aspectos emocionales
que generan actitudes tanto positivas como negativas hacia las matematicas, en el contexto escolar
pero también a nivel social y personal (Bracho-Lopez, Maz-Machado, Jiménez-Fanjul, y Garcia-
Pérez, 2011).

Riviere (1990), sostiene que “muchos-demasiados estudiantes encuentran grandes dificultades para
alcanzar los objetivos educativos establecidos en los curricula, y estas dificultades se extreman en
un grupo mas reducido de alumnos, para los que las matematicas se convierten en una verdadera
pesadilla”. En general, el profesorado siente gran preocupaciéon por las dificultades que se le
plantean a sus alumnos y alumnas en el aprendizaje matematico, pero por ejemplo, en lo relativo al
uso de las operaciones aritméticas basicas, la realidad es que la mayoria de estos niflos y nifias no
tienen ningun problema cuando van a comprar sus caramelos preferidos, saben perfectamente para
cuantos caramelos tienen con el dinero que llevan, al igual que en los juegos del patio del colegio
pueden llevar la cuenta de las canicas que ganan o pierden. Esto deberia sugerirnos que el problema
estd en la forma en la que ensefiamos a nuestro alumnado a hacer esas cuentas en la escuela.

Los niflos y nifias pasan una cantidad ingente de horas en la escuela (y en muchos casos en la casa
también) practicando unos procedimientos mecanicos de los que no entienden el porqué y el para
qué. Ginsburg y Baroody (2007) nos argumentan de un modo muy convincente porqué tiene mas
sentido dedicar nuestro tiempo en la escuela a ensefiar a los nifios y nifias a entender las
matematicas mas que a aprender procedimientos mecanicos:

* El aprendizaje significativo facilita las tareas de memorizaciéon de conceptos, definiciones,
procedimientos, formulas, etc., ya que se reduce una gran cantidad de practica para
dominarlos.

* Es maés facil recordar las habilidades matematicas que se han comprendido que las que se
han aprendido de memoria.

* Si se olvida parte de la habilidad o contenido, es mas facil reconstruir el conocimiento que
se adquirié de manera significativa.

* Es mas probable que los alumnos y alumnas apliquen correctamente las habilidades
adquiridas de forma significativa.

* El enfoque significativo del aprendizaje facilita la adquisicion de nuevos conceptos o
habilidades y la resolucién de nuevos problemas que se puedan plantear.

* Los nifios y nifias se sienten menos inhibidos y mas comprometidos con su aprendizaje
cuando este tiene sentido para ellos.

Los algoritmos que hoy en dia se ensefian en la escuela son producto histérico de una tecnologia
especifica: el lapiz y el papel o la tiza y la pizarra. Cuando se calculaba sobre arena o ceniza, los
calculos eran distintos. Ya en los afios ochenta, cuando empezaron a irrumpir las calculadoras en la
escuela, se planteaba el debate sobre la pertinencia de la ensefianza de los algoritmos de calculo
tradicionales. Segiin Maier (1987), el uso de las cuatro reglas de célculo en la escuela es solo una
cuestion de supervivencia escolar, es decir, se aprenden para tener éxito en la escuela.

En la ensefianza tradicional los nifios y nifias se enfrentan a los algoritmos a muy temprana edad. En
Espafia, con seis anos aprenden sus primeras sumas usando el algoritmo y con ocho afios afrontan
las primeras multiplicaciones. Muchas de las razones en contra del empleo de las cuentas se pueden
relacionar con este hecho. Los algoritmos son procedimientos para optimizar tiempo y esfuerzos.
Los nifios y niflas no conocen los conceptos subyacentes por lo que pierden el sentido de lo que
estan haciendo (Martinez, 2000). Esta “no comprension” conlleva en multitud de casos efectos
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negativos, como la adquisicion de una concepcion erronea del funcionamiento de las matematicas o
el menosprecio de las capacidades matematicas propias (Goémez, 1998).

Segun Martinez (2010) en la escuela no se ensefia a calcular, sino que se ensefian cuentas, es decir,
no se desarrollan destrezas innatas de calculo, sino que se aprenden instrucciones de memoria para
hacer célculos. Ademas, no se trabaja con numeros sino con cifras, porque la dindmica de los
algoritmos obliga a desgajar todas las cifras que contiene el nimero y a todas se le aplica el mismo
tratamiento, sin que importe si son unidades, decenas o centenas. Esto conlleva un gran problema a
la hora de aplicar estos aprendizajes: los nifilos y nifias son capaces de hacer complicadas
multiplicaciones pero no son capaces de resolver problemas de sumas. Esto es totalmente logico si
se reconoce que el aprendizaje de los algoritmos no implica que los nifios y nifias entiendan o
interioricen los conceptos de suma, resta, multiplicacion o division.

Creemos, por tanto, que estd muy justificada la necesidad de un cambio metodoldgico en pro del
desarrollo del sentido numérico de los nifios y nifias. De hecho, cada vez maés el profesorado y los
centros buscan alternativas a estos algoritmos tradicionales, y se orientan hacia metodologias que
comparten caracteristicas comunes (Bracho-Lopez, 2013):

* Se basan en un conocimiento profundo del sistema de numeracion decimal.
* En todo momento se trabaja con numeros y no con cifras.
* Se utilizan constantemente las propiedades de las operaciones.

* Los calculos se realizan de forma variada por lo que permiten adaptarse a la diversidad del
alumnado.

* Los célculos toman su sentido a partir de situaciones problematicas.

De entre todas las opciones que hemos encontrado nos hemos decantado por los algoritmos abiertos
basados en nimeros (ABN), creados por Jaime Martinez Montero (Martinez, 2008). El nombre de
los algoritmos describe las principales caracteristicas de los mismos:

* A de Abiertos, porque no hay una forma Unica de realizarlos, cada alumno o alumna puede
trabajar de forma distinta, en funcién de su desarrollo, dominio de calculo, estrategias de
calculo, o simple capricho. Esta caracteristica se contrapone a los algoritmos tradicionales
que son cerrados, en el sentido que hay solo una forma de hacerlos.

* BN de Basados en Numeros, en contraposicion a los algoritmos tradicionales que estan
basados en cifras, el algoritmo ABN siempre trabaja con nimeros, que podran ser mas
grandes o mas pequefios, pero siempre combinan numeros completos. Esta caracteristica
hace que sea mas facil el enlace con los procesos intuitivos naturales del aprendiz,
desarrollando un enfoque dindmico del sentido numérico.

Los algoritmos ABN son transparentes ya que no ocultan célculos ni procesos intermedios: en cada
momento, se tiene conciencia y conocimiento de lo que se esta haciendo. Esto no sucede con los
algoritmos tradicionales de la multiplicacion y la division ya que en ellos, no se tiene ninguna
informacion hasta que no se completa el proceso.

Este método procede de las actuaciones llevadas a cabo en Holanda con el fin de renovar la
ensenanza-aprendizaje de las matematicas en general y del célculo en particular, persiguiendo el
desarrollo del razonamiento matematico a través de instrumentos manipulativos y estimulantes para
el alumnado con el proposito de aumentar la motivacion y la atencion.

OBJETIVO E HIPOTESIS DE TRABAJO

El objetivo de la investigacion es analizar el desarrollo del sentido numérico tras la utilizacion de la
metodologia basada en los denominados algoritmos ABN en nifios y nifias de primer ciclo de
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educacion primaria procedentes de entornos desfavorecidos, prestando especial atencién a los
resultados obtenidos para los diferentes ritmos de aprendizaje.

A partir de este objetivo, la hipotesis de trabajo es que la utilizacion de la metodologia basada en el
uso de algoritmos ABN en los primeros afios de aprendizaje matematico mejora significativamente
el desarrollo del sentido numérico en general, adaptandose de manera flexible y satisfactoria a la
diversidad del alumnado.

METODOLOGIA DE TRABAJO
Organizacion del grupo de trabajo

Previamente a la puesta en marcha de esta experiencia, el profesorado que suscribe este trabajo,
junto a otros compafieros y compaiieras del Area de Didactica de las Matematicas de la Universidad
de Cordoba, maestros y maestras de Educacion Primaria y asesores de formacion del Centro de
profesorado Luisa Revuelta de Cordoba, hemos venido trabajando conjuntamente en la
implementacion de metodologias dirigidas a potenciar el DSN en la Educacion Primaria y en la
evaluacion de dichos procesos.

Por otro lado, el colegio en el que se estd llevando a cabo la experiencia lleva inmerso en un
proyecto de Comunidades de Aprendizaje desde el curso 2010-2011, un proceso cuya evaluacion en
un sentido educativo general viene siendo muy satisfactoria. Sin embargo, Gltimamente una de las
preocupaciones de la comunidad educativa es abordar intervenciones didacticas en las areas
especificas y, en particular en las materias instrumentales, que garanticen la formacion integral del
alumnado. Para este fin, nos reunimos por primera vez en septiembre de 2013, con la idea de iniciar
un proceso de planificacion, formacidn, innovacion y evaluacion, que afecta a distintos colectivos.
Concretamente, participaran en la experiencia 145 alumnos de Educacion Primaria, 15 maestros y
maestras, tres profesores de Didactica de las Matematicas, una doctoranda y dos asesores de
formacion.

A continuacion se expone la planificacion temporal hasta la implementacion generalizada en el
Primer Ciclo (la experiencia continuara hasta la implementacion generalizada en todos los niveles)
(Tabla 1).

Metodologia de la investigacion

Nuestra investigaciébn se centra en situaciones concretas, particularizando los resultados y
ofreciendo una perspectiva contextualizada a través de técnicas descriptivas e inductivas.

Se realizaran analisis de tipo cuantitativo y cualitativo, si bien éstos ultimos se aplican a modo de
aproximacion metodologica orientada a extraer conclusiones con un enfoque formativo y
experimental acerca de las percepciones de los agentes implicados y del desarrollo de la
personalidad o de las realidades que se observen. Como consecuencia de ello, en el proceso de
recoleccion de datos se combinardn técnicas de tipo cuantitativo apoyadas por las de tipo
cualitativo, conformandose una metodologia en la que se integran las dos aproximaciones. El
analisis cuantitativo se basard en un disefio cuasi-experimental donde realizaremos un estudio
descriptivo e inferencial con dos grupos no equivalentes.

La muestra estd formada por dos grupos de estudiantes de Educacion Primaria de dos colegios de
caracteristicas parecidas y pertenecientes a entornos socioecondémicos similares. Esta muestra ha
sido configurada de manera no probabilistica y no aleatoria.

El alumnado de uno de los grupos seguird durante el Primer Ciclo de Educacion Primaria la
metodologia objeto de estudio, mientras que el alumnado del otro colegio no seguird esta
metodologia y abordard el tratamiento de las operaciones aritméticas basicas de forma tradicional,
por lo que el primer grupo se considerara experimental y el otro grupo de control.
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Tabla 1. Planificacion general de la experiencia hasta la implementacion generalizada de la metodologia en
el Primer Ciclo de Educacion Primaria

Actividades Temporalizacion
Puesta en marcha del ~ Constitucion definitiva del equipo de trabajo  De septiembre a
proyecto diciembre de 2013

Inmersion en las lineas directrices del
proyecto. Consenso y posicionamiento en
cuanto a los referentes tedricos y las
opciones metodoldgicas validas.

Elaboraciéon de los prototipos de guias y de
recursos didacticos.

Planificacion del trabajo de formacion y de
implementacion previa.

Formacion e Sesiones formativas en el uso didactico de De enero a julio de 2014
implementacion los recursos que van a ser objeto de la
iniciales investigacion.

Implementacion parcial de la metodologia en
los grupos de 1°, 2°y 3°.

Asesoramiento 'y acompafiamiento del
profesorado.

Puesta en comun - Valoracion del primer
curso de experiencia

Implementacion Introduccion generalizada de la metodologia De septiembre de 2014
generalizada en el en 1°y 2° de E. Primaria. a julio de 2016
primer ciclo de E. . )
Primaria Formacion, asesoramiento y

acompafiamiento del profesorado

Trabajo de investigacion: Observaciones de
aula y recogida de datos. Realizacion del
postest.  Realizacion  de  entrevistas
semiestructuradas a grupos de alumnos/as y
a los tutores/as. Analisis de datos.

Puesta en comun de resultados, valoraciones.

Trabajo de investigacion: Elaboracion de la
memoria de la investigacion

La evaluacion del aprendizaje se basard en la aplicacion del test de competencia matematica bésica,
desarrollado por Ginsburg y Baroody y adaptado al medio espafiol por Nufiez y Lozano (2007). Se
trata de un test estandarizado especifico de matematicas y validado a nivel internacional, el cual se
aplica de manera individualizada y cuyo objetivo es evaluar el desarrollo del pensamiento
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matematico temprano y detectar las dificultades de aprendizaje del alumnado, facilitando el
diagnodstico y el tratamiento de las mismas. Dicha herramienta se aplicard a ambos grupos en
septiembre de 2014 (pretest) y en junio de 2016 (postest).

Se analizard el sentido numérico como variable independiente, y para cuantificar esta variable nos
ayudaremos de una serie de variables especificas, como son el indice de competencia matematica
(en adelante ICM), la puntuacion directa (PD), el percentil, la edad y el curso equivalentes, variable
item 1 (i € [1,72]), ademas de los conocimientos matematicos formales e informales de cada
discente. Como variable independiente tenemos la variable grupo que clasifica al alumnado del
estudio en grupo de control y grupo experimental.

El andlisis cualitativo se basa en datos que emanan de instrumentos como cuestionarios, entrevistas
semiestructuradas y grupos de discusion.

Se llevara a cabo una revision documental orientada a la observacion del reflejo de la experiencia
en las programaciones de la materia, en las unidades didéacticas y en la programacion de aula. Asi
mismo, se utilizard un cuaderno de notas de campo para recoger las conductas en su contexto, asi
como las interacciones entre los individuos, con idea de comprender el comportamiento de estos en
el proceso. En dicho cuaderno se incluirdn también pruebas fotograficas y videos para el registro
mas completo de la informacion.

RESULTADOS ESPERADOS

Tras el proceso de aplicacion en el aula de la metodologia objeto de estudio, esperamos constatar
sus efectos en la mejora de la competencia matematica general de los niflos y nifias, y en particular
en lo referente a los aspectos relacionados con la aritmética escolar. Por otro lado, se espera una
mejora en los elementos motivacionales de los agentes implicados y los colaterales (alumnado,
profesorado, equipos directivos y familias) en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Mas
concretamente esperamos:

* Ofrecer al profesorado de Primer Ciclo de E. Primaria una variada gama de recursos y
materiales didacticos de suma utilidad para el desarrollo del sentido numérico de sus
alumnos y alumnas.

* Obtener evidencias cientificas del potencial didactico de la metodologia que es objeto de
estudio; particularmente en lo relativo al desarrollo integral del sentido numérico de todos
los alumnos y alumnas, y en especial de los mas necesitados de atencion educativa.

* Verificar la mejora significativa en el alumnado participante de la capacidad para dominar
reflexivamente las relaciones numeéricas.

* Comprobar en el alumnado participante el desarrollo de una fluidez progresiva en el célculo
y en la estimacion con los nimeros naturales.

* Observar en los nifos y ninas el desarrollo de una comprension sélida de los conceptos de
sistema de numeracion y valor posicional.

¢ Observar un aumento de la motivacion ¢ interés del alumnado hacia las Matematicas,

especialmente necesario en el contexto social en el que se encuentra este alumnado.

* Percibir a través de la metodologia objeto de estudio una gradual disminucion de las
dificultades para el aprendizaje de contenidos matematicos.
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COMPETENCIAS EN LOS DECIMALES PERIODICOS

Competences in repeating decimal numbers

Yolanda Beltran Garcia, Bernardo Gomez Alfonso

Universidad de Valencia

Resumen

El objetivo de este estudio es determinar las dificultades que estudiantes de cuarto de ESO, de
Bachillerato y del Master de Profesor de Educacion Secundaria de la especialidad de Matemdticas
tienen con la operatoria y el orden, cuando realizan cdlculos con numeros decimales periodicos. El
trabajo se sustenta en un estudio de Rittaud y Vivier, del cual se hace una réplica de una parte de
su cuestionario que utilizamos para la toma de datos. El andlisis de las respuestas de los
estudiantes permite identificar errores y carencias en la ensefianza, conducentes a un esquema de
clasificacion e interpretacion de las actuaciones de los estudiantes.

Palabras clave: Competencia, decimales periodicos, errores

Abstract

The aim of this study is to determinate the difficulties that students of fourth course in secondary
school, high school and teacher’s master of secondary school students have with operation and
order when they realize calculations with periodic decimal numbers. The study is based in a
previous article of Rittaud and Vivier which is a replica of a part of their test we used for data
collection. The analysis of students’ answers allows identifying mistakes and deficiencies in
education, leading to a classification scheme and interpretation of student performances.

Keywords: Competences, repeating decimals, mistakes
INTRODUCCION

Las concepciones que los estudiantes construyen de los conceptos matematicos dependen de los
acercamientos o enfoques escolares con que la ensefianza los pone a su alcance, y varian a medida
que el conocimiento de los estudiantes va evolucionando hacia un estatus superior.

La identificacion y caracterizacion de estas concepciones permite conocer el efecto de la ensefianza
al determinar qué es lo que realmente estan aprendiendo los estudiantes y tomar decisiones al
respecto, ya que en algunos casos son conocimientos erroneos, y esto constituye un obstaculo para
el aprendizaje y la evolucion de las concepciones.

Segun Socas (2001, p.298), “Los numeros decimales se han convertido, en estos ultimos afios, en
los protagonistas de todos los calculos, ordenadores, calculadoras,..., desplazando completamente
las fracciones. Sin embargo, su tratamiento en el ambito escolar, propuestas curriculares en
programas oficiales y desarrollos didacticos, no parece estar a la altura de las circunstancias, y no
solo por el interés del calculo con calculadoras y ordenadores, sino, también, por el papel
determinante que pueden jugar en la organizacion y comprension de los sistemas numéricos.

La escritura decimal de los nimeros ha producido confusiones entre lo que es un nimero decimal y
lo que no lo es, identificando més al nimero decimal por su escritura decimal que por sus
propiedades intrinsecas, lo que ha originado cierta ambigiiedad entre la escritura decimal y el
numero decimal, de tal manera que decimal estd asociado a nlimeros con comas en contraposicion

Beltran, Y., y Gémez, B. (2014). Competencias en los decimales peridédicos. En J. L. Gonzélez, J. A. Fernandez-Plaza,
E. Castro-Rodriguez, M. T. Sanchez-Compafia, C. Fernandez, J. L. Lupiaiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en
Pensamiento Numérico y Algebraico e Historia de las Matematicas y Educacion Matematica - 2014 (pp. 11-25).
Malaga: Departamento de Didactica de las Matematicas, de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y
SEIEM.
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al nimero entero o niimero sin comas; esta acepcion del término decimal es origen de diferentes
errores.”

En relacion con los decimales finitos, hay una problematica identificada (Centeno, 1988), o como
acabamos de ver en Socas (2011), pero son pocos los trabajos en relacion con los numeros
decimales periddicos. Con el fin de aportar conocimiento fundamentado sobre este tema, este
trabajo se va a centrar en el tema de los nimeros decimales periddicos. Se quiere indagar en qué de
particular se puede decir de los nimeros decimales periddicos, mas alla de la problematica de los
numeros decimales.

OBJETIVOS

Los objetivos principales que nos planteamos en este estudio son conocer el modelo de ensenanza
vigente en la Comunidad Valenciana, conocer los contenidos sobre los decimales en los libros de
texto, determinar y clasificar actuaciones y errores en los estudiantes en relacion a la codificacion,
operatividad y orden de numeros decimales periddicos, a través de un experimento basado en un
cuestionario, y identificar los efectos de la ensefianza.

CONTEXTUALIZACION DEL MODELO DE ENSENANZA

El curriculum DOCV (2007) sittia los decimales en los cuatro cursos de la ESO y los contenidos
aparecen en el Bloque 2: Numeros.

En primero de ESO se trabaja la comparacion y las operaciones elementales con numeros decimales
finitos. En segundo se utilizan los decimales para introducir los porcentajes. En tercero se trabaja la
relaciéon entre las fracciones y los decimales (exactos y periddicos) mediante técnicas de
transformacion. Y, finalmente, en cuarto se amplia el concepto y se introducen los decimales
infinitos no periddicos.

En cuanto al tratamiento de los decimales en los libros de texto, dado que el curriculum oficial es
comun para todos, nos limitamos a resaltar los contenidos de una sola editorial, Anaya, ya que es
con la que trabajaban los alumnos del centro donde se tom6 la muestra para este estudio.

En el libro de 3° de ESO (Colera, Gaztelu, y Oliveira, 2010a), para introducir el tema, aparece una
breve explicacion del recorrido de los nlimeros decimales a lo largo de la historia. Seguidamente, se
senala la utilidad de los niimeros decimales, “sirven para designar medidas”, y como podemos
representarlos, “sobre la recta numérica, de tal modo que con ellos podemos aproximarnos tanto
como queramos a cualquiera de sus puntos”, resumiendo todo en la siguiente frase: “La expresion
decimal de los numeros permite valorarlos, compararlo y operar con ellos de forma muy comoda y
eficaz”. Y a continuacion, se presentan los tipos de nimeros decimales.

El siguiente punto que aparece en el libro es el paso de fraccion a decimal, en donde se indica que
“para obtener la expresion decimal de una fraccion, se efectta la division entre el numerador y el
denominador”. Ademas, hay una nota recordatoria que dice que “niimeros racionales son los que se
pueden poner en forma de fraccion”, en donde aparece por primera vez una relacion entre niimeros
decimales y racionales.

A este punto le siguen el paso de decimal exacto a fraccion y los pasos de decimal periddico puro y
mixto a fraccion.

Finalmente, aparecen algunas actividades como las siguientes para practicar los contenidos.
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Actividades
1 Indica qué tipo de nimero decimal es cada uno de 3 Escribe tres nimeros decimales comprendidos entre
los siguientes: 2,5y 2,5.

52 2,8 3 = 1,7320508... S g :
3,52 0 1,54 V3 = 1,7320508 4 Sin efectuar la divisién, y atendiendo solo al denomi-
2,73 3,5222... n—2=1,1415926... nador de la fraccién simplificada, di si las siguientes

fracciones darin lugara decimales exactos o periddicos:
2 Ordena de menor a mayor estos niimeros 44 by 42 o101 4 1001
2.5 255 2.35 2,505005... “150 150 1024 " 500
2 Complera el proceso para expresar como fraccién el 3 Expresa como fraccién los decimales siguientes:
niumero dado. 2) 6,25 b)0,001 0 5.018
N=6,21777...
a) 6,217 100N = 621,77777 4 ;Cuiles de los siguientes niimeros son racionales?
1000N = 6217,7777... Ponlos en forma de fraccion:
) 3.5 5 202002000
N = 0.0316262... a) },771 b) 5,202002000...
b)0,031624  1000N = 31,626262... c) 5,03 d)0,3212121...
100000 = 3162,626262... e)n =3,141592... f) 7,4331

En 4° de ESO (Colera, Gaztelu y Oliveira, 2010b), se recuerda la relacién entre los numeros
decimales y las fracciones vista en el curso anterior, y aparece un nuevo concepto, el de decimales
no periddicos o irracionales. Ademads, en este curso hay un apartado dedicado a las aplicaciones de
los decimales.

Por tanto, ni en este curso ni en el anterior hay problemas de operar con nimeros decimales
periddicos. Tampoco hay problemas de razonamiento, lo cual puede ayudar a entender las
dificultades de los alumnos para resolver el cuestionario. También observaremos la ausencia de
problemas de situaciones significativas para los alumnos.

Los contenidos de Bachillerato (DOCV, 2008) revisan los contenidos anteriores y profundizan en
las nociones de recta real, distancia, intervalo y entorno.

MARCO TEORICO

Como ya se ha dicho antes, existen dificultades en el estudio de los nimeros decimales y, ademas,
también existen problemas a la hora de ensefiar esta parte de las matematicas a los alumnos. Para
poder entender toda la problemdtica que representa el estudio de los numeros decimales, y en
concreto el de los decimales perioddicos, se han consultado los textos de “Numeros decimales. ;Por
qué? ;Para qué?” (Centeno, 1988), “Numeros decimales” (Castro, 2001), entre otros, y el estudio de
Rittaud y Vivier (2013) sobre el cual se sustenta este trabajo.

Errores y dificultades

Los aspectos del concepto decimal que ofrecen una mayor resistencia a su adquisicion por parte de
los alumnos los conocemos a través del analisis de las respuestas que los alumnos dan a problemas
que les planteamos. De esta manera, Centeno (1988, cap.9, p.136-138) analiza las dificultades,
errores y obstaculos en los nimeros decimales, e identifica los errores siguientes:

El primero de ellos esta relacionado con la lectura y escritura de los numeros decimales. Cuando
leemos un niimero decimal, primero pronunciamos la parte entera y después la parte decimal. Esta
practica lleva a pensar en la representacion decimal como dos niimeros enteros separados por una
coma, lo que puede explicar ciertas creencias erroneas en la comparacion de numeros expresados en

forma decimal, como: un numero decimal es mayor que otro cuantas mas cifras tenga (3'% = 3'1Z2

porque % = 12).
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Otro obstaculo en la comprension de la representacion decimal nace de la utilizacion de/ cero, que
forma parte de mecanismos que funcionan de distinta forma segin el contexto en que aparece. Por
ejemplo, algunos alumnos ignoran el cero e interpretan 0’036 como 36, perdiendo la estructura
global del nimero y viéndolo s6lo como un nimero entero. O, otros, consideran 1°27 distinto de
1°270.

El tercer error que identifica Centeno estéd relacionado con el orden entre decimales. La aplicacion
del “orden lexicografico” en la comparacion de enteros y decimales requiere que los numeros
tengan las mismas cifras, lo que en el caso de los decimales periddicos se logra desarrollando el

periodo. Asi, para la comparacion de 301 y 3TIZ3 debe hacerse expresando 3'919141 y
3'125123; de este modo se ve claramente que Y1191 = 125,125,

Y, finalmente, el cuarto error aparece en las operaciones. El autor observa dificultades en el
producto y la division debido a que se rompe la regla: multiplicar es aumentar y dividir es
disminuir.

Ahora nos preguntamos, ;son utiles ciertos errores en los procesos de aprendizaje?, ;qué pueden
revelarnos?

“Los errores que no se deben a distracciones, sino que se reproducen sistematicamente en
situaciones similares, son muy interesantes porque nos revelan la existencia de modelos implicitos
erroneos. (...) Los comportamientos de los alumnos pueden ser correctos, aunque estén sometidos
por modelos falsos”(Centeno, 1988, p. 141).

Y, ;son los errores unicamente indices de un aprendizaje incompleto o de un fracaso?

Todas las formas de introducir los nimeros decimales que permitan su aparicion como numeros
nuevos, con algunas propiedades diferentes a los naturales, pueden ocasionar obstaculos
suplementarios que se afladen a la resistencia a la evolucion del concepto. Ademas, muchas veces
los alumnos se fabrican sus propias reglas de accion, las cuales no son siempre validas y conducen
al error.

Por tanto, los errores identificados por Centeno (1988) nos van a servir, en el apartado de la parte
experimental, para construir el esquema de clasificacion de las respuestas que dan los alumnos a las
tareas, el cual completaremos con actuaciones observadas en las respuestas de los alumnos elegidos
para nuestro experimento.

Procesos de Rittaud y Vivier para la comparacion y la suma de decimales periodicos

A continuacion, presentamos los procesos para la comparacion y la suma de numeros decimales
periddicos identificados en los trabajos de investigacion de Rittaud y Vivier (2013), con la ayuda de
ejemplos extraidos de Vivier (2011).

La comparacion de dos decimales periddicos consiste en desarrollar el periodo y comparar cifra por
cifra de izquierda a derecha.

Los autores dicen que los estudiantes no tienen dificultad con esta técnica, pero conduce a la

desigualdad [}, % = 1, cuando deberia conducir a [}, % = 1. Esto demuestra que aunque no veamos
las mismas cifras en las expresiones decimales, pueden ser exactamente la misma expresion. La
diferencia estd en la interpretacion de lo que se representa. Por eso, es necesario conocer otras

técnicas como las que se describen en Vivier (2011), en particular, para el caso I}, & = 1:

1- §= 0'z3 — l:'r}:ii = 3={'3. Entonces, 1 = {'T.

2- 10=0"80 = 4 + {'0 — Y= [3"d = 4. Entonces, U'0 = 1.
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3- - =0'Z;
d
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=03 .. §= 0%, Entonces, 1 = "%,

En cuanto a los cuatro procesos o técnicas que describen Rittaud y Vivier (2013) para calcular la
suma de dos numeros decimales periddicos, veamos detalladamente cada uno de ellos:

1. Técnica de conversion a decimal finito, guiado por la codificacion.

Consiste en truncar los nimeros tomando valores aproximados, efectuar la suma de estos numeros
decimales e inducir el resultado. Es decir, utilizar todas las aproximaciones posibles, y considerar el
periodo como un entero para sumar. Ademads, hay que tener en cuenta que la suma de dos decimales
periddicos es un decimal periddico y la suma es continua.

Por ejemplo, si queremos obtener el resultado de la suma '3 + 0'7, procederemos como sigue:
08+ 07 =1'2; W53 4+077=132; 0'555+0°777 =1'332; ..

Asi, podemos concluir que '3 + 07 = 13,

Segun Vivier (2011), este proceso causa errores en los estudiantes. Algunos utilizan las
aproximaciones sin conocer que el resultado es periddico o no saben que el resultado presenta
necesariamente un periodo.

2. Técnica de conversion a fraccion y haciendo la suma después

Los alumnos que utilizan esta técnica, utilizan el hecho que saben efectuar la suma de dos
racionales en el registro fraccionario pero no en el de los decimales periodicos.

_ _—5+?—12—1+3—1.§
I T R
Segun Vivier (2011), para los alumnos es dificil entender como los nlimeros decimales periddicos
pasan a fracciones.
3. Uso explicitode I, % =1
DE+07=09+03=1+03=123
4. Algoritmo de la suma de dos nimeros decimales en el sistema de base diez

Al igual que los errores, estos algoritmos nos van a servir, en el apartado de la parte experimental,
para construir el esquema de clasificacion.

PARTE EXPERIMENTAL
Metodologia

En el trabajo de investigacion de Rittaud y Vivier (2013) se presenta un cuestionario dividido en
dos partes: un test individual y otro para realizar en grupo.

Nosotros nos vamos a centrar solo en el test individual, en el cual los autores dan una
caracterizacion a cada una de las cinco tareas que lo componen, con los siguientes titulos:

* Comprension de la codificacion (Tareas 1y 2)
* Comparacion (Tarea 3)
* Suma (Tarea 4)

* Diferencia (Tarea 5)
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Una vez elaborado el cuestionario, se implementd, marcando un tiempo maximo de 30 minutos para
resolverlo. Seguidamente se analizaron los datos obtenidos y se clasificaron y organizaron los
resultados.

Muestra
El cuestionario se aplico a un total de 107 estudiantes, distribuidos como muestra la siguiente tabla:

Tabla 1. Caracterizacion de las tareas del cuestionario

Curso Grupos Especialidad Género Alumnos
M F
4° ESO 1 Opcién A 3 10 13
1° Bachillerato 1 Cientifico 17 7 24
2° Bachillerato 2 Cientifico-Tecnologico 5 0 5
Ciencias-Sociales 2 8 10
Master en 2 Matematicas (curso 2012/13) 9 12 21
Profesor/a Matematicas (curso 2013/14) 15 19 34
Total: 107

Los estudiantes de secundaria y de Bachillerato proceden del centro IES Sorolla. Su formacion
sigue las directrices de la programacion del departamento de Matematicas (IES Sorolla, 2013). La
formacion de los estudiantes de Master viene dada por Gémez (2013).

Aunque los autores Rittaud y Vivier no dicen cudl es el objetivo de las tareas ni las caracterizan, en
lo que sigue las caracterizamos de acuerdo con nuestra propia opiniéon. Mostramos las tareas tal y
como se presentaron a los estudiantes, y la interpretacion que se hace de cada una de ellas.

TAREA 1: Redondea el nuimero que es diferente a los otros:
SO0L00 30010000 S001000100 500101 5001000

La expresion numérica con decimal peridodico no es unica. Por eso se plantean en la tarea 1 cinco
expresiones decimales periddicas, de las cuales cuatro son equivalentes (representan el mismo
namero), y la otra representa un nimero diferente. Las cuatro expresiones equivalentes se
diferencian en que el periodo representado es diferente, no asi el efecto que produce al repetirlo.

| TAREA 2: Escribe de cuatro formas distintas el nimero 14, T21. |

Como ya hemos dicho, la expresion numérica con decimal periddico no es unica. Esta tarea es
reciproca a la anterior; ahora se pide encontrar otras expresiones decimales equivalentes a la dada.
Se espera que, desarrollando el periodo, perciban otros periodos distintos que expresan el mismo
namero decimal.

TAREA 3: Redondea la respuesta correcta y justifica tu respuesta:

a) 013 =913 0,13 =413 0,13 =813

b) 3.&-<3,40 3.4 =2340 34 =3, 40

c 0.94=<1 04=1 0.9 =1

d) 45101« 45101 45,101 = 45,101 45,10 = 45101

Aunque el orden de los nimeros naturales viene determinado por el valor del digito de mayor
orden, en la comparacion de decimales periddicos no basta con mirar Unicamente las cifras
significativas del periodo. Es decir, no basta con la comparacion cifra a cifra como ocurre con los



Competencias en los decimales periddicos 17

naturales, sino que hay que tener en cuenta también los desarrollos. El efecto de los desarrollos
decimales es clave.

Esta tarea se presenta en cuatro items, en los que se pide determinar si un numero es menor, igual o
mayor que otro. Es decir, es una tarea de comparacion de numeros decimales finitos con decimales
periddicos puros con partes periodicas iguales, numeros decimales puros con diferentes cifras
periodicas, etc.

Para abordar el item c) se necesitan otros conocimientos, como el concepto de limite, ya que si

procedemos como anteriormente llegamos a conclusiones errdneas, [, # = 1, de las cuales Rittaud y
Vivier hablan en su trabajo.

En conclusion, como ya hemos dicho, los nimeros decimales no se pueden comparar atendiendo a
su tamafio al igual que los enteros. Por eso, el procedimiento que cabe esperar para la resolucion de
esta tarea es que desarrollen los periodos y los comparen.

TAREA 4: Realiza las siguientes sumas:

0,284+ 0,07F = oG+ 0,2=
6,71+ 185 = 0.9+ 1t4=
LS+0¥= 05401072 =
TAREA 5: Realiza las siguientes restas:

217 -0 =

2—19=

1L.26—1072=

En la adicién y sustraccion de decimales periddicos no basta con sumar cifra a cifra las partes
periddicas, es necesario tener en cuenta los desarrollos.

Lo que se espera que hagan los estudiantes en esta tarea es que desarrollen los periodos, para que,
teniendo el mismo numero de cifras después de la coma, operen como si fuesen enteros y, al
percibir regularidades, escriban el resultado en forma de expresion decimal periddica.

Esquema de clasificacion

El modelo de interpretacion se ha elaborado para este trabajo a partir de los datos obtenidos del
andlisis de las respuestas de los alumnos, para caracterizar tipos de comportamiento.

Las categorias se han tomado como punto de partida para clasificar las actuaciones de los
estudiantes. A su vez estas categorias se subdividen en subcategorias, éstas en clases, y éstas en
subclases, segin se profundiza en la apreciacion de similitudes y diferencias en las interpretaciones
plausibles, tanto de las expresiones escritas por los estudiantes, como de los procedimientos
llevados a cabo por ellos.

1. RESPUESTA CORRECTA
1.1. SIN JUSTIFICACION
1.2. CON JUSTIFICACION
1.2.1. Desarrollan el periodo
1.2.1.1. Comparan numeros
1.2.1.2. Comparan por ordenes de unidad
1.2.1.3. Operan
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1.2.2. Perciben la regularidad
1.2.2.1. Total
1.2.2.2. Parcial
1.2.3. Conversion a fraccion
1.2.4. Utilizan la igualdad U.% = 1
1.3. JUSTIFICACION INSUFICIENTE O INCORRECTA
1.3.1. Completan las respuestas correctas con incorrectas
1.3.2. Por aproximacion / Por el siguiente
1.3.3. Perciben mayor el nimero con mayor cantidad de cifras en el periodo
2. RESPUESTA INCORRECTA
2.1. SIN JUSTIFICACION
2.2. CON JUSTIFICACION
2.2.1. Comparan la parte periddica y se fijan en sus diferencias
2.2.2. Perciben nimeros decimales finitos
2.2.3. Alargan el periodo
2.2.4. Acortan el periodo
2.2.5. Senalan un periodo arbitrario y/o afladen ceros
2.2.6. Resultado en forma de fraccion (a veces incorrecta) o aproximacion
2.2.7. Desarrollan el periodo y/o perciben diferencias
2.2.7.1. Operan y/o diferencian la n-ésima cifra decimal
2.2.7.2. Comparan por ordenes de unidad
2.2.7.3. Desarrollo parcial o no interpretan bien el resultado
2.2.8. Diferencian la parte entera de la decimal y operan por separado
2.2.9. Error de calculo
2.2.10. Interpretacion del enunciado incorrecta y/o diferente a la esperada
3. EN BLANCO O NO IDENTIFICADA

DESCRIPCION Y EJEMPLOS DE ALGUNAS CATEGORIAS DEL ESQUEMA DE
CLASIFICACION

Categoria 1. Respuesta correcta

Las respuestas de los estudiantes que se agrupan en esta categoria contienen evidencias sobre el
reconocimiento por parte de los estudiantes de relaciones numéricas y de diferencias entre
diferentes expresiones decimales periodicas, de regularidades y de técnicas para operar con
nimeros decimales periddicos.

Esta categoria comprende subcategorias, clases y subclases, de las cuales queremos destacar las
siguientes:

Subclase 1.2.1.1. Desarrollan el periodo y comparan numeros
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En esta subclase se han agrupado todas aquellas respuestas en las que se manifiesta la atencion del
alumno en el numero de la parte decimal como tal.

Un ejemplo de este tipo de comportamiento es el que se recoge en la figura 1, donde un alumno de
Master manifiesta que obtiene la solucién “comparando la misma cantidad de decimales”. Lo que
hace es desarrollar el periodo del nimero decimal si es periddico o afiadir ceros si es finito, hasta
obtener el mismo niimero de cifras en ambas partes decimales, y luego compara los numeros
obtenidos en la parte decimal.

TAREA 3: Redondea la respuesta correcta y justifica tu respuesta:

a) “\8,13<8,ﬁ/" 813 =8,1 813> 8,13
(, < 8'4 ] f ;

b) 3,4<3,70 3,

IS
]
w
3l
w
NN
2V
w
S

Figura 1.
Subclase 1.2.1.1. Desarrollan el periodo y comparan por ordenes de unidad

Esta subclase corresponde a las “respuestas esperadas”. Incluye todas aquellas repuestas en las que
se aprecia un centramiento del alumno en parte de la informacion derivada de desarrollar la parte
periodica. Es decir, desarrollan el periodo de varias expresiones decimales periddicas y comparan
cifra a cifra, hasta encontrar en la n-ésima posicion cifras diferentes.

Un ejemplo de este tipo de comportamiento es el que se recoge en la figura 2, donde un alumno, en
la tarea 1, desarrolla el periodo de cada expresion decimal y reconoce cuatro expresiones decimales
equivalentes, asi como también identifica la no equivalente sefialando la cifra que marca la
diferencia.

5,00100 5,0010001 5,001000100 (5,00101% 5,001000

oty

01040404

Figura 2.
Subclase 1.2.1.2. Desarrollan el periodo y operan

Se ubican en esta subclase las respuestas de los alumnos que ven los nimeros decimales periddicos
como cantidades. Por ello, para compararlos necesitan demostrar que uno es una cantidad mayor o
menor que otro. También se ubican en esta clase todas las respuestas de los alumnos que en las
tareas 4 y 5 desarrollan primero el periodo para luego operar.

Un ejemplo de este tipo de comportamiento es el que se recoge en la figura 3.

a) (8,13 <8,13 8,13 =8,13 8,13 > 8,13
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Subclase 1.2.2.1. Perciben la regularidad Total

En esta subclase se ubican las respuestas en las cuales los alumnos reconocen todas las expresiones
decimales equivalentes, y/o la fraccion equivalente en el caso de la tarea 2.

Un ejemplo de este tipo de comportamiento se muestra en la figura 4, donde se recoge la respuesta
de un alumno de Master que justifica su eleccion diciendo: “porque es el tinico que entre los unos
no hay tres ceros”.

5,00100 5,0010001 5,001000100 { 5,00101 )5,001000

y d 2 U O« g S | Syt

4 1
1

Figura 4.
Clase 1.2.3. Conversion a fraccion

Las respuestas consideradas en esta clase se caracterizan por la necesidad de los alumnos de pasar
las expresiones decimales periddicas a fracciones, ya que utilizan el hecho que saben efectuar
sumas y restas de dos racionales en el registro fraccionario o, en el caso de la tarea 3c), para
efectuar demostraciones.

Un ejemplo de actuacion ubicada es el que se observa en la figura 5.

€ 09+0,2= 3 , 4 -3 - 144 - 'Y
Q q 9 {
) 0,54072= S ., 32 . Ssx3T . 12T _ jp & ¢ ok
) ) ? q’j S [1‘" Q9 \k(‘i
Figura 5.

Clase 1.3.2. Por aproximacion/ Por el siguiente

Las respuestas de los alumnos en la tarea 3c), en las que aparecen justificaciones por aproximacion
o mencionando un siguiente, se agruparon en esta clase.

Un ejemplo que hace referencia a este tipo de comportamiento es el que se ilustra en la figura 6,
donde se recoge la respuesta de un alumno de 2° de Bachillerato que justifica la igualdad “porque
acaba en 9999 y su siguiente nimero es 1”.

0 09<1 09=1 0,9>1

Figura 6.
Categoria 2. Respuesta incorrecta

Las respuestas que se agrupan en esta categoria contienen evidencias de la falta de percepcion por
parte de los estudiantes de regularidades y de técnicas para comparar y operar con nimeros
decimales periddicos.

De esta categoria destacamos las siguientes subcategorias, clases y subclases:
Clase 2.2.1. Comparan la parte periodica y se fijan en sus diferencias

Las respuestas de los alumnos que se ubican en esta clase, se caracterizan por identificar diferencias
centradas en las cifras que abarca la raya del periodo.
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Un ejemplo de este tipo de comportamiento se muestra en la figura 7, donde se recoge la respuesta
de un estudiante de 1° Bachillerato en la tarea 1, quien justifica su eleccion de la respuesta asi:
“porque el niimero 1 no lleva periodo”.

5,00100 5,0010001) 5,001000100 1\QSA(1_97101_/ 5,001000

(47 LOANYC L AP AT I"""“ i

Figura 7.
Clase 2.2.2. Perciben numeros decimales finitos

En esta clase se ubican las respuestas en las cuales se manifiestan dificultades por parte de los
alumnos en el concepto de nlimero decimal periddico y una tendencia a trabajar con los nameros
decimales finitos.

Una actuacion ubicada en esta clase se puede observar en la figura 8, donde se recoge la respuesta
de un alumno de 1° Bachillerato a la tarea 5. Al parecer, interpreta las expresiones decimales
periodicas como finitas, ya que opera como asi fueran, sin preocuparse de desarrollar el periodo o
de las variaciones que este pudiera comportar.

a) 2,17 - 0,7 = G

b)2-1,9=0,1

¢) 1,28-0,72=0, 5¢

Figura 8.
Clase 2.2.3. Alargan el periodo

Las respuestas ubicadas en esta subcategoria evidencian que los alumnos toman el periodo de la
expresion decimal del enunciado y lo reproducen.

Un ejemplo de este tipo de comportamiento es el que se recoge en la figura 9.
A4, A2A 424

A4, A24424 A24
AY, A2A A2AA2A 424

AY, A2AA2AAZLAALAA U

Figura 9.
Subclase 2.2.7.2. Desarrollan el periodo y comparan por ordenes de unidad

Las respuestas de los alumnos que se ubican en esta clase se caracterizan por su centramiento en la
parte entera del nimero decimal periddico.

Una actuacion ubicada en esta clase se puede observar en la figura 10, donde se recoge la respuesta
de un alumno de Master a la tarea 3c¢).
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c) 0,9<1 0,9=1 0,9>1

Figura 10.
Subclase 2.2.7.3. Desarrollan el periodo de forma parcial

En las respuestas agrupadas en esta subclase se puede apreciar que los alumnos no desarrollan el
periodo hasta tener la misma cantidad de cifras decimales en ambos niimeros.

En la figura 5.11 se ilustra un ejemplo de este tipo de comportamiento. En ella se recoge la
actuacion de un alumno de 1° Bachillerato en la tarea 4d) y se observa que no hay pruebas de que
consideren necesario que haya la misma cantidad de decimales en ambos niimeros.

d) 0,08+0,2 =

Figura 11.
Clase 2.2.8. Diferencian la parte entera de la parte decimal y operan por separado

En esta clase se ubican las respuestas en las cuales se manifiestan dificultades con el concepto de la
coma decimal y una tendencia a trabajar por separado la parte entera y la parte decimal. Estos
estudiantes tienen una concepcidon de nimero decimal como dos nimeros enteros separados por el
punto decimal

Un ejemplo de este tipo de comportamiento es el que se recoge en la figura 12, donde un alumno de
2° Bachillerato, en la tarea 4.

.
¢) 0,5+0,7= ClIZ

d) 0,08+0,2= QO\C

€) 0,94+0,2= O'\>

f 0,5+0,72 =010
Figura 12.

Categoria 3. En blanco o no identificada

En ella ubicamos las actuaciones de los alumnos en las que se considera que el alumno no contesta
a la tarea o no ha sido posible identificar las interpretaciones utilizadas por los estudiantes.

RESULTADOS DE LA APLICACION DEL CUESTIONARIO

Hemos organizado los resultados obtenidos segin el esquema descrito en el apartado anterior,
atendiendo a los niveles de éxito y los comportamientos predominantes.

Tarea 1. Codificacion

Alrededor de la mitad de los estudiantes de 1° de Bachillerato y de Méster siguen el procedimiento
de resolucion esperado: desarrollan el periodo del nimero dado y comparan cifra a cifra. Podemos
observar que no hay variaciones significativas en estos grupos en cuanto a la estrategia de
resolucion y al total de respuestas correctas.

La diferencia mas significativa esta en los alumnos de la ESO, y es que no justifican las respuestas.
También hay un ntimero significativo de estudiantes que perciben la regularidad.
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Por tanto, se puede decir que los estudiantes resuelven acertadamente la tarea, ya que solo hay 8
respuestas incorrectas.

Tarea 2. Codificacion

El bajo nivel de éxito indica que los estudiantes tienen dificultades para interpretar adecuadamente
la tarea. A pesar de que es el reciproco de la tarea 1, en esta tarea el total de respuestas incorrectas
es 70. No han entendido bien que se espera que den como respuestas diferentes expresiones
decimales periddicas y/o la fraccion equivalente, y no lo que hace la mayoria, que es alargar el
periodo dado en la tarea y hacer diferentes combinaciones.

En la ESO y 1° Bachillerato es significativa la falta de respuestas correctas. En el master, en
cambio, es alto el nimero de respuestas correctas, pero en menor medida que la tarea anterior.
También es significativo el nimero de alumnos del Master 13/14 que dan una respuesta en forma de
fraccion. Lo hacen 11 de ellos, una tercera parte del total.

Tarea 3. Comparacion

Observamos en los alumnos dos tendencias en relacion a la comparacion de nimeros decimales
periodicos: la primera, se caracteriza por desarrollar el periodo y comparar el nimero natural que
resulta de este desarrollo en la parte decimal. La segunda, minoritaria en los alumnos de la ESO y 2°
Bachillerato, y significativa en los grupos de 1° Bachillerato y Master, se caracteriza por desarrollar
el periodo, pero esta vez la comparacion es cifra a cifra.

Debemos destacar otras dos tendencia significativa en los alumnos del Master 13/14, que son la
busqueda de diferencias entre cantidades y la percepcion de regularidades.

En términos totales, el nivel de éxito es alto, con una evolucion natural al pasar de ciclo.

Como cabia esperar, es significativa la cifra de estudiantes que justifican el item c) de la misma
manera que los anteriores, comparando las cifras, en este caso las unidades. La mayoria de los

estudiantes no estan de acuerdo con la igualdad U = 1 y mas de la mitad de ellos justifican la
desigualdad ('Y = 1 con repuestas infinitesimales.

Para la resolucion de esta pregunta se necesitan conocimientos superiores, como ya habiamos dicho.
Esto se refleja en los resultados, ya que la justificacion mediante el uso de demostraciones no ha
sido observado entre los alumnos de secundaria y bachillerato. En cambio, aparece a menudo con
los estudiantes de Master.

Tarea 4. Suma

En esta tarea se percibe que el nivel de éxito aumenta de modo natural al avanzar de nivel. La
tendencia de conversion al registro fraccionario no se ha observado entre los alumnos de ESO y
Bachillerato. En cambio, es una técnica que utilizan a menudo los estudiantes de Master.

En las respuestas no acertadas predomina un comportamiento, el de tratar los decimales periddicos
como decimales finitos. Se observa que la mitad de los alumnos de 4° curso realizan las operaciones
como si se tratara de numeros decimales finitos. La otra mitad, igual que la mayoria de los
estudiantes de bachillerato y de master, tienden a desarrollar primero el periodo, luego operar como
si se tratara de nimeros decimales finitos y, finalmente, vuelven a escribir el resultado en forma de
expresion decimal periodica.

Ademas, es significativo el nimero de alumnos que dan un resultado correcto a los dos primeros
items y, en cambio, son incorrectos los de los demads items. Esto es debido a las caracteristicas de
las expresiones decimales periddicas, que aunque los alumnos las vean como expresiones decimales
finitos u operen por separado la parte entera y la parte decimal, hace que den un resultado correcto.
Al intuir esto, estas respuestas estan clasificadas como las de los demas items.
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Finalmente, también podemos observar que los alumnos que tienden a realizar las operaciones
desarrollando el periodo, el item 2 lo calculan de cabeza por su simplicidad. En cambio, hay un
namero significativo de alumnos con tendencia a operar de cabeza y eso les lleva a muchos errores.

Tarea 5. Sustraccion
En términos totales, el nivel de éxito sufre una evolucion natural de la ESO al Master.

A la vista de los datos se puede decir que otra vez aparece una tendencia parecida en los alumnos de
1° de Bachillerato y los de Master a desarrollar el periodo para luego operar. Ademas, se observa en
estos ultimos otra tendencia, la de conversion al registro fraccionario, la cual no se ha observado
entre los alumnos de ESO y Bachillerato.

Los comportamientos predominantes asociados a las respuestas incorrectas son los asociados a
operar como si se tratara de numeros decimales finitos, el cual solo se observa en los alumnos de
ESO y Bachillerato, y el de no desarrollar hasta tener la misma cantidad de cifras decimales en
ambas expresiones. Ademas, hay un nimero significativo de alumnos del Méster 13/14 que dan
respuestas, tanto correctas como incorrectas, sin justificacion.

SINTESIS DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Como sintesis de lo observado, tras haber concluido la parte experimental y el andlisis de los
resultados hemos obtenido una serie de conclusiones.

* En nuestro estudio, la tarea 1, que Rittaud y Vivier llaman de codificacion, tuvo éxito, ya
que so6lo 8 alumnos del total no fueron capaces de identificar la expresion decimal diferente.
En cambio, en la tarea 2, a pesar de ser reciproca a la tarea 1, los estudiantes tuvieron
dificultades para abordarla y, o bien daban respuestas incorrectas, o bien completaban las
correctas con incorrectas. Por tanto, no tuvo éxito.

* La comparacion de los items a, b y d de la tarea 3 fue un éxito. Ademas de la tendencia a
desarrollar el periodo y comparar cifra a cifra, hemos observamos otra actuacion
predominante: desarrollan el periodo y comparan el nimero natural que resulta de este
desarrollo.

* En la comparacion del caso 'l y 1, se ha obtenido un mayor niimero de errores. Para la
resolucion de esta pregunta se necesitan conocimientos superiores, como los que deberian
haber alcanzado los estudiantes de Master. Sin embargo, vemos que actiian de forma similar
a los estudiantes de Bachillerato y eso significa que siguen ligados a los primeros
conocimientos sobre los nimeros decimales periddicos y no han avanzado.

* Por ultimo, en las sumas y diferencias se observa una tendencia a trabajar con los nimeros
decimales periddicos como si se tratara de numeros decimales finitos, ademas de la

conversion a fraccion y la utilizacion de la igualdad 08 = 1.

Para finalizar, vamos a destacar algunos de los efectos de la ensefianza. Uno es que hace pensar que
si las expresiones del periodo son diferentes, los numeros que expresan son diferentes, lo cual es
falso. Podemos asumir que la dificultad para caracterizar a los nimeros decimales periodicos
independientemente de las expresiones decimales periodicas, persiste en los alumnos de niveles
superiores, y que se originaria en una primera aproximacion a las caracteristicas de estos niimeros,
la cual aparece ligada a su representacion “con coma”, en oposicion a los nlimeros naturales “sin
coma”, sin que esto sea cuestionado en estudios posteriores de los alumnos. No parece tener cabida
en la ensefianza la reflexion y profundizacion progresiva de este conocimiento, lo cual produce una
falta de percepcion y lleva a arrastrar los procedimientos aprendidos los primeros afios de la
ensefanza.
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Castro (2001) confirma que los nimeros naturales pueden ser un obstaculo para el aprendizaje de
los decimales, ya que los estudiantes suelen extender su conocimiento de los naturales y aplicarlo
de manera equivocada a los decimales, predominando el conocimiento ya consolidado del nimero
natural sobre el conocimiento en construccion de los decimales.
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Resumen

En este documento indagamos sobre algunos aspectos del conocimiento diddctico que un grupo de
maestros de primaria en formacion inicial ponen en juego al redactar un texto cuyo propdsito es
iniciar a los escolares de primaria en la nocion de fraccion. Usamos algunas de las categorias del
andlisis didactico para analizar las producciones de los futuros maestros. Los resultados destacan
los conocimientos que los participantes seleccionan, como el concepto de numerador y
denominador, la suma y resta de fracciones o el concepto de unidad, y el modo en que los
introducen en sus propuestas.

Palabras clave: Conocimiento diddctico del profesor, formacion de maestros, fracciones.
Abstract

In this paper we investigate about the pedagogical content knowledge that a group of preservice
primary school teachers put into play when composing a text with which to start primary school
Students in the part-whole notion of fraction. To analyse the productions, we used a model of
didactic analysis, through its content analysis categories. The results highlight the content of
fractions that the participants selected, how they proposed to introduce this content in their
responses.

Keywords: Fractions, pedagogical content knowledge, pre-service teacher education.
INTRODUCCION

El conocimiento profesional de los profesores de matematicas ha sido categorizado por diversos
autores (Shulman, 1986; Grossman, 1990; Bromme, 1994; Ponte y Oliveira, 2002; Hill, Rowan y
Ball, 2005). La mayor parte de ellos hacen una distincién entre el conocimiento del contenido,
basado en la matematica como disciplina, y el conocimiento pedagégico o didactico del contenido,
entendido como aquel conocimiento que el profesor pone en juego para la enseflanza de los
contenidos matematicos. Estos tipos de conocimiento han sido foco de atencion de la investigacion
en las ultimas décadas (Carrefio, Rojas, Montes y Flores, 2012). El interés de su estudio, radica
entre otros, en la informacion que pueden aportar para la toma de decisiones sobre la formacién
inicial de profesores y la posterior mejora de la practica en el aula de matematicas.

Entre las distintas investigaciones realizadas sobre el conocimiento profesional, encontramos
diversos estudios sobre el conocimiento didactico de las fracciones (Charalambous, Hill y Ball,
2011; Domoney, 2001; Fuller, 1996), centrados en las operaciones con fracciones (Li y Kulm,
2008; Isiksal y Cakiroglu, 2011; Charalambous, Hill y Ball, 2011) o en la equivalencia de
fracciones (Chick, 2003; Marks, 1990). Todos ellos resaltan las carencias en sus conocimientos
sobre fracciones que los maestros en formacion presentan y por consiguiente en sus implicaciones
para su ensefianza. Ademdas Charalambous, Hill y Ball (2011) y Li y Kulm (2008) afirman que la

Castro-Rodriguez, E., Rico, L., y Gomez, P. (2014). Planificacion de la ensefianza del concepto de fraccion por
maestros en formacion. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T. Sanchez-Compaiia, C.
Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y Algebraico e Historia de las
Matematicas y Educacion Matematica - 2014 (pp. 11-25). Malaga: Departamento de Didactica de las Matematicas, de
las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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falta de conocimiento del contenido sobre fracciones por parte de los profesores participantes en sus
estudios, pudieran incidir en los niveles mostrados en su conocimiento didéactico del contenido. Esta
estrecha relacion entre el conocimiento del contenido y el conocimiento didactico del contenido nos
condujo a centrarnos en un aspecto del conocimiento didactico de los futuros maestros, su
capacidad para seleccionar los contenidos apropiados para un propoésito didéctico. El conocimiento
didactico del contenido implica estos y otros aspectos de las decisiones que el profesor toma en su
proceso de planificacion de la ensefianza.

Siguiendo esta linea, propusimos a los maestros que redactaran una explicacion introductoria al
concepto de fraccion. Para ello, diseiamos una serie de ilustraciones que presentan los datos
basicos de una relacion parte-todo multiplicativa y pedimos a los maestros que redactaran una
explicacion con la que introducir la nocion de fraccion a partir de las imagenes presentadas. En la
tarea propuesta, los participantes debian realizar una breve planificacion sobre la ensefianza de las
fracciones. Para ello, se basaron en los datos propuestos en las ilustraciones, ademas de poner en
juego su conocimiento del contenido y su conocimiento didactico del contenido. Para el analisis de
las producciones consideramos util el método de analisis didactico, como base para organizar los
aspectos del conocimiento didactico de nuestro interés.

ANALISIS DIDACTICO

Por analisis didactico entendemos un procedimiento que, de manera ideal, deberia realizar un
profesor de matematicas para “disefiar, llevar a la practica y evaluar actividades de ensefianza y
aprendizaje” (Rico y Fernandez-Cano, 2013).

Al caracterizar, de manera ideal, el proceso de planificacion del profesor, el modelo del analisis
didactico nos permite establecer aquellos aspectos del conocimiento didactico del profesor que son
relevantes para ese propdsito (Goémez, 2006). Esos aspectos se organizan en tres tipos de andlisis: el
andlisis de contenido, el andlisis cognitivo y el andlisis de instruccion. Estos analisis, han sido
trabajados y utilizados en diversos estudios e investigaciones (Gomez, 2006; Lupidnez, 2009;
Valverde, 2012).

Dado que en este estudio nos centramos en los distintos aspectos del contenido que seleccionan los
maestros en formacion para realizar una introduccion al concepto de fraccion, abordamos el analisis
de las producciones mediante el analisis de contenido y sus componentes asociadas.

Analisis de contenido

Mediante el andlisis de contenido, el profesor identifica, selecciona y organiza los significados de
los conceptos y procedimientos de un tema matematico que considera relevantes a efectos de su
planificacion como contenidos escolares aptos para la instruccion. Su propésito es la descripcion de
la estructura matemadtica, desde la perspectiva de su enseflanza y aprendizaje en el aula. El analisis
de contenido se articula por medio de un sistema de tres componentes: los sistemas de
representacion, la estructura conceptual y la fenomenologia.

Estructura conceptual

La estructura conceptual incluye conceptos, propiedades, proposiciones y relaciones entre los
conceptos, que se derivan de un contenido matematico (Gémez, 2006).

En el caso del concepto parte-todo de fraccion consideramos los siguientes componentes basicos en
su estructura: (a) el todo —T— que tomamos como punto de partida; (b) cada una de las n partes
iguales en que se divide el todo —P—; (c) la relacion —R(P,T)=1/n— que expresa la relacion entre
una de las partes iguales P y el todo T; y (d) el complementario C de la parte P —.

Representaciones
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Los conceptos se muestran a través de diferentes tipos de simbolos escritos, graficos, imagenes o el
lenguaje hablado, y cada uno constituye una representacion (externa) del concepto en cuestion
(Hiebert y Carpenter, 1992). Las fracciones como relacion parte-todo pueden ser representadas de
multiples formas como son representaciones verbales, graficas, numéricas o simbdlicas.

Fenomenologia

La fenomenologia muestra los sentidos de los cuales proceden y con los cuales se usan los
conceptos, sentidos que los vinculan con los mundos natural, cultural, social y cientifico; también
muestra su conexioén con las estructuras matematicas. En el concepto parte-todo de fraccion
encontramos diversos sentidos, como son: division, reparto, medida o reconstruccion de la unidad.

OBJETIVO DE INVESTIGACION

Este estudio se realizé con el objetivo de caracterizar el conocimiento didactico del contenido,
desde la perspectiva del andlisis de contenido, que presentan un grupo de maestros de primaria en
formacion cuando abordan una explicacion para introducir el concepto de fraccion.

METODO
Sujetos

Los participantes de este estudio fueron 82 maestros en formacion inicial que cursaban los estudios
universitarios del Grado en Educacién Primaria durante el curso académico 2011-2012. Los sujetos
eran estudiantes del segundo curso de dicha titulacion, matriculados en tres grupos distintos de la
asignatura Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas en Educacion Primaria.

Instrumento

La prueba se llevd a cabo al finalizar el bloque de aritmética, que conlleva el estudio de la
ensefianza y aprendizaje de los nimeros naturales, su estructura aditiva, su estructura multiplicativa
y las fracciones. El instrumento de recoleccion de informacion que utilizamos en este estudio consta
de diversas series de iméagenes, cada una con tres tarjetas; las imagenes muestran objetos que son
usuales en la introduccion inicial de las fracciones. En la serie de tarjetas A incluimos ilustraciones
de objetos que ejemplifican distintas magnitudes (longitud-cuerda, superficie-pizza, volumen-
naranja) que dan lugar a las fracciones unitarias '2, 1/3 y 1/4.

La serie esta formada por tres tarjetas distintas, que denominaremos Al, A2 y A3. Cada una de las
ilustraciones presentes en las tarjetas muestra diferentes elementos basicos de una relacion parte-
todo multiplicativa: el todo o totalidad (T), las partes (P), y la relacion entre una de las partes y el
todo P = 1/n T. Las primeras ilustraciones de la tarjeta Al (figura 1), muestran los objetos enteros,
que representan, en cada caso, el todo del que se parte, con una, dos o tres dimensiones. En la
tarjeta A2 se incluyen los objetos iniciales divididos en partes iguales (figura 1). Por tltimo, en las
ilustraciones de la tarjeta A3 se muestra la relacion de una de esas partes con el todo del que
procede (figura 1).
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Figura 1. Tarjeta A1, A2 y A3
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Ademas de estas tarjetas, se proporcion6 una ficha de trabajo que incluia las instrucciones para que
los sujetos, de manera individual, realizaran la tarea. Esta ficha, ademas de contener un registro
inicial para la identificacion de cada sujeto, incluye el enunciado de la tarea propuesta:

Las tres tarjetas que aparecen a continuacion pueden usarse para ilustrar el concepto de fraccion. Se
desea elaborar un material para iniciar a los alumnos de primaria en las fracciones. Establece el
orden en que las tarjetas deben aparecer y redacta el texto que debe ir antes y después de cada
tarjeta (como si fuese un libro de texto para primaria).

Subrayamos la idea de que el grupo de escolares de primaria al que va dirigido el material es un
grupo hipotético. No lo condicionamos a una edad y un nivel determinados; sélo se subraya la idea
de que la actividad consiste en una introduccion o iniciacion al concepto de fraccion.

Las ilustraciones fueron impresas como pegatinas para que pudiesen ser manejadas e insertadas
libremente a criterio del estudiante durante el proceso de elaboracion de la narracion. La finalidad
de la tarea es inducir a los sujetos a una situacion docente, simulando las imagenes de un libro de
texto escolar o de una ficha de trabajo. Para ello, dimos las ilustraciones de ese supuesto libro o
ficha, y pedimos a los maestros que las ordenaran y que escribieran un texto que acompanara y
explicara cada imagen.

Procedimiento

Para detectar y solventar posibles errores de interpretacion y para que los maestros en formacion se
familiarizasen con la actividad, se realizdo una prueba piloto, dos semanas antes, en la que los
sujetos debian realizar una tarea similar sobre el concepto de multiplicacion. La prueba piloto
mostré que la actividad era clara, por lo que el procedimiento seguido y el tipo de material
proporcionado para la actividad final fue similar al utilizado en la prueba piloto.

Durante el desarrollo de una sesion de clase, se entregd a cada uno de los sujetos una ficha y una de
las series de tarjetas. Una vez distribuido todo el material, se les explicd como realizar la actividad y
se respondi6 a las dudas que surgieron. Todos los estudiantes finalizaron la actividad en un tiempo
maximo de media hora.

Codificacion y analisis

En el andlisis hemos utilizado técnicas cualitativas, cuyo objetivo es organizar y caracterizar las
producciones a través del sistema de categorias del analisis de contenido procedentes de nuestro
marco teorico.

En una primera etapa, uno de los investigadores identifico las unidades de andlisis de cada una de
las respuestas —oraciones o fragmentos de oraciones— correspondientes con cada una de las
categorias de analisis, y agrupd aquellos datos que eran iguales o variaciones de la misma idea.
Estas agrupaciones de datos similares se identificaron como subcategorias. Ademads, tras esta
primera revision de todas las respuestas, fue necesario ampliar las subcategorias, pues de los datos
surgieron otras nuevas no contempladas.

Mas tarde, en una segunda etapa, las subcategorias fueron validadas por el resto de investigadores.
Los casos en los que hubo discordancia fueron discutidos y comparados hasta que no hubo
desacuerdos.

RESULTADOS

Se obtuvieron un total 82 respuestas. A continuacion presentamos un ejemplo de respuesta a la
tarea.
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Figura 2. Ejemplo de narracion realizada por un estudiante

En una instruccién inicial sobre el concepto de fraccion no es posible poner en juego todos los
elementos del contenido del tema. Por ello, al realizar una explicacion, los sujetos seleccionan
aquellas componentes del concepto que conocen y/o eligen los que les parecen mas adecuados para
comunicar los nuevos conocimientos e iniciar y guiar el aprendizaje de los escolares. Estos
conocimientos manifestados fueron codificados seglin cada una de las componentes del andlisis del
contenido: estructura conceptual, fenomenologia y representaciones. Estas tres componentes
permiten identificar, analizar e interpretar las producciones realizadas por los maestros en
formacion en términos de aquellos aspectos del contenido que seleccionan para realizar una
introduccion al concepto de fraccion.

Nuestro proposito no fue caracterizar las respuestas como correctas o incorrectas. Buscamos
describir el conocimiento expresado por los sujetos y clasificarlo en categorias. Los resultados se
presentan en tres secciones que corresponden a las tres componentes del andlisis de contenido
consideradas.
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Datos sobre la estructura conceptual

En nuestro analisis identificamos conceptos y procedimientos distintos de los presentes en las
ilustraciones que los sujetos afiaden como conocimiento adicional en sus respuestas. Como vemos

en el ejemplo de la figura 2, los participantes introducen en su narracion la explicacion del concepto
de unidad.

Tabla 1. Conceptos y procedimientos afiadidos

Ejemplo Porcentaje
N=82
Concepto de “...en una fraccion, el nimero o parte que cogemos 34%

numerador y del total se denomina numerador y el nimero en
denominador  que dividimos el total y que se posiciona debajo es
el denominador”

Concepto de “...Como la cuerda la hemos dividido en 3 partes, 17%
fraccion la parte entera y completa seria 3/3, ya que 3
entera dividido entre 3 es 1 que es la parte entera...”

Concepto de “para la explicacion de las fracciones, hemos 14%
unidad cogido tres objetos: pizza, naranja y una cuerda.

Estos objetos representan la unidad, es decir 1”

Suma o resta “...cada trozo equivale a 1/3 y tenemos 3 trozos, 10%
de fracciones  1/3+1/3+1/3=cuerda completa...”; “nos comemos

una porcion Y4 al restarle % a los 4/4 nos quedan %4”

El conocimiento adicional més comun consiste en identificar el significado del numerador y
denominador con los elementos de la estructura conceptual en un proceso de division en partes de
un objeto o en un proceso de reparto (34%).

Un segundo concepto que los maestros en formacion afiaden con frecuencia en sus respuestas
(17%) es el concepto de fraccion entera y su relacion con el todo dividido en partes.

Otro concepto que los sujetos introducen es el de unidad y su identificacién con el todo u objeto
inicial (14%).

Por ultimo, en algunas respuestas se introducen sumas y restas de fracciones, aunque en ningln
caso se explica el procedimiento para resolver estas operaciones.

Datos sobre fenomenologia

A pesar de que las ilustraciones inducen un proceso de division en partes, en sus respuestas los
sujetos introducen otros sentidos distintos: repartir, medir y reconstruir la unidad dada un fraccion.

Tabla 2. Sentidos presentes en las respuestas

Porcentajes
N=82

(1) Las fracciones surgen de una division en partes de un objeto y la  37%
seleccion de algunas de ellas.

(2) Las fracciones surgen de una division en partes de un objeto y la  20%
medida de una de las partes

(3) Las fracciones surgen de una division en partes de un objeto 20%
(4) Las fracciones surgen de un proceso de division y reparto 10%
(5) Las partes se recomponen dando lugar a la unidad 7%

(6) Las fracciones surgen de un reparto 6%
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Estos sentidos se presentan en las respuestas de manera tinica o combinando los sentidos de division
con medida o reparto. Ejemplificamos a continuacion algunos de estos sentidos.

(4) “la pizza esté entera....como estamos 4 amigos la repartiremos entre todos, un trozo para cada
uno. Como somos buenos amigos, los trozos seran iguales para todos....Si la pizza la partimos en
4....Jaunidad es la pizza, las porciones las partes en las que dividimos...”.

(5) “Los fragmentos se corresponden a 1 pizza dividida en 4 trozos. Se llega a representar de la
siguiente forma: al sumar las 4 porciones se representa de la siguiente forma 4/4. Con lo cual se
obtendria la siguiente forma: [imagen del todo]”

Datos sobre representaciones

Puesto que la tarea propuesta a los sujetos contiene ilustraciones con elementos graficos y
numéricos, solamente en 5 casos se incluyen representaciones graficas o simbdlicas (a/b) distintas
de las dadas en las ilustraciones.

£
) z H
@ L . 2
N/ \ ‘
;\9 = J,S _ ]
O 1 =3

Figura 3. Ejemplo de representacion grafica presente en una respuesta

Estas nuevas representaciones, surgen para plantear nuevos ejemplos (figura 3), o reforzar la
explicacion de los ya presentes en las ilustraciones propuestas.

OTROS HALLAZGOS

Durante la realizacion del analisis de las respuestas, notamos que los participantes, ademas de
seleccionar aquellas componentes del concepto que conocen y/o elegir los que les parecen mas
adecuados, utilizan diferentes modos de presentar los contenidos. Hemos agrupado estos datos en
tres categorias: instrumental, narrativo y funcional. Las diferencias entre ellos no implican, en
ningun caso, al contenido.

En el enfoque instrumental la narracidon no incluye situaciones ni problemas contextualizados que
puedan ayudar a la comprension de los contenidos. Este modo de abordar el contenido es
predominante en las respuestas (73%). Un ejemplo de respuesta para este estilo es la siguiente.

(Tarjeta A1) Le explicamos que la pizza, la cuerda y la naranja son cada una unidad.

(Tarjeta A2) Le explicamos que esas unidades las podemos dividir en partes iguales. La naranja la
partimos por la mitad, la cuerda en 3 partes y la pizza en cuatro.

(Tarjeta A3) Le explicamos lo que es cada parte. El trozo de cuerda seria 1/3 de toda la cuerda que
hemos dividido en 3 partes. Un trozo de pizza seria % porque cogemos una parte de los 4 que
habiamos partido. La naranja es %2 de toda la naranja porque nos quedamos con una parte de
las dos de las que habiamos partido.

En el enfoque funcional, se aborda el contenido a través de situaciones contextualizadas y
presentando demandas cognitivas al escolar, la mayor parte de las veces a través de la resolucion de
problemas. Este enfoque tiene una presencia escasa en las respuestas (13%). En la siguiente
respuesta podemos verlo reflejado.

(Tarjeta A1) Una familia de 4 personas, quiere repartirse una pizza pero no sabe como.

(Tarjeta A2) Como son 4 personas, dividen en 4 partes quedando asi %4, Y4, Y4, 1/4., todo sumando da 4/4.
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(Tarjeta A3) Cada uno pues, se come %4 de pizza. El hijo se ha comido ya Y4 de pizza asi que quedan %
de pizza.

En el enfoque narrativo, al igual que en el caso anterior, se introducen los contenidos a través de
una narracion que modeliza una situacion real pero no se incluye ninguna demanda cognitiva. Tiene
una presencia similar al caso anterior (14%). Una respuesta que se corresponde con este estilo es la
siguiente.

Hoy vamos a aprender lo que es una fraccion, nos basamos en un ejemplo sencillo para ello.

(Tarjeta A1) Como vemos en la figura 1 la pizza esté entera, si queremos comerla deberiamos de partirla.
Como estamos 4 amigos deberiamos de partirla, un trozo para cada uno.

(Tarjeta A2) Como somos buenos amigos los trozos seran iguales para todos. Partiremos nuestra pizza y
nos quedard como en la figura 2. Si tuviéramos que decir a cuanto nos a tocado cada uno y
cuanto al resto ;como lo haremos?

(Tarjeta A3) jExacto! Con fracciones. Si la pizza la partimos en 4 trozos y nos quedamos con un trozo lo
que les toca a los demas es % como aparece en la figura 3. Una fraccidn es una parte de la
unidad. La unidad es la pizza, las porciones las partes en las que dividimos, y lo que nos
corresponde (nuestra porcion) es una fraccion.

Al cruzar esta categoria para el andlisis de la explicacién con la categoria fenomenologia para el
contenido, se observd que en los modos narrativo y funcional, la mayoria de los participantes
utilizaron el sentido de reparto, mientras que en el enfoque instrumental lo hicieron mediante el
sentido de division.

CONCLUSIONES

El objetivo de este estudio fue caracterizar el conocimiento didactico del contenido, desde la
perspectiva del analisis de contenido, que presenta un grupo de maestros de primaria en formacion
cuando abordan una explicacion para introducir el concepto de fraccion. Los resultados muestran
que hemos obtenido informacién sobre el conocimiento didactico del contenido, categorizada en
cada una de las componentes del analisis de contenido. De toda esta informacion, destacamos que
gran parte de los participantes incluyen la nocion de numerador y denominador cuando introducen a
sus escolares en las fracciones, mientras que s6lo un 14% de ellos abarcan la nocion de unidad y un
10% consideran importante incluir aspectos procedimentales al finalizar sus respuestas con la suma
y resta de fracciones. Casi la totalidad de los participantes no consideran necesario afadir otras
representaciones distintas de las ilustraciones graficas dadas en la tarea, pizza, cuerda y naranja.

Consideramos que un logro de este estudio es que, a través de un instrumento aparentemente
sencillo, nos hemos aproximado a este tipo de conocimiento salvando las dificultades de otros
estudios (Charalambous, Hill y Ball, 2011; Li y Kulm, 2008), en los que las carencias en el
conocimiento del contenido sobre fracciones incidié en sus resultados.

A pesar de que otros estudios utilizan items similares “;Coémo explicarias las fracciones a alguien
que no sabe lo que son?” (Domoney, 2001), en esos estudios la informacion adquirida no estuvo a
la altura de las expectativas esperadas, ya que las respuestas fueron simples y escuetas debido al
modo de plantear los items a los participantes. Nuestro modo de formular la actividad y el uso de
ilustraciones a través de pegatinas, dio lugar a una mayor riqueza de respuestas y resultados.
Ademas, el contexto de la asignatura hizo que la dindmica de trabajo estuviese orientada hacia la
ensenanza y aprendizaje de las matematicas escolares.
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Resumen

Presentamos resultados relativos a la equivalencia matematica y fenomenologica de la definicion
de limite finito de una sucesion y la definicion de sucesion de Cauchy. Para ello enunciamos dos
criterios que permiten determinar cuando dos fenomenos son equivalentes y cuando lo son dos
definiciones, desde un punto de vista fenomenologico. A continuacion y usando estos resultados
realizamos avances significativos para demostrar en un futuro proximo que la definicion de limite
finito de una funcion en el infinito y la condicion de Bolzano-Cauchy, ademas de ser equivalentes
matematicamente también lo son fenomenologicamente. Para ello enunciamos los fenomenos
organizados por la definicion de Bolzano-Cauchy que convenimos en llamarla definicion de
funcion de Cauchy.

Palabras clave: equivalencia, fenomenologia, limite, sucesion, funcion.

Abstract

We present results about the mathematical and phenomenological definition of equivalence of finite
limit of a sequence and the definition of Cauchy sequence. For this, we state two criteria to
determine when two phenomena are equivalent and when two definitions are equivalent too, from a
phenomenological point of view. Furthermore we use these results to make significant progress in
the near future to show that the definition of finite limit of a function at infinity and the Bolzano-
Cauchy condition are mathematically and also phenomenologically equivalent. For this we state
phenomena organized by the Bolzano-Cauchy definition that we agree to call function Cauchy
definition.

Keywords: equivalence, phenomenology, limit, sequence, function.
DEFINICIONES SELECCIONADAS

En Claros (2010) se eligi6 la definiciéon que denominamos &-N después de realizar una consulta a
expertos en la que se presentaron siete definiciones extraidas de manuales universitarios. Esta
definicion convenimos en llamarla definicién S y por su analogia formal elegimos la definicién
LFFP denominada limite finito de una funcion f en un punto. Junto a estas dos definiciones
enunciamos la definiciéon de sucesion de Cauchy para sucesiones (SC), la caracterizacion por
sucesiones del limite funcional (CPS) y el criterio general de convergencia de Bolzano-Cauchy que
convenimos en denominarlo definicion de funciéon de Cauchy (FC).

Definicion S: Sea x,, una sucesion en R, decimos que x, converge a un numero real x (o tiene como
limite el real x y escribimos lim x,= X) si para cada >0, existe un numero natural N tal que sin> N
se cumple que |x,-x| <e (Spivak, 1991, p. 615.)

Claros, F.J., Sanchez-Compafia, M. T., y Coriat, M. (2014). Equivalencia fenomeldgica entre fendmenos y
equivalencia fenomenoldgica entre definiciones. En J. L. Gonzélez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T.
Sanchez-Compaia, C. Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y
Algebraico e Historia de las Matematicas y Educacion Matemdtica - 2014 (pp. 37-44). Malaga: Departamento de
Didactica de las Matematicas, de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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Definicion SC: Una sucesion {a,} es una sucesion de Cauchy si para €.>0 existe un numero natural

N tal que, para todo m y n, si m,n>N, entonces |ay-an| <e. (Esta condicion se escribe generalmente
lim m,n—» |a, - a,|=0). (Spivak, 1991, p. 624.)

Definicion LFFP: La funcion f tiende hacia el limite L en a significa: para todo € > 0 existe algiin

0 >0 tal que, para todo x, si 0< |x —a| <J, entonces|f(x)—L| < ¢&. (Spivak, 1991, p. 118.
Notacién adaptada.)
Definicion CPS: Sea funa funcion con valores reales definida en D y sea a un punto de acumulacion

de D. Diremos que el limite de f(x), cuando x tiende a a es L, si para cada sucesion {x,}—a, x,#a, se
cumple que f(x,) —L. (Ortega, 1993, p.68)

Definicion FC. Cualquiera que sea la naturaleza del limite, bien para x—xy 0 x—, asi como que
sea a la derecha o izquierda de x, se puede enunciar el siguiente criterio general de convergencia
de Bolzano-Cauchy: La condicion necesaria y suficiente para que una funcion f(x), definida sobre
un conjunto I CR, tienda hacia un limite finito I, cuando x—x,, punto de acumulacion de I, es que

para todo £>0 exista un entorno ox, tal que cualesquiera que seanx’y x’" € oxy M I se tenga |f(x’)-
f(x)|< & (Losada-Rodriguez, 1978)

Esta definicion (Def FC) vamos a dividirla en dos partes por un lado tendremos cuando x—x,y por
otro lado cuando x—oo. Nosotros nos ocuparemos del primer caso y convenimos en llamarla
definicion de funcioén de Cauchy.

Una vez presentadas las cinco definiciones con las que se va a trabajar vamos a establecer la
equivalencia fenomenolégica entre la definiciéon de limite finito de una sucesion (Def S) y la
definicion de sucesion de Cauchy (Def SC). A continuacion caracterizaremos los fendmenos
organizados por la definicion de funciéon de Cauchy (Def FC) como un paso previo a un trabajo que
estd aun por hacer: demostrar la equivalencia fenomenoldgica entre la definicion de limite finito de
una funcién en un punto y la definiciéon de funcion de Cauchy y entre esta y la caracterizacion por
sucesiones del limite finito de una funcién en un punto.

CRITERIO DE EQUIVALENCIA FENOMENOLOGICA ENTRE DEFINICIONES

En Claros, Sanchez y Coriat (2009) y Claros (2010) se presentaron los fendmenos organizados por
la definicion de limite finito de una sucesion y la definicién de sucesion de Cauchy. En el caso de la
definicion de limite finito de una sucesion estos fendémenos se denominaron aproximacion simple
intuitiva (a.s.i) y retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones (i.v.s). Por otro lado en el caso de la
definicion de sucesion de Cauchy estos fendmenos se denominaron aproximacion simple intuitiva
de Cauchy y retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones de Cauchy. En Claros, Sanchez y Coriat
(2013) se dieron avances significativos respecto a estos nuevos fendomenos que habiamos
observados, que llevaron a enunciar dos criterios que permiten decidir cuando dos fendémenos son
equivalentes  fenomenoldgicamente 'y cuando dos definiciones son  equivalente
fenomenoldgicamente. Los criterios fueron los siguientes:

e Criterio 1. Dos fenomenos son equivalentes fenomenologicamente si corresponden al
mismo enfoque (o intuitivo o formal) y la verificacion de un fenomeno va irremediablemente
unida a la verificacion del otro y viceversa.

Para estudiar la equivalencia fenomenoldgica entre definiciones, enunciamos el siguiente criterio:
e Criterio 2. Dos definiciones matemdticamente equivalentes son  equivalentes

fenomenologicamente si los fenomenos organizados por cada una de ellas son
fenomenologicamente equivalentes.
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Teniendo en cuenta el criterio 1 y el criterio 2 vamos a estudiar si los pares de fendmenos
organizados por cada definicion son equivalentes entre si. Abordaremos en primer lugar las
sucesiones y en segundo lugar las funciones. En el cada caso intentaremos dar evidencias de la
equivalencia fenomenoldgica entre los pares de definiciones: definicion S — definicion SC y
definicion F- definicion FC. Para demostrar esta equivalencia fenomenologica sera imprescindible
demostrar la equivalencia fenomenologica entre los fendmenos asociados a cada una de ellas.

SUCESIONES. FENOMENOS ASOCIADOS A LAS DEFINICIONES S Y SC

Los fenémenos organizados por la definicion S ya fueron descritos con detalle en Claros (2010) y
Sanchez (2012). Estos fenémenos son denominados fendmeno de aproximacion simple intuitiva
(a.s.1) y fenémeno de retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones (i.v.s). En este apartado nos
ocupamos de describir los fendmenos organizados por la definiciéon de sucesion de Cauchy que
convenimos en llamarlos fenémeno de aproximacion simple intuitiva de Cauchy (a.s.i.c) y
retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones de Cauchy (i.v.s.c).

Aproximacion simple intuitiva de Cauchy

Cuando realizamos una lectura informal de la definicién de sucesion de Cauchy observamos que las
distancias entre los términos de la sucesion se hacen cada vez mas pequenas a medida que n crece.
Podemos decir que las distancias entre los términos de la sucesion tienden a cero cuando n y m
tienden a infinito. Convenimos en llamar a este fendmeno, fenémeno de aproximacion simple
intuitiva de Cauchy.

*  Aproximacion simple intuitiva de Cauchy (a.s.i.c). Dados k términos ordenados de una
sucesion, generalmente consecutivos, (7,a;), (2,az), ..., (kay), caracterizamos la
aproximacion simple intuitiva de Cauchy como el fendmeno observado al inspeccionar
cualquier secuencia de valores; a medida que avanzamos en la sucesion, la diferencia entre
dos valores |a, — a,| “parece acercarse” a cero. Es decir a medida que avanzamos en la
sucesion, las diferencias existentes entre cualesquiera dos valores de la sucesion se hacen
cada vez mas pequefias.

*  Modelo. En la sucesion (1,1), (2,1/2), (3,1/3),..., las diferencias |I/n- 1/m|, parecen acercarse
a 0 a medida que n y m crecen. Las diferencias entre los términos consecutivos se van
haciendo cada vez mas pequeiias: |1/2 —1| <|1/3 —-1/2| < |1/4-1/3| < ...

El fendmeno de aproximacion simple intuitiva de Cauchy es el fendmeno mads fécil de observar en
las sucesiones de Cauchy y sirve para obtener cierta conviccion sobre el hecho de que las
diferencias entre los términos de la sucesion se hacen cada vez mas pequefia a medida que
avanzamos en ella. Sin embargo este fendmeno no garantiza que la sucesion con la que se esté
trabajando sea una sucesion de Cauchy, solamente da una primera pista sobre ello.

Retroalimentacion o ida-vuelta en sucesiones de Cauchy

La seguridad de que los términos, cuando avanzamos en la sucesion, no van a tener un
comportamiento inesperado, se adquiere con el fendmeno de retroalimentacion o ida-vuelta en
sucesiones de Cauchy, el cual se apoya en los dos procesos siguientes, que forman parte de la
Definiciéon SC.

* Sie>0 existe un N perteneciente al conjunto de los nimeros naturales.
* Sin, m >N entonces |ay-am|<e

La observacion conjunta de estos dos procesos da lugar a lo que denominamos fenomeno de ida-
vuelta en sucesiones de Cauchy o i.v.s.c.
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El fenémeno de ida-vuelta en sucesiones de Cauchy se manifiesta al interpretar y aplicar los
procesos indicados, desde una perspectiva métrica, la cual exige construir una funciéon e-N. Dicho
en términos coloquiales y graficos, el fenomeno de Cauchy corresponde a un proceso de ida-vuelta.
Una vez fijado épsilon, tenemos que determinar el valor de N (proceso de ida) a partir del cual las
diferencias entre dos términos cualesquiera de la sucesion son menores que el valor de épsilon
fijado anteriormente (proceso de vuelta).

En el fenémeno de Cauchy se lleva a cabo la construccion efectiva de una nueva funcion que queda
vinculada univocamente a la sucesion. De hecho, con el apoyo de la propia sucesion de referencia,
la definicion de sucesion de Cauchy induce la construccion simbolica de tal funcion, o en su defecto
la demostracion de su existencia, la cual sirve a su vez para establecer una propiedad de la sucesion
dada. Esta nueva funcidon emergente resulta ser una funcion natural de variable real (g, N(¢)).

El modelo de este fendmeno es el siguiente:

Partiendo de la sucesion (n, 1/n) se construye la funcion (g, E(1/€) + 1) donde E designa la funcion
parte entera. Si fijamos e, tenemos que determinar N de manera que si n, m pertenecen al conjunto
de los nimeros naturales se cumpla que |I/n — 1/m|<e. Sabemos que |I/n — 1/m|<l/n es una
desigualdad que se cumple para todo n, m>1 y n<m; ademas se cumple que 1/n< ¢, por la propiedad
arquimediana. Entonces tomando N=E(1/¢) + 1, aseguramos que |1/n — 1/m|<e.

Como consecuencia de todo lo anterior afirmamos que la definicion de sucesion de Cauchy
organiza los fendmenos de aproximacion simple intuitiva de Cauchy (a.s.i.c) y de ida y vuelta en
sucesiones de Cauchy (a.s.i.c).

COMPARACION DE LOS FENOMENOS DESCRITOS

En este apartado comparamos los fenémenos asociados al par definicion S — definicion SC con el fin
de establecer relaciones entre los pares de fendémenos asociadas a cada una de las definiciones y
también para establecer relaciones entre dichas definiciones siempre desde un punto de vista
fenomenolodgico.

Aproximacion intuitiva

En el fendmeno a.s.i, los términos de la sucesion parecen acercarse a un numero (candidato a
limite), mientras que, en el fenomeno a.s.i.c, las diferencias entre los términos de la sucesion
parecen devenir cada vez mas pequenas.

A pesar de existir diferencias notables entre los fenomenos de cada pareja, diferencias que dotan a
cada uno de ellos de una entidad propia, observamos también cierta relacion, que ilustraremos con
un ejemplo.

1+3n

n+2
significa que, si pensamos una escala de proximidad a 3, la secuencia ujgo, U000, Ui0000 € Una
secuencia de valores cada vez mas proximos a 3, como corresponde al fenémenos a.s.i. También
observamos que las diferencias entre dos términos estdn mas proximas a cero si los indices son
mayores: Ujooo0 - U000 < Uigoo - Uio0, cOmo corresponde al fenomeno a.s.i.c. Desde luego, en este
ejemplo, no hay razon alguna para dar prioridad a uno de los fendmenos frente al otro

Dada la sucesion u, = observamos que los términos parecen acercarse al valor 3. Esto

A lo dicho en este caso particular le asignamos validez general:

Si el candidato a limite, en la Definicion S, se eligié correctamente (lo cual nunca estd garantizado
por el enfoque intuitivo asociado a la primera parte de la definicién) es imposible que se dé el
fendmeno a.s.i pero no el a.s.i.c o, reciprocamente, que se dé el fenomeno a.s.i.c pero no el
fendémeno a.s.i. Dicho con otras palabras, si el candidato a limite fue elegido correctamente, los



Equivalencia fenomelodgica entre fenomenos y equivalencia fenomenologica entre definiciones 41

fendmenos a.s.iy a.s.i.c son distinguibles, pero se dan conjunta e inseparablemente.

Este hecho lo expresaremos diciendo que los fendmenos a.s.i. y a.s.i.c son equivalentes o que hay
equivalencia fenomenoldgica entre los enfoques intuitivos incluidos en Definicion S y Definicién
SC.

Queda pendiente de estudio el supuesto en que el candidato a limite no fuera elegido correctamente.
Creemos que algunas respuestas a este supuesto ayudaran a desarrollar una fenomenologia didactica
del limite.

Retroalimentacion

En los fendmenos i.v.s e i.v.s.c, se observa que las funciones asociadas a cada uno de estos
fendomenos pueden ser distintas.

Consideremos el siguiente ejemplo. Dada la sucesion A,={1/n}, observamos que la funcién (g,
N(¢)) en la definicion de limite finito es distinta de la funcidon (&, N(¢)) asociada a la misma
sucesion A, en la definicion de sucesion de Cauchy. Esta afirmacion la vamos a justificar tomando
valores de epsilon y observando qué valor debe tomar N para que se cumplan la definiciéon S y la
definicion SC. La Tabla 1 recoge lo esencial del ejemplo.

Tabla 1. Ejemplo

Funcion (&, N(¢) )en la definicion de limite Funcion (¢, N(e))en la definicion de

finito de una sucesion sucesion de Cauchy
e=1/4 |1/n|< Y, para N=5 |1/n - 1/m|< V4 para N=4
e=1/5 |1/n|< 1/5 para N=6 |1/n - 1/m|< 1/5 para N=5
e=1/6 |1/n|< 1/6 para N=7 |1/n - 1/m|< 1/6 para N=6
e=1/7 |1/n|< 1/7 para N=8 |1/n - 1/m|< 1/7 para N=7
e=1/8 |1/n|< 1/8 para N=9 |1/n - 1/m|<1/8 para N=8

Aunque la definicion de la funcion (g N(e)) parece distinta en ambos casos ya que los valores que
toma no coinciden y lo que se hace con ellos tampoco, siempre podemos encontrar una funcién que
unifique ambas ya que si elegimos como N=max{n;,n,}, (n; es el valor N en la definicion de limite
finito de una sucesion y n; el valor de N en la definicion de sucesion de Cauchy), se cumplen la
Definicion S y la Definicion SC. Por lo tanto si se da un fendmeno, se da otro y reciprocamente.
Esto, al igual que sucede con el enfoque intuitivo, justifica nuestro criterio de equivalencia
fenomenoldgica el cual afirma que dos fendmenos son equivalentes si la presencia de uno de ellos
va irremediablemente unida a la presencia del otro y viceversa. Por ello, concluimos que, en las
sucesiones con limite finito, hay un paralelismo entre la equivalencia matematica y la equivalencia
fenomenolodgica.

EQUIVALENCIA FENOMENOLOGICA ENTRE FENOMENOS Y DEFINICIONES

Si reunimos todas las consideraciones sobre la equivalencia de los fendémenos, observamos que la
equivalencia fenomenologica es algo mds compleja que la equivalencia matematica. La
equivalencia matematica establece que el contenido de una definicidon no es esencialmente diferente
del de la otra. La equivalencia fenomenoldgica establece que las parejas de fendmenos son
distinguibles pero no se pueden dar los unos sin los otros.

Esta equivalencia fenomenoldgica entre las parejas de fendmenos: a.s.i / a.s.i.c e i.v.s / i.v.s.c, lleva
consecuentemente a establecer una equivalencia fenomenologica entre las definiciones de limite
finito de una sucesion y sucesion de Cauchy, ya que cada definicion organiza fenomenos que son
fenomenoldgicamente equivalentes
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FUNCIONES. FENOMENOS OBSERVADOS EN LAS DEFINICIONES LFFP, CPS Y FC.

Los fenémenos organizados por las definiciones de limite finito de una funciéon en un punto (Def
LFFP) y la caracterizacion por sucesiones del limite funcional (Def CPS) ya fueron descritos con
detalle Sanchez (2012). Estos fendémenos son denominados fenémeno de aproximacion doble
intuitiva (ADI), fendmeno de retroalimentacién o ida-vuelta en funciones (IVF) y fendmeno de
infinitas retroalimentaciones o ida-vuelta de sucesiones coordinadas por la funcién (livs). También
en Sanchez (2012) se vio la equivalencia fenomenologica entre ambas definiciones.

Est4 atn por estudiar la equivalencia fenomenologica entre las definiciones de limite finito de una
funcién en un punto (Def LFFP) y la definicion de funcion de Cauchy (Def FC) y entre la
caracterizacion por sucesiones del limite funcional (Def CS) y la definicion de funcion de Cauchy
(Def FC). En este apartado no vamos a demostrar la equivalencia fenomenologica entre los pares de
definiciones sefaladas, lo que si vamos a hacer es describir los fendmenos organizados por la
definicion de Cauchy- Bolzano como paso previo para establecer dichas equivalencias
fenomenologicas.

Aproximacion doble intuitiva de Cauchy- Bolzano. (ADICB)

Cuando dos valores cualesquiera de la variable independiente, x” y X"’, parecen acercarse entre si,
los de sus imagenes, f(x") y f(x""), también parecen acercarse, con cualquier patréon de acercamiento
que se elija para los valores de la variable independiente. Nos referimos a este fendmeno como
“aproximacion doble intuitiva de Cauchy- Bolzano” (ADICB).

El fenémeno de aproximacion doble intuitiva de Cauchy- Bolzano nos puede ofecer cierta
conviccion sobre el hecho de que las diferencias entre las imagenes de valores de la funcion se
hacen cada vez mds pequefia a medida que los propios valores de la variable independiente se
acercan entre si. Sin embargo este fendmeno no garantiza que la funcién con la que se esté
trabajando cumpla la condicion de ser de Cauchy, solamente da una primera pista sobre ello.

El modelo de este fendmeno es el siguiente:

Dada la funcion f(x)=x2. Si tomamos los valores (1,01, 1.0201), (1,001, 1,002001), (1,0001,
1.00020001),.... podemos observar como si las diferencias entre los valores de la variable
independiente tienden a cero, los valores de la variable dependiente tienden a cero también.

Retroalimentacion o ida-vuelta de Cauchy- Bolzano en funciones
Al observar la condicién de Cauchy de una manera formal podemos observar dos procesos:
* El primer proceso parte de la siguiente afirmacion para todo >0 exista un 6>0O

* El segundo proceso se observa en la siguiente afirmacion: cualesquiera que sean |x'-x"'|< 0
se tenga |f(x')-f(x")|< &

La observacion conjunta de estos dos fendmenos es lo que denominamos retroalimentacion o ida-
vuelta de Cauchy-Bolzano. (IVFCB)

Este fenomeno de retroalimentacion se manifiesta al interpretar y aplicar los procesos indicados,
desde una perspectiva métrica, la cual exige construir una funcion e-é. Dicho en términos
coloquiales y graficos, el fendmeno de retroalimentacion de Cauchy- Bolzano para funciones
corresponde a un proceso de ida-vuelta. Una vez fijado épsilon, tenemos que determinar el valor de
delta (proceso de ida) por el cual, si dos valores de la variable independiente se diferencian en
menos de ese O, las diferencias entre las imagenes de esos términos de la funcién son menores que
el valor de épsilon fijado anteriormente (proceso de vuelta).

En el fendmeno de retroalimentacion de Cauchy-Bolzano para funciones se lleva a cabo la
construccion efectiva de una nueva funcion que queda vinculada univocamente a la funcion inicial.
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De hecho, con el apoyo de la propia funcion de referencia, la definicion del criterio general de
convergencia de Bolzano-Cauchy induce la construccion simbolica de tal funcion, o en su defecto la
demostracion de su existencia, la cual sirve a su vez para establecer una propiedad de la funcion.
Esta nueva funcion emergente resulta ser una funcion real de variable real (e, d(e)).

CONCLUSIONES
Describimos las conclusiones de este estudio en los siguientes puntos:

La Definicion S (“definicion épsilon - delta” de limite finito de una sucesion) organiza el fenémeno
de aproximacion simple intuitiva o fenomeno a.s.i y el fendmeno de ida-vuelta en sucesiones o
fendomeno i.v.s. El fendmeno a.s.i da un primer candidato a limite, que quedara confirmado, a través
del fendmeno i.v.s, siempre que seamos capaces de construir una funcion epsilon-N que cumpla los
dos procesos mencionados anteriormente en la definicion del fenémeno i.v.s.

La Definicion SC (de sucesion de Cauchy) organiza el fenomeno de aproximacién simple intuitiva
de Cauchy o a.s.i.c y el fendémeno de ida-vuelta en sucesiones de Cauchy o i.v.s.c. El fenomeno de
aproximacion simple intuitiva de Cauchy da una primera impresion de lo que sucede con la
sucesion; si la sucesion es de Cauchy las distancias entre los términos se van haciendo cada vez mas
pequenias; en caso contrario, la sucesion no seria de Cauchy. Una vez que tenemos cierta sospecha
de que la sucesion es de Cauchy, recurrimos al fenémeno i.v.s.c y construimos una funcion épsilon-
N que cumpla los dos procesos mencionados anteriormente en la definicion del fenémeno i.v.s.c.

Entendemos que la equivalencia entre los cuatro fendmenos mencionados, considerados por parejas,
a.s.i/a.s.i.c e i.v.s / 1.v.s.c, es mas compleja que la equivalencia matematica entre las definiciones;
hemos precisado en qué sentido esa equivalencia fenomenoldgica es mas compleja.

Hemos dado un criterio que permite decidir cuando dos fendmenos son equivalentes desde el punto
de vista fenomenoldgico y esto nos ha llevado a afirmar que el fendmeno a.s.i es equivalente al
fendomeno a.s.i.c y que el fendmeno i.v.s es equivalente al fendmeno i.v.s.c.

Hemos dado un criterio para decidir si dos definiciones son equivalentes fenomenoldgicamente y
hemos usado este criterio para afirmar que la definicion de limite finito de una sucesion y la
definicion de sucesion de Cauchy son equivalentes en este sentido.

Hemos recordado que la definicion de limite finito de una funciéon en un punto (Def LFFP) y la
caracterizacion por sucesiones del limite funcional (Def CS) son fenomenoldgicamente
equivalentes (Véase Sanchez, 2012)

Hemos abordado el estudio de la definicion de funcion de Cauchy, deiniendo para ello dos
fendémenos organizados por dicha definicion: aproximacion doble intuitiva Cauchy para funciones
(ADICF) y retroalimentacion de Cauchy para funciones (IVFCB).

PERSPECTIVAS FUTURAS

Queda atin mucho trabajo por hacer relativo a la equivalencia fenomenoldgica entre definiciones.
De hecho entre nuestros proximos trabajos nos proponemos las siguientes tareas:

* Demostrar la equivalencia fenomenoldgica entre la definicion de limite finito de una funcion
en un punto (Def LFFP) y la definicion de funcion de Cauchy (FC).

* Demostrar la equivalencia fenomenoldgica entre la caracterizacion por sucesiones (Def CS)
y la definicion de funcion de Cauchy (FC).

e Abordar el estudio del limite finito de una funcién en el infinito y su correspondiente
relacion con el limite finito de una sucesion.
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Resumen

Presentamos una experiencia llevada a cabo con dos grupos de estudiantes, uno considerado con
talento en matemdtica y otro conformado por estudiantes de un colegio publico normal, a los que
se les propuso dos tareas de invencion de problemas aritméticos. Los resultados indican que los
estudiantes con talento matemdtico se caracterizaron por inventar problemas con una mayor
cantidad de proposiciones y tipos de numeros, requieren mas pasos y procesos de cadlculo distintos
para ser resueltos y presenta una mayor cantidad de relaciones semanticas distintas que sus
comparieros con menor habilidad matematica. Este estudio es parte de un proyecto mas amplio de
tesis doctoral que busca caracterizar el talento matematico mediante la invencion de problemas
aritméticos.

Palabras clave: Invencion de problemas, resolucion de problemas, problemas aritméticos, talento
matemadtico, Educacion Matematica.

Abstract

We present a carried out experience with two groups of students, one considered talented in math
and other students made up of a regular public school, to those who proposed two tasks invention
of arithmetic problems. The results indicate that students with mathematical talent were
characterized by inventing problems with a greater number of propositions and types of numbers,
require more steps and different calculation processes to be resolved and presents a higher amount
of semantic relationships other his companions with lower mathematical ability. This study is part
of a larger PhD project that seeks to characterize the mathematical talent through the invention of
arithmetic problems.

Keywords: Problem posing, problem solving, arithmetic problems, mathematical talent,
mathematics Education.

INTRODUCCION

El problema de investigacion considerado en este trabajo de investigacion comprende dos campos
de estudio: los sujetos con talento matematico y la invencion de problemas matematicos. De
acuerdo con el andlisis de literatura realizado, se constata que ambos campos han sido de interés
dentro de la investigacion en didactica de la matematica (Espinoza, 2011).

Asi, la investigacion de los sujetos con talento se ha centrado en tres grandes temas: la
caracterizacion del talento matematico, el establecer mecanismos de identificaciéon y ofrecer
alternativas de intervencion (Castro, 2008). En el caso de la invencion de problemas, existen
investigaciones que la han estudiado como caracteristica de la actividad creativa o talento
Espinoza, J., Lupiafiez, J.L, y Segovia, I. (2014). Caracterizacion de estudiantes con talento en matematica mediante
tareas de invencion de problemas: un estudio exploratorio. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-
Rodriguez, M. T. Sanchez-Compaiia, C. Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento
Numérico y Algebraico e Historia de las Matemdticas y Educacion Matemdtica - 2014 (pp. 45-54). Malaga:
Departamento de Didactica de las Matematicas, de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.



46 Espinoza, J., Lupiafiez, J. L., y Segovia I.

excepcional, como actividad de clase, como caracteristica prominente de la actividad matematica,
para mejorar la capacidad de los estudiantes para resolver problemas, para observar la comprension
matematica de los estudiantes (Espinoza, Lupiaiez y Segovia, 2014).

Sin embargo, existen pocos estudios que relacionen ambos tdpicos, de manera que pongan de
manifiesto las caracteristicas particulares que presentan este tipo de estudiantes cuando inventan
problemas. Por tanto, nos centraremos en caracterizar de forma exploratoria, la actuacion de un
grupo de estudiantes considerados con talento matemadtico, ante dos tareas semiestructuradas de
invencion de problemas aritméticos, construidas especialmente para este estudio y compararlo con
las actuaciones que presentan un grupo de estudiantes de un colegio publico ante la misma tarea.

Asi, los objetivos planteados en esta investigacion pretenden:

a) Construir un instrumento de planteamiento de problemas con dos tareas o situaciones
semiestructuradas de invencion problemas aritméticos verbales.

b) Desarrollar y utilizar un esquema analitico para valorar los problemas aritméticos planteados
por los estudiantes.

c) Definir categorias de andlisis que permitan caracterizar las producciones de ambos grupos
de estudiantes ante la tarea de invencidn de problemas aritméticos,

d) Identificar diferencias entre los problemas inventados por ambos grupos con base en las
categorias de analisis definidas.

MARCO TEORICO

La revision de literatura que se incluye en este apartado comprende tres partes bien diferenciadas: el
talento matematico, los problemas aritméticos verbales y la invencion de problemas matematicos. A
continuacion se tratan algunos conceptos relacionados con cada uno de estos topicos.

Talento matematico

Algunos autores sostienen que los estudiantes con talento presentan caracteristicas que los
diferencias del resto de sus compaifieros. Por ejemplo, Greenes (1981), menciona que presentan un
mayor ritmo de aprendizaje, excelente memoria y excepcionales capacidades verbales y de
razonamiento y gran poder de abstraccion. Pero, ;quiénes son los estudiantes con talento?

Al respecto, se diferencian cinco nociones del talento orientadas en distintos aspectos: al logro o
rendimiento, a lo innato, a la interaccion entre lo innato y el medio ambiente, a modelos cognitivos
y a modelos sistémicos (Villarraga, Martinez y Benavides, 2004). Dado que en esta investigacion
nos centramos en estudiar el rendimiento de estudiantes considerados con talento matematico, es
que trataremos la nocidn de talento orientado al logro o rendimiento.

En esta investigacion adoptamos la definicion de Passow (1993), para referirnos a los alumnos que
han demostrado aptitudes especificas en el drea de matemadticas. Esto porque uno de los grupos
seleccionados estd conformado por estudiantes que han demostrado, con base en pruebas de
seleccion, aptitudes especificas en el rea de la matematica.

Problemas aritméticos

Adoptamos la nocién propuesta por Castro (1991), quien sefala cinco componentes que debe
incluir una situacidon para ser considerada un problema matematico: una proposicién (enunciado
oral o escrito), unos datos conocidos; una intenciéon (movilizar una o mas personas para que lo
resuelvan), una meta (llegar a un resultado) y un proceso (modo de actuacion para alcanzar el
resultado).

De igual forma, se acogi6 la definicion de problema aritmético propuesta por Puig y Cerdéan (1988),
al considerarla como un enunciado verbal o escrito que proporciona informacion de carécter
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cuantitativo, pues los datos suelen ser cantidades definidas generalmente de forma numérica. La
condicion implicada en el enunciado expresa relaciones cuantitativas entre los datos y la pregunta
se refiere al célculo de una o varias cantidades o relaciones entre cantidades.

En relacion con su clasificacion, Castro, Castro, Rico, Gutiérrez, Tortosa, et al. (1997), mencionan
los problemas de una etapa o mas de una etapa. También Puig y Cerdan (1988), sugieren otra
clasificacion que atienden al tipo de estructura operatoria (aditiva o multiplicativa) y al componente
semantico involucrado en el problema. Este mismo autor menciona los problemas combinados
mixtos que son un tipo de problemas de mas de una etapa.

Por ultimo, diversos autores hacen referencia a variables de estudio de los problemas aritméticos.
Al respecto, se destacan las variables sintacticas, de contenido, componente semantico (Puig y
Cerdan, 1988), el tipo de proposicion interrogativa (Castro, 1995), la informacion proporcionada y
la secuencia operatoria que relaciona la informacién con la pregunta (Castro, Rico y Gil, 1992).

Invencion de problemas

El término invencion de problemas o planteamiento de problemas, también conocida en la literatura
en inglés como “problem posing” (Brown y Walter, 1993; Kilpatrick, 1987; Silver, 1994; English,
1997), implica la formulacion de nuevos problemas, asi como la reformulacion de situaciones dadas
(Silver, 1994; English, 1997; Silver y Cai, 1996).

En este sentido, los estudiantes pueden inventar problemas durante la solucion de un problema
complejo (Silver, Mamona-Down, Leung y Kenny, 1996). Por ejemplo, en el trabajo de Polya
(1979), se cuestiona ;como podemos plantear el problema de manera diferente?, ;coOmo variar el
problema descartando parte de la condicion? Este proceso también podria ocurrir antes de resolver
un problema, cuando lo que se persigue no es la solucién, sino la formulacion de problemas a partir
de una situacion o experiencia (Silver, 1994). Por tltimo, los estudiantes pueden inventar problemas
después de resolver un problema, cuando se le indica a los estudiantes que modifiquen el objetivo,
condicién o pregunta del mismo, con el fin de generar nuevos problemas (Silver, 1994). Por
ejemplo, Brown y Walter (1993), proponen una estrategia denominada “;What if not?”, la cual
consiste en cambiar las condiciones y restricciones de un determinado problema, para asi plantear
nuevos e interesantes problemas.

Por otra parte, se identifican tres formas en las cuales se podrian formular problemas: situacion
libre, semiestructuradas y situaciones estructuradas (Stoyanova, 1998). En la primera, los
estudiantes no tienen restricciones para inventar problemas; mientras que en las situaciones
semiestructuradas se les propone que planteen problemas con base en alguna experiencia o
situacion. Por ultimo, las situaciones estructuradas, son aquellas en las que se reformulan los
problemas dados o se cambia la condicion del mismo.

METODOLOGIA

Esta investigacion es de tipo exploratorio descriptivo, pues corresponde a un primer acercamiento al
estudio de la invencion de problemas aritméticos por estudiantes considerados con talento
matematico, privilegiando la descripcion e interpretacion de la informacion, pero al mismo tiempo
dando un tratamiento cuantitativo a los datos (Espinoza, 2011). Los sujetos de estudio corresponden
a dos grupos de estudiantes con caracteristicas diferentes. El primero, denominado grupo talento,
estd conformado por 21 estudiantes considerados con talento matematico que participaron en el
proyecto ESTALMAT Andalucia durante el curso 2010-2011 y que tienen edades comprendidas
entre los 13 y 15. Este proyecto pretende detectar y estimular durante dos afos académicos el
talento precoz en matematica de 25 alumnos de centros andaluces escogidos mediante la realizacion
de pruebas de seleccion'. El segundo lo conforman 19 estudiantes de tercer grado del Instituto de

! http://thales.cica.es/estalmat/
2 http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2009/problematic/menuppal.html
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Educacion Secundaria Nazari, ubicado en Salobrefia, provincia de Granada, Espafia y que llamamos
“grupo estandar”. Estos estudiantes tienen entre 14 y 15 afios.

Descripcion del instrumento para recolectar informacion

En este estudio se elabord un cuestionario con dos tareas o situaciones semiestructuradas de
invencion de problemas (Stoyanova, 1998). Para el disefio de este instrumento se tomaron en cuenta
aspectos como la clase de informacidon que proporciona el problema, el tipo de informacién que
permanece desconocida y que el contexto escolar presentado en la situacion sea muy familiar para
los estudiantes (Moses et al., 1990). Ademads, debia ser una situacion que motive a plantear
diferentes tipos de problemas, estimule la creatividad, permita el empleo de diferentes tipos de
nameros, asi como favorecer e incentivar la invencioén de problemas dificiles para ambos grupos de
estudiantes.

La primera tarea plantea lo siguiente: “de acuerdo con la informacion de la siguiente figura, inventa
un problema matematico que te parezca dificil de resolver y que en su resolucion se utilice una o
varias de las operaciones de suma, resta, multiplicacion o divisiéon. Si lo consideras necesario
puedes agregar mas datos o informacion”.

La figura propuesta” a los estudiantes para que inventen el problema es la siguiente:

Figura 1. Imagen utilizada en la primera tarea

Las indicaciones de la segunda tarea son similares a la anterior; pero en ésta tuvieron que inventar
un problema matematico a partir de la siguiente situacion expuesta de forma textual: “Un tren con
cuatro vagones para pasajeros sale de una estacion a las 9:00 h con destino a Malaga. El tren tiene
una capacidad méaxima para 294 pasajeros”.

Descripcion de las categorias de analisis empleadas

Para elaborar las categorias de andlisis consideramos las caracteristicas propias de esta
investigacion y realizamos una revision de las variables de estudio de los problemas aritméticos
propuestas por Puig y Cerdan (1988); Castro (1995); Castro et al., (1988) y los esquemas empleados
por Silver y Cai (2005; 1996); Cézares (2000); Ayllon (2012). Asi, definimos las siguientes tres
categorias de analisis y en cada una de ellas variables de estudio. Dichas variables se explican con
mayor detalle y sustento tedrico en Espinoza (2011).

En la primera categoria, denominada estructura sintactica, se estudio la longitud del enunciado, tipo
de proposicion interrogativa y tipo de nimero empleado. La segunda categoria, llamada estructura
matematica, fue analizada de acuerdo con el tipo de estructura operatoria y nimero de etapas,
cantidad de procesos de calculo distintos implicados en la solucion del problema y cantidad de
pasos distintos para resolver el problema. Por ultimo, en la categoria de estructura semantica, los
problemas fueron estudiados en relacion a su estructura semantica y cantidad de relaciones
semanticas distintas presentes en el enunciado.

2 http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2009/problematic/menuppal.html
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Esquema para valorar las producciones de los estudiantes

Todas las producciones correspondieron a problemas matematicos, por lo que los autores del
estudio los resolvieron y clasificaron en resolubles y no resolubles. Dentro de éstas encontramos
problemas matematicos no resolubles que presentaron caracteristicas importantes de analizar. Por
ello las clasificamos como incompletas (Puig y Cerdan, 1988) y los distinguimos de aquellos que
presentan incompatibilidad matematica de tipo numérico o conceptual. A los problemas
matematicos resolubles y no resolubles incompletos o que presentan incompatibilidad matematica
de tipo numérica se les aplico el andlisis de la estructura sintdctica, semantica y matematica
explicado anteriormente. Mientras que los problemas matematicos que presentan incompatibilidad
matematica de tipo conceptual fueron analizados solo desde su estructura sintactica, pues no era
posible analizar la estructura semantica y matematica.

La figura 2 muestra el esquema utilizado para valorar las producciones de los estudiantes.

[ Producciones de los estudiantes ]

No Matematicas
I—l Matematicas/aritméticas I—I
INo resolubles | ‘ | Incompletos I | Resolubles |
Incompatibilidad
C tual .
«
‘ Analisis de:
. — «Estrucura Sintactica
Andlisis de Ml_’ « Estrucura Semantica
E.Strl}CIl..lra « Estrucura Matemética
Sintactica

Figura 2. Esquema para valorar las producciones de los estudiantes

RESULTADOS

Para transcribir las producciones se utilizd6 una codificacion con seis caracteres para hacer
referencia a las mismas, de manera que los primeros cuatro indican el nimero del estudiante y
grupo al que pertenece y los restantes a la produccion, ya sea de la primera o segunda tarea. Por
ejemplo, el codigo 6GE-T2 se refiere a la produccion del estudiante nimero seis del grupo estandar
ante la segunda tarea de invencion de problemas.

A continuacién se muestran las caracteristicas generales de los problemas inventados por dichos
estudiantes y seguidamente se exponen los resultados obtenidos segiin la estructura sintactica,
matematica y semantica de los problemas.

Caracteristicas generales de los problemas inventados

En primera instancia resulté que todos los enunciados inventados por los estudiantes son problemas
matematicos, de los cuales el 65% son resolubles. Es interesante hacer notar que los estudiantes del
grupo estandar plantearon una mayor proporcion de problemas resolubles (74%) que el grupo
talento (57%). Este Gltimo resultados nos sorprende en la medida que se espera que ocurra lo
contrario; a falta de la realizacion de otro estudio mas amplio que los confirme, pueden ser varios
los factores que inciden en los mismos: mejor actitud del grupo talento ante las matematicas, menor
ansiedad, menor miedo a equivocarse, el no tener que resolver los problemas que inventaban, etc.

También se obtuvo que los problemas no resolubles por incompatibilidad matematica representan el
22,5% (18 problemas) y los problemas incompletos 12,5 % (10 problemas). Estos dos tipos de
problemas representan el 35% de los problemas matematicos producidos por los estudiantes. Un
ejemplo de problema incompleto es el siguiente: En este viaje va lleno. En una primera parada se
bajan 2 parejas, una con un hijo mas que la otra, y suben un numero de personas tal que quedan
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290. En la segunda parada bajan 10 parejas y suben 15 personas, y en la ultima antes de llegar,
bajan 3 personas y suben el triple de nifios que tenian las dos primeras parejas juntas. ;Cuantas

personas subieron en la primera parada y cuantos nifios tenian cada pareja (de la 1° parada)?
(3GT-T2)

Este problema es interesante porque propone una serie de relaciones entre los datos y presenta una
gran riqueza en cuanto a las variables de estudio; sin embargo, no es resoluble porque el estudiante
no indico el total de personas que quedaron en el interior del tren luego de la ultima parada.

Un problema planteado que presenta incompatibilidad matematica de tipo numérica porque 294 no
es divisible por 4 es el siguiente: De la estacion de tren de Madrid sale un tren con cuatro vagones
a las 9:00 h con destino a Malaga. Todos los pasajes estan vendidos (294) pero en un ultimo
momento uno de los vagones sufre una serie de desperfectos por lo que debe quedarse en la

estacion. Si todos los vagones tienen la misma capacidad. ;Cuadnto pasajeros deben quedarse en
tierra? (6GE-T2)

Analisis segun la estructura sintactica

El andlisis segin la estructura sintictica comprende el estudio de tres variables: longitud del
enunciado, tipo de proposicion interrogativa y tipo de nimero empleado. A continuacidon se
describen los principales resultados en relacion con estas tres variables.

Longitud del enunciado: Resulté que el promedio de la cantidad de proposiciones presentes en los
problemas planteados por el grupo talento (5,27) es mayor que en los problemas inventados por sus
compafieros del grupo estandar (3,44). Ademas, resultd que el 69,1% de los problemas matematicos
inventados por el grupo talento estan formados por cinco o mdas proposiciones, mientras que el
grupo estandar planted 31,6% de problemas con dicha caracteristica.

También se observo que el promedio de la cantidad de proposiciones presentes en los problemas no
resolubles (5,58) es mayor que en los resolubles (5,04). Esto se evidencio6 en el planteamiento de
una mayor proporcion de problemas no resolubles que presentan cinco o mas proposiciones
(77,8%) que resolubles con la misma caracteristica (62,5%).

Tipo de proposicion interrogativa: Con respecto a esta variable, resultd que la mayoria de las
proposiciones interrogativas que plantearon los estudiantes del grupo talento y estandar son de
asignacion (52,4% y 60,5% respectivamente), mientras que las proposiciones interrogativas
relacionales fueron las menos preferidas por los estudiantes de ambos grupos. El siguiente es un
ejemplo de problema que presenta una proposicion interrogativa de asignacion: A las 9:00 de la
manana sale un tren con 50 pasajeros, a las once vuelve con 70 pasajeros, vuelve a salir y vuelve
con 30 pasajeros. ;Cudntos pasajeros han entrado y salido en total? (2GE-T2).

Tipo de nimero empleado: Se observd que ambos grupos prefirieron utilizar nimeros naturales en
el planteamiento de su problema, con un 97,6% en el grupo talento y 97,4% en el grupo estandar.
También resultd que el 43,9% de los problemas planteados por el grupo talento presentan el uso de
numero racionales expresados tanto en notacion decimal como fraccionaria; mientras que el uso de
este tipo de nimero en los problemas planteados por el grupo estandar representd el 18,5%.
Ademas, el grupo talento planteo6 casi el doble de proporcion de problemas con dos o més tipos de
numeros que el grupo estandar, los cuales corresponden a 34,1% y 18,4% respectivamente.

Analisis segun la estructura matematica

Esta categoria fue analizada con base en cuatro variables. A continuacién se presentan los
principales resultados en cada una de ellas. Este analisis fue aplicado a 78 problemas ya que dos
que presentaron incompatibilidad matematica son imposibles de resolver incluso con informacién
adicional.
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Tipo de estructura operatoria y cantidad de etapas: Con respecto a esta variable resultd que la
mayoria de los problemas planteados por ambos grupos son de estructura mixta; sin embargo, el
grupo talento plante6 una mayor proporcion de este tipo (80%) que sus compafieros del grupo
estandar (55,3%). Ademas, se observo que el grupo estandar plante6 una proporcion mayor de
problemas de estructura multiplicativa y aditiva (31,5% y 13,1% respectivamente) que sus
compafieros del grupo talento (17,5% y 2,5% respectivamente). Por ultimo, se encontr6 que el
97,5% vy 94,8% de los problemas planteados por el grupo talento y estdndar, respectivamente, son
de mas de una etapa.

Tipo de operaciéon y cantidad de procesos implicados en la solucion del problema: En relacion con
el tipo de operacion encontramos que el grupo talento prefirié plantear problemas que implicaban el
uso de multiplicacién-division, suma-multiplicacion y suma-resta-multiplicacion-division, los
cuales corresponden al 60% de los problemas planteados por este grupo. En el caso del grupo
estandar, los problemas requieren aplicar las operaciones de multiplicacion, multiplicacion-division
y suma-multiplicacién que corresponden al 55,2%.

Con respecto a la cantidad de procesos de célculo distintos implicados en la solucion del problema,
resultd que el grupo talento y estandar plantearon respectivamente el 92,5% y 81,6% de los
problemas con dos o mas procesos. También se observo que aproximadamente la mitad de los
problemas inventados por el grupo talento (47,5%) presentan tres o mas procesos distintos; mientras
que el 21,1% de los problemas del grupo estandar presentan tal cantidad de procesos. Es importante
resaltar que los estudiantes del grupo talento y estdndar plantearon una proporcién similar de
problemas con dos procesos o tres procesos (70% y 73,7% respectivamente).

Cantidad de pasos distintos para resolver el problema: Los resultados muestran que el promedio de
pasos requeridos para resolver los problemas planteados por el grupo talento (3,95) es mayor que el
promedio de pasos que incluyen los planteados por el grupo estdndar (2,92). Esta diferencia
también se reflejo en la cantidad de problemas que requieren cuatro o mas pasos para ser resueltos,
puesto que el grupo talento plante6 mds del doble en proporcion de problemas con dicha
caracteristica (67,5%), que sus compaiieros del grupo estandar (31,6%). En contraste, el 68,4% de
los problemas planteados por el grupo estdndar requieren tres o menos pasos distintos para ser
resueltos.

Otro aspecto interesante es que los estudiantes del grupo estandar plantearon una gran cantidad de
problemas que requieren entre dos y cuatro pasos para ser resueltos (80%); en contraste con el
grupo talento donde el 39% presentan dicha caracteristica. También resulté que el 66,6% de los
problemas del grupo talento que presentan dos o tres relaciones semanticas distintas, implican
cuatro 0 mas pasos para ser resueltos; mientras que el 42% de los inventados por el grupo talento
presentan dicha caracteristica. Por tltimo, se observo que de los problemas que incluyen dos o tres
procesos, los estudiantes del grupo talento plantearon una mayor proporcion que requieren cuatro o
mas pasos para ser resueltos (60,7%) que los inventados por el grupo estdndar con dicha
caracteristica (35,7%).

Analisis segun la estructura semantica

En esta categoria se analizo el tipo de estructura semantica presente en los problemas de estructura
aditiva y multiplicativa. Ademas, se estudio la cantidad de relaciones semanticas implicadas en los
problemas inventados por los estudiantes. Es importante recordar que en esta categoria, al igual que
en la anterior, solo se analizaron 78 problemas.

Estructura semantica de los problemas aditivos: Resultdé que el Gnico problema aditivo planteado
por el grupo talento presenta la relacion semantica de cambio, mientras que en el grupo estandar se
encontraron cuatro (80%) que presentan la estructura semantica de combinacion, tres de cambio
(60%) y uno de comparacion. Ademas, de los 59 problemas de estructura aditiva y mixta, de los
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cuales 33 fueron inventados por el grupo talento y 26 por el estandar, se encontré que ambos grupos
prefirieron plantear problemas de combinacion, seguido de problemas que incluyen la componente
semantica de cambio.

Estructura semantica de los problemas multiplicativos. Observamos que las estructuras semanticas
mas utilizadas por el grupo talento fueron la de producto de medidas (71,4%) e isomorfismo de
medida (57,1%). En el caso del grupo estandar, el 91,7% de los problemas multiplicativos presentan
la relacion seméantica de isomorfismo de medida y el 25% producto de medidas. También se
encontrd que de los 72 problemas de estructura multiplicativa y mixta, de los cuales 39 fueron
planteados por el grupo talento y 33 por el grupo estandar, ambos grupos de estudiantes prefirieron
plantear problemas que incluyeran la componente semantica de isomorfismo de medida, seguida de
producto de medidas y en menor proporcion comparacion multiplicativa.

Relaciones semanticas implicadas en los problemas mixtos: En relacion con esta variable, resultd
que la mayoria de problemas mixtos planteados por el grupo estdndar (66%), incluyen las
componentes semanticas combinacion-isomorfismo de media o cambio-isomorfismo de medida,
mientras que el grupo talento planted solo el 13% de los problemas mixtos con estas caracteristicas.
En el caso del grupo talento la combinaciéon que tiene mayor frecuencia (30%) es cambio-
combinacion-isomorfismo de media o cambio-comparacion-isomorfismo de medidas.

Cantidad de relaciones semanticas distintas: En esta variable observamos que los estudiantes del
grupo talento inventaron problemas con una mayor media de cantidad de relaciones de estructura
semantica distintas (2,83) que el grupo estindar (1,89). Ademads, el grupo talento plante6 una
proporcion mayor (65%) de problemas con tres o mas relaciones semanticas distintas que sus
compaiieros del grupo estandar (15,8). Ademads, todos los problemas del grupo estandar poseen tres
o menos relaciones semanticas y un alto porcentaje (84,2%) presentan dos o menos relaciones
semanticas distintas. También resultdé que el grupo talento y estandar plantearon un porcentaje
similar de problemas que presentan dos o tres relaciones semdanticas distintas (67,5% y 73,7
respectivamente).

CONCLUSIONES

En primera instancia, concluimos que los problemas inventados por el grupo talento presentan
mayor riqueza que los inventados por el grupo estdndar, ya que estan conformados por una mayor
cantidad de proposiciones y tipos de nimeros, requieren de mas pasos y procesos de calculo
distintos para ser resueltos y presenta una mayor cantidad de relaciones semanticas distintas. Este
resultado es similar al obtenido por Ellerton (1986), ya que los problemas inventados por los
estudiantes mas habiles requieren mayor dificultad de célculo, presentan una mayor cantidad de
operaciones e implican un sistema numérico mas complejo.

Consideramos que estas diferencias también se reflejaron en la sensacion de dificultad percibida al
resolver los problemas, ya que en el caso del grupo estandar, al terminar de leer el enunciado se
identifica de forma inmediata un procedimiento para resolverlo. Sin embargo, esto no siempre fue
asi en el grupo talento, donde varios problemas daban la sensacion de no ser tan féciles de resolver
a simple vista. De hecho, en uno de ellos, no fue posible encontrar la solucion aun cuando creemos
que si tiene.

Por otra parte, tomando en cuenta las limitaciones de este estudio, podemos concluir que un
estudiante con talento se puede caracterizar por:

* Inventar una gran cantidad de problemas no resolubles.
* Incluir en el enunciado del problema cinco o més proposiciones.

* Emplear nimeros naturales y en menor proporcion niimeros racionales.
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* Emplear dos tipos de nimeros distintos, ya sean naturales o racionales expresados en
notacion decimal y/o fraccionaria.

* Incluir como pregunta del problema proposiciones interrogativas de asignacion.

* Combinar la estructura aditiva y multiplicativa para plantear problemas de estructura mixta.
* Incluir las relaciones semanticas de combinacion y producto de medidas.

* Plantear tres o mas relaciones semanticas distintas.

* Inventar problemas que requieren cuatro o mas pasos para resolverlo.

* Plantear problemas que presentan dos o mas procesos de célculo distintos en su soluciéon y
en menor proporcion tres 0 mas procesos.

* Combinar los bloques de contenido curricular de aritmética y fisica
El siguiente es un ejemplo de problema que cumple con las caracteristicas citadas

En este viaje va lleno. En la primera parada se bajan 2 parejas, una con un hijo mas que la otra, y
suben un numero de personas tal que quedan 290. En la segunda parada bajan 10 parejas y suben 15
personas, y en la Ultima antes de llegar, bajan 3 personas y suben el triple de nifios que tenian las
dos primeras parejas juntas. ;Cuantas personas subieron en la primera parada y cudntos nifios tenia
cada pareja (de la 1° parada)? (3GT-T2)

Por ultimo, consideramos que a pesar de las limitaciones de nuestra investigacion, identificamos
algunos indicios del uso de la invencion en la identificacion de estudiantes con talento matematico.
Por ejemplo, los problemas planteados por el grupo talento presentan caracteristicas distintas a los
inventados por el grupo estandar. Ademads, si consideramos que la capacidad de los estudiantes para
inventar problemas aritméticos se relaciona con la riqueza de los problemas planteados, entonces
los estudiantes con talento mostraron una mayor capacidad ante dichas tareas. Esto también se
refleja en la solucion de los problemas planteados por este grupo, ya que desde nuestro punto de
vista, estos dan la sensacion de mayor dificultad, puesto que al leer el enunciado no se identifica de
forma inmediata un procedimiento para resolverlo.
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Resumen

El dlgebra arabe es operar con cantidades desconocidas aplicando las mismas reglas aritméticas
que operan con los numeros conocidos. Esta conceptualizacion, junto con la definicion de las
especies de numeros, ha facilitado el desarrollo del calculo algebraico de las expresiones
algebraicas. En particular, ha permitido la denominacion, enunciacion, clasificacion y formulacion
de seis ecuaciones cuadraticas. Se han propuesto demostraciones ingenuas, geométricas y
algebraicas de los algoritmos de resolucion de estas ecuaciones. Ibn al-Ha'im justifica las
demostraciones con preliminares numéricos enunciados sin demostraciones y explicados con
ejemplos. Presentaremos un andlisis de estas demostraciones de los algoritmos de resolucion de las
formas canonicas de las tres ecuaciones cuadraticas compuestas.

Palabras clave: historia del dlgebra, historia de la demostracion, dlgebra arabe medieval

Abstract

Arabic algebra is to operate with unknown quantities using the same arithmetic rules operating
with known numbers. This conceptualization, together with the definition of species of numbers, has
facilitated the development of algebraic calculus of algebraic expressions. In particular, it has
allowed the denomination, enunciation, classification and formulation of six quadratic equations.
Naive, geometric and algebraic proofs to the algorithms of solving these equations have been
proposed. Ibn al-Hd'im justifies the proofs with numerical preliminaries enunciated without proof
and explained with examples. We present an analysis of these proofs of the algorithms of resolution
of the canonical forms of the three composite quadratic equations.

Keywords: history of algebra, history of proof, medieval arabic algebra
INTRODUCCION

Los historiadores de las matematicas han consensuado que el algebra medieval drabe empezo6 con la
publicacion de al-Kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa al-mugabala, el libro conciso en el calculo
de la restauracion y la oposicion de Mohammad Ibn Misa al-Khawarizmi. Definiendo tres especies
de numeros, mal (bien), jidhr (raiz del bien), y ‘adad mufrad (ntimero simple), consiguid
denominar, enunciar y resolver seis formas candnicas de ecuaciones cuadraticas, tres simples y tres
compuestas a las cuales se reduce la resolucion de una coleccidon de problemas aplicando
principalmente, entre otras, dos transformaciones algebraicas denominadas al-jabr wa al-mugabala,
la restauracion y la oposicion.

Aunque su intencidn era escribir un libro que sirva a la gente en sus herencias, repartos, y en sus
tratos comerciales, al-Khawarizmi se empefid en justificar los algoritmos de resolucion de estas

Fadil, A. y Puig, L. (2014). Demostraciones algebraicas de las ecuaciones cuadraticas en Sharh al-urjuza al-yasminiyya
de Ibn al-Ha'im. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T. Séanchez-Compaia, C.
Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigacion sobre Pensamiento Numérico y Algebraico e Historia de las
Matematicas y Educacion Matemdtica (pp. 55-64). Malaga: Departamento de Didactica de las Matematicas, de las
Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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ecuaciones (al-Khawarizmi, 1939, p. 21). Asi comenz6 una tradicion en la historia de la
demostracion en el algebra arabe que ha sido seguida durante muchos siglos después. Se trata de las
primeras demostraciones de los algoritmos de resolucion de las ecuaciones cuadraticas.

Este esfuerzo considerable para justificar los algoritmos de resolucion motivo la aparicion después
de al-Khawarizmi de dos escuelas de pensamiento algebraico en torno a la demostracion. La
primera considera que la demostracion en el algebra debe basarse en la aplicacion de los postulados
geométricos recogidos mayoritariamente en los Elementos de Euclides, mientras la segunda busca
conseguir autonomia e independencia de la geometria creando sus propias herramientas para tratar
los objetos algebraicos a partir de los instrumentos de calculo que ofrece la Aritrmética de Diofanto.

Mientras al-Khawarizmi restringe el algebra a la manera de un célculo para transformar ecuaciones
cuadraticas generales a sus formas canonicas, Abu Bakr al-Karaj1 (953-1028) ha sido el primero en
delimitar el corpus del algebra al operar con cantidades desconocidas aplicando las mismas reglas
aritméticas que act@ian sobre los numeros conocidos. Precisamente ha condicionado saber las
operaciones aritméticas basicas para poder llevar a cabo las transformaciones algebraicas de
restauracion y oposicion (al-Karaji, 1986, p. 158).

En Puig (2011a, 2011b) se propone una clasificacion provisional de las demostraciones en el
algebra arabe en tres tipos. El primer tipo es la demostracion que llamamos ‘“ingenua”, cuya
argumentacion se desarrolla dentro de un marco discursivo que toma como referencia una figura
geométrica que estd acompafiada de letras sobre la cual se efectiian acciones de cortar, pegar y
mover, en general. La garantia de verdad de este discurso es lo que se ve en la figura en cuestion sin
dudar de lo que la vista muestra. Asi son las demostraciones de al-Khawarizm.

El segundo tipo es la que llamamos demostracion “geométrica”, cuya argumentacion se basa en el
modelo euclideo en el que sigue habiendo figuras geométricas acompafiadas de letras, pero que son
explicadas dentro de un marco discursivo cuya garantia de verdad reside en las definiciones,
postulados, y proposiciones ya demostradas. En este marco discursivo, la argumentacion toma la
forma de un deduccion logica, por lo cual es necesario que haya un acuerdo sobre qué cosas pueden
tomarse como asentadas, es decir que son verdaderas y por tanto no necesitan ser justificadas y
forman unas nociones comunes, y qué cosas, por lo contrario, presentan reservas a la hora de
aceptarlas como verdaderas. Asi son las demostraciones de Thabit Ibn Qurra (836-901) o Abi
Kamil (850-930).

Finalmente, el tercer tipo es la demostracion algebraica cuyo discurso de justificacion no se basa en
ninguna figura geométrica, sino se fundamenta en las operaciones de calculo que se realizan con las
expresiones algebraicas. De hecho, para que se pueda razonar con este tipo de demostracion es
necesaria una definicion clara de la naturaleza de estas expresiones algebraicas, y de ahi definir el
tipo de las posibles operaciones que actiian sobre estas expresiones.

En este trabajo hemos seleccionado la obra Sharh al-urjiiza al-yasminiyya de Ibn al-Ha'im al-
Maqdist (1352-1412), que representa la segunda escuela de pensamiento algebraico, porque incluye
demostraciones de los algoritmos clasicos de resolucion de las ecuaciones cuadraticas que se
pueden calificar de algebraicas. De hecho, las figuras geométricas desparecen por completo, y las
argumentaciones de las mismas se basan en la aplicacion de preliminares numéricos a las especies
del algebra que componen la ecuacion.

La obra, que es uno de sus muchos comentarios, tiene caracter explicativo del celebre poema
didactico compuesto de 54 versos redactado en el estilo rajaz, uno de los 15 estilos para escribir
poesias en arabe, por Ibn al-Yassamin (m. 1204) para la ensefanza y el aprendizaje del algebra,
cuando ensefiaba en Sevilla. Su poema sobre algebra ha sido editado recientemente por Mahdi
Abdeljaouad (Abdeljaouad, 2003).
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ENUNCIACION DE LOS ALGORITMOS CLASICOS DE RESOLUCION

Los tres algoritmos clésicos se ejecutan en una secuencia de cinco pasos que tienen una parte
comun que el propio al-Khawarizmi usa para diferenciar las ecuaciones compuestas de las simples.
Se trata de los dos primeros pasos: calcular la mitad de la cantidad de la raiz del bien, y elevar al
cuadrado esta mitad.

Aunque la demostracion se efectia sobre un ejemplo numérico concreto, Ibn al-Ha'im enuncia los
algoritmos clasicos de resolucion en su forma general porque la secuencia de sus cinco pasos se
expresa con palabras que se refieren a las cantidades abstractas de las dos especies de nimeros, la
raiz del bien y el numero simple, sin especificacion numérica alguna de estas cantidades.

Siguiendo con la misma tradicion de al-Khawarizmi, después de enunciar los algoritmos Ibn al-
Ha'im propone una coleccion de ejemplos que explican los pasos de ejecucion de los mismos. Estos
ejemplos han sido escogidos cuidadosamente para que cubran cantidades positivas enteras y
racionales de la raiz del bien y del nimero simple. Se plantean en forma de ejercicios que preguntan
hallar el valor numérico del bien y de su raiz. Cuando finaliza el algoritmo, se comprueba que el
resultado obtenido es la solucion numérica buscada. En ocasiones se omite la comprobacion y se
delega al alumno para que ejercite.

Respecto a la organizacion secuencial y tematica de los contenidos, Ibn al-Ha'im hubiera preferido
enunciar los algoritmos de resolucion después de abordar las operaciones con expresiones
algebraicas tal como lo hizo al-Karaji en su libro al-Fakhri. Ahora bien, como se trata de explicar la
urjuza, se ha visto obligado a seguir el orden mismo impuesto por Ibn al-Yassamin, al igual que al-
Khawarizmi, que aborda los algoritmos de resolucion antes de tratar las expresiones algebraicas.

Aunque aporta numerosos ejemplos que explican los procedimientos de resolucion, Ibn al-Ha'im los
considera insuficientes para alcanzar un aprendizaje satisfactorio de los mismos. Por ello, exige un
buen dominio de las cinco operaciones aritméticas: la adicion, la substraccion, la multiplicacion, la
division, y la extraccion de las raices cuadradas.

No seas un creido por la sencillez de este ejemplo y su claridad, y te crees que has aprendido las
cinco tareas que ha sefialado en el poema, y que son faciles, no necesitan el esfuerzo de prestarlas
atencion. Si no has conseguido dominar las cinco tareas segun lo que ha dicho el célculo, no te
avaricias en saber esta ciencia, ni en percibir su olor. Cuantas ecuaciones ponen en duda la mente y
se cansa en hallar su mitad, que es la mas facil de las tareas, ademas de extraer su raiz que es la mas
dificil. Sin embargo, he dicho esto para instarte a prestar atenciéon a dominar las operaciones del
numero conocido, entero y fraccion, expresable y sordo, y que son: la suma, la substraccion, la
multiplicacion, la division, la denominacion, y la extraccion de la raiz (al-Ha'im, 2003, p. 78).

La enunciacion de los algoritmos clasicos de resolucion ha sido complementada por cuatro
aportaciones sistematicas para cada una de las tres ecuaciones compuestas. La primera es demostrar
los algoritmos clasicos con preliminares numéricos enunciados, sin demostracion, y explicados con
ejemplos. La segunda es explicar los pasos de dos algoritmos, con ejemplos y sin demostracion,
para hallar el valor numérico del bien antes de la raiz, seguidos de un algoritmo que termina con
hallar simultaneamente el bien y su raiz. La tercera aportacion es enunciar, y explicar con ejemplos
sin demostracion, un método para formular una coleccidon de ecuaciones cuadraticas que poseen al
menos una solucion racional positiva. Por Ultimo demostrar con preliminares numéricos un
algoritmo que transforma las ecuaciones compuestas en las simples.

ALGORITMOS DE RESOLUCION DEMOSTRADOS CON PRELIMINARES
NUMERICOS

Se puede agrupar los algoritmos de resolucion que han sido demostrados con preliminares
numéricos en dos bloques. El primer bloque lo forman los algoritmos clasicos. Las demostraciones
de estos algoritmos se justifican con la aplicacion directa de preliminares numéricos (mugaddimat
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‘adadiyyah) que han sido enunciados en su formal general, sin demostracion, y cuya comprobacion
se ejecuta con ejemplos numéricos. La omision de la demostracion de estos preliminares ha sido
intencionada. Ademas de su fin didactico, que es facilitar el aprendizaje, la demostracion recurre a
la manipulacion de figuras geométricas que a su vez necesitan el conocimiento de los postulados de
los Elementos de Euclides, aspecto que Ibn al-Ha'im quiso evitar.

Sobre mostrar el porqué de este camino que lleva a la raiz, y la manera de deducirla de las cinco
tareas. La gente tiene la tradicion de aclarar las demostraciones de estas ecuaciones con la geometria,
sea con lineas o bien con areas. Efectivamente, saber aquello necesita saber Euclides. Me ha
parecido mostrar aquello con preliminares numéricos sin recurrir a mencionar linea o area, aunque
estos preliminares mismos necesitan las argumentaciones geométricas. Sin embargo, hago esto para
aproximar la asimilacion, y remitir las aclaraciones de estos preliminares a Euclides u otros libros de
la geometria (al-Ha'im, 2003, p. 79).

Con la omision de las figuras geométricas, Ibn al-Ha'im quiere romper con la tradicién de las
demostraciones ingenuas y geométricas, lo que muestra el grado de autonomia y madurez que
alcanzo el algebra como area cientifica, independiente de la geometria, con sus propias definiciones
de los conceptos y sus formulaciones de sus postulados. Por consiguiente los preliminares no
necesitan demostracion alguna y se pueden usar cuando se considere imprescindible ya que forman
parte del entramado de los objetos del algebra.

El segundo bloque estd formado por los procedimientos mediante los cuales las ecuaciones
compuestas son transformadas algebraicamente en las ecuaciones simples. Las argumentaciones
también se basan en la aplicacion de preliminares numéricos. Son cuatro los preliminares numéricos
que han sido enunciados por Ibn al-Ha’im. Algunos de ellos sirven para justificar mas de una
demostracion. Sin embargo cada demostracion se argumenta recurriendo a un solo preliminar que
se recuerda o se enuncia inmediatamente antes de proceder a exponerla. Cuando un preliminar ya se
habia enunciado antes, s6lo se recuerda el lugar donde se habia utilizado sin una nueva enunciacion
del mismo. Presentamos a continuacion como enuncia Ibn al-Ha’im cada uno de los preliminares en
lenguaje verndculo y su traduccion al sistema de signos actual del algebra simbolica, indicando
también en qué demostraciones usa cada uno de ellos.

El primer preliminar se ha aplicado al demostrar el algoritmo clasico de resolucion de la primera
ecuacion compuesta y al justificar las operaciones algebraicas que permiten transformar la tercera
ecuacion compuesta a la primera o tercera ecuacion simple.

Cualquier nimero que se divide en dos mitades, y luego se le afiade otro niimero, entonces el
resultado de multiplicar el nimero y el afiadido por el afiadido, cuando se suma al cuadrado de la
mitad del nimero, es igual al producto de la suma del numero afiadido a la mitad del nimero por si
misma (al-Ha'im, 2003, p. 79).
2 2
En nuestro sistema de signos, el preliminar se traduce a la identidad: (m + n)n + 2 = 2 +n

El segundo preliminar es util para demostrar como transformar la primera ecuacion compuesta a la
primera o tercera ecuacion simple.

Para cada dos niimeros distintos, cuando sumas, al cuadrado de la mitad de la diferencia entre ellos,

el producto de uno de ellos por el otro, el resultado es lo mismo que el cuadrado de la mitad de su
suma (al-Ha'im, 2003, p. 82).

2 2
m+n

Expresado en lenguaje simbolico, el preliminar se traduce a la identidad: 5 +mn =

Con el tercer preliminar se justifica la demostracion del algoritmo de resolucion de la segunda
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ecuacion compuesta, y la manera de como llevarla a la primera o tercera ecuacion simple.

Cualquier numero que se divide en dos mitades y se descompone en dos sumandos distintos,
entonces el resultado de multiplicar uno de los distintos por el otro, cuando se le suma el cuadrado de
la diferencia entre uno de ellos y la mitad del nimero impuesto, es igual al cuadrado de la mitad del
numero impuesto (al-Ha'im, 2003, p. 87).

2 2
. . . . . m+n m+n
En nuestro sistema de signos, el preliminar se traduce a la identidad: mn + (m 5 j = ( 5 ]

El altimo preliminar es usado para justificar la demostracion del algoritmo de resolucion de la
tercera ecuacién compuesta.

Cualquier numero del cual has disminuido unas raices suyas, y has sumado a lo que queda el
cuadrado de la mitad de la cantidad de aquellas raices, entonces la raiz del resultado es menor que la
raiz del bien con una cantidad igual a la mitad de la cantidad de estas raices (al-Ha'im, 2003, p. 94).

n
m——

2

2

En nuestro sistema de signos, el preliminar se traduce a la identidad: (m - n\/Z ) + (Ej

El hecho que Ibn al-Ha'im remita las demostraciones de los preliminares numéricos a los libros de
la geometria no significa que no se han propuesto demostraciones numéricas a los mismos. En
efecto, en el capitulo cuatro dedicado a la multiplicacion de su tratado Raf" al-hijab “an ujith a mal
al-hisab, Ibn al-Banna al-Murraqushi (m. 1321) afirma que las demostraciones de los métodos que
transforman las ecuaciones compuestas a las simples se basan en una manera de multiplicar que ¢l
denomina adarbu bi-attarbi” (la multiplicaciéon elevando al cuadrado)

El porqué del operar en las ecuaciones compuestas se entiende con la multiplicacién elevando al
cuadrado (al-Banna, 1988, p. 309).

Esta forma de multiplicar incluye tres identidades numéricas donde la multiplicacion de dos
numeros positivos se expresa como una descomposicion aditiva, sustractiva, multiplicativa, o
division de dos numeros positivos, que dependen de los numeros multiplicados, y donde al menos
uno de ellos se eleva al cuadrado. Previa enunciacion de tres identidades equivalentes, Ibn al-Banna
aporta una demostracion numérica al segundo preliminar de Ibn al-Ha'im (Ibn al-Banna, p. 260).

Ademas de una diversificacion en la enunciacion de los preliminares numéricos en distintas formas
equivalentes, encontramos justificaciones numéricas del primer y tercer preliminar de Ibn al-Ha'im.
Lo que significa que los preliminares numéricos, con sus diferentes enunciaciones en el lenguaje
vernaculo, ya forman parte de la secuencia didéctica de los contenidos en los manuales de texto del
algebra arabe.

Lo que distingue a Ibn al-Ha'im de su antecesor Ibn al-Banna es recordar los preliminares
necesarios justo antes de empezar la demostracion para su aplicacion inmediatamente después en la
justificacion del encadenamiento logico de la demostracion.

DEMOSTRACIONES ALGEBRAICAS DE LOS ALGORITMOS DE RESOLUCION DE
LA PRIMERA ECUACION COMPUESTA

La primera ecuacidon compuesta candnica, un bien y sus raices igualan un nimero, se traduce con

nuestro lenguaje simboélico a la siguiente ecuacién: x” +bx =c¢ donde b y ¢ son niimeros positivos
enteros o racionales. A continuacioén presentamos un analisis de dos demostraciones algebraicas de
resolucion de la primera ecuacion compuesta. La primera es del algoritmo clésico, la segunda es la
de transformar la primera ecuacion compuesta a la primera o tercera ecuacion simple.
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Demostracion del algoritmo clasico de resolucion

Es bien conocido que el algoritmo clésico de resolucidn se ejecuta en cinco pasos: tomar la mitad de
la cantidad de las raices, elevar al cuadrado esta mitad, sumarle el nimero simple, extraer la raiz
cuadrada del total, y substraerle la mitad de la cantidad de las raices. En nuestro lenguaje simbdlico,
los pasos se traducen a:

b (b (bY bY bY b
—=|=| == | ez | te= | = | +e—=
2 |2 2 2 2 2

Ibn al-Ha’im ha explicado los pasos de ejecucion del algoritmo cldsico con cinco ejemplos
numéricos distintos, el primero de ellos servira luego para explicitar la demostracion del algoritmo:
un bien y diez de sus raices igualan veinticuatro.

Inmediatamente antes de explicitar la demostracion del algoritmo, Ibn al-Ha’im recuerda el primer

preliminar que se limita a explicar con un ejemplo. Partiendo de la ecuaciéon x” +10x = 24 procede a
desglosar con palabras los pasos de la demostracion.

Supongamos que estamos hablando del primer ejemplo, que es un bien y diez de sus raices igualan
veinticuatro. Entonces, decimos que la cantidad de las raices es el ntimero inicial, y la cantidad de las
raices del bien ligado a ella es el numero afiadido a ¢él. Y el nimero simple es como el resultado de
multiplicar el nimero con el afadido por el afiadido. Entonces los veinticuatro, en el ejemplo, seran
obtenidas a partir de multiplicar el diez y la cantidad de las raices del bien, afadida a ella, por la
cantidad de las raices afiadidas. Cuando tomamos la mitad de la cantidad de las raices y elevamos al
cuadrado esta mitad y afiadimos el resultado, que es veinticinco, al nimero se juntan cuarenta y
nueve, que es lo mismo que el cuadrado de la suma de la cantidad de las raices afiadidas a la mitad
de diez. La raiz de cuarenta y nueve, que es siete, serd la suma de la mitad de la cantidad de las
raices y la cantidad de las raices afiadidas al diez. Cuando se substrae del siete la mitad de diez
quedan dos que son la cantidad de las raices del bien afiadidas a las diez raices. Asi sabes que el bien
iguala dos de sus raices, y entonces cada raiz sera dos, tal como hemos anticipado que en cada bien
hay tantas raices como unidades haya en una raiz. Se ha quedado claro, por lo que hemos dicho, el
porqué de hallar la mitad de las raices, sumar el cuadrado de la mitad al nimero, tomar la raiz del
total, y substraerle la mitad (al-Ha'im, 2003, p. 80).

El esquema de la demostracion puede describirse de la manera siguiente:

e Reenunciacion del primer preliminar numérico usando las especies de nimeros del 4lgebra.
El preliminar se expresa en su forma general para cualquiera ecuacion compuesta de este
tipo. Se hace referencia a las especies de nimeros que componen la ecuacion de manera
abstracta, y no se menciona el ejemplo numérico de la ecuacion.

e Decimos que la cantidad de las raices es el nimero inicial. Aqui identifica b, que es la
cantidad de las raices en la ecuacidén, con m, que es el nimero inicial en el primer
preliminar.

e La cantidad de las raices del bien ligado a ella es el nimero afadido a €l. El bien, x*,es
concebido geométricamente como producto de la raiz por si misma. Sin embargo aqui se
define aritméticamente como suma de la raiz tantas veces como la propia raiz. Es decir

X=X x=x+x+..4x (x-veces, la cantidad de las raices del bien). Al sustituir n por x

2 2
en el primer preliminar, se obtiene (b + x)x + (g] = (5 + x] .

e Y el numero simple es como el resultado de multiplicar el nimero con el afiadido por el
afnadido. Es una factorizacion del primero miembro de la ecuacion: (b+ x)x =c.
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e Ejemplificacion explicativa de la abstraccion. La demostracion se concreta con el ejemplo
numérico de la ecuacion, aunque el razonamiento sigue desarrollandose en términos
generales.

e Entonces los veinticuatro, en el ejemplo, seran obtenidos a partir de multiplicar el diez y
la cantidad de las raices del bien, afiadida a ella, por la cantidad de las raices afnadidas.

Ejemplifica la factorizacion anterior de la ecuacion, es decir, (10 + x)x =24.

e (Cuando tomamos la mitad de la cantidad de las raices. Esto es (%j =—2=5.

2 2
e FElevamos al cuadrado esta mitad. Esto es (g] = (%j =5 =25.

e Anadimos el resultado, que es veinticinco, al nimero, se juntan cuarenta y nueve. Esto

2
es (9] +e=(b+x)x=25+24=49.
2

e Que es lo mismo que el cuadrado de la suma de la cantidad de las raices afiadida a la
mitad de diez. Se aplica la igualdad del preliminar numérico

2 2 2 2
(b+x)x+ b = é+x = b + ¢, y con el ejemplo se escribe m+x =49.
2 2 2 2

e Hallar la raiz. Este paso se consigue con la extraccion de la raiz cuadrada, que es una
operacion aritmética.

e Laraiz de cuarenta y nueve, que es siete, sera la suma de la mitad de la cantidad de las

2
. . . b
raices y la cantidad de las raices afiadida al diez. Esto es (5 + x] = (5] +c,yconel

ejemplo se escribe: (%+ x] = \/E =7.
e (Cuando se substrae del siete la mitad de diez quedan dos que son la cantidad de las

2
raices del bien afiadida a las diez raices. Esto es x = [Ej +c— > es decir, x=2.

e Justificacion de los cinco pasos del algoritmo clasico. Es un desglose de las cinco
operaciones aritméticas que hay que efectuar para calcular el valor numérico de la raiz.

e El porqué hallar la mitad de las raices (Tarea 1).

e Sumar el cuadrado de la mitad al numero (Tareas 2 y 3).
e Tomar la raiz del total (Tarea 4).

e Substraerle la mitad de la cantidad de las raices (Tarea 5).

La demostracion ha sido expuesta en términos generales, ya que se refiere, en todos sus pasos, a las
especies del algebra que componen la ecuacion. Aqui el ejemplo sirve sélo de explicacion de un
razonamiento abstracto.
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Demostracion del algoritmo que transforma la ecuacion compuesta a la simple

Ademas del algoritmo clasico, existe otro procedimiento de resolucion que consiste en transformar
la ecuacién compuesta en la primera o tercera ecuacion simple y que se basa en el segundo
preliminar numérico. No se aporta ningiin ejemplo que acompaiia la explicacion de la demostracion
como se hizo en el caso de la demostracion del algoritmo clésico. Se razona sobre las especies de
numeros en términos abstractos.

Una vez recordado el preliminar Ibn al-Ha'im describe la demostracion con estas palabras donde la
diferencia entre dos nimeros al-fadl es siempre positiva.

Que consideres los dos nimeros cuya diferencia se calcula: el bien y el numero, siempre. Entonces
las raices seran la diferencia entre ellos. Multiplicas uno de ellos por el otro como bienes, y afiades al
resultado el cuadrado de la mitad de la diferencia entre ellos considerada como bienes, el total sera el
cuadrado de la mitad de su suma. Tomas su raiz, que serd la mitad de su suma, y que es cosas y la
guardas. Luego miras la mitad de su suma, que sera siempre el bien y la mitad de las cosas ligadas a
¢l porque el numero, por supuesto, es como el bien y las cosas. Cuando se suma esto al bien, el total
del bien y el numero serd dos bienes y las cosas impuestas. Y la mitad de aquello es un bien y la
mitad de las cosas. Si quieres la primera ecuacion, iguala con aquel guardado, y substraes lo comun,
quedan cosas igualan un bien, que es lo solicitado. Si quieres la tercera, ya sabes que el nimero
iguala el bien y las cosas impuestas y que la mitad de la suma del bien al nimero es un bien y la
mitad de las cosas, el numero sera adicion de la mitad de la suma del bien al nimero y la mitad de
las cosas, y que el guardado iguala la mitad de su suma. Afades a lo guardado la mitad de las cosas,
el total sera cosas igualan el nimero impuesto (al-Ha'im, 2003, p. 82).

Hemos fraccionado la demostracion en tres partes. La primera es comun a las dos restantes. La
segunda explica como transformar la ecuacion compuesta en la primera simple. La tercera explicita
como llevar la ecuacion compuesta a la tercera simple. Una descripcion de la parte comun de la
demostracion se detalla como sigue.

e Aplicar el segundo preliminar.

e Que consideres, siempre, los dos numeros cuya diferencia se calcula: el bien y el
numero. Tomar el bien como n, y el nimero ¢ impuesto en la ecuaciéon como m, es decir

n=x"y m=c en el segundo preliminar.

e FEntonces las raices seran la diferencia entre ellos considerada como bienes. La
multiplicacion de un niimero por el bien es concebida como bienes bx =c—x".

e Multiplicas uno de ellos por el otro. Esto es mn = cx”.

e Afiades al resultado el cuadrado de la mitad de la diferencia entre ellos como bienes.
Sustituyendo, expresa el primer miembro de la igualdad del segundo preliminar en
funcion del bien

2 2\2 2 2 2
— | +tmn= +exT=|— | FexT=| - | X +Hoxt = — | +cCc|x".
2 2 2 2 2

e El total serd el cuadrado de la mitad de su suma. Se aplica la igualdad del segundo

.. m—n)\ bY , [ m+n (e x? ’
preliminar | —— | +mn=|| = | +c¢ |x" = =
2 2 2 2

e Demostrar la parte comtn del método.

e Tomas su raiz, que sera la mitad de su suma, y que es cosas, y la guardas. Al aplicar la
raiz cuadrada a los dos miembros de la igualdad anterior, salen las raices del bien, es
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e+ x’ b ?
decir =x/l =1 +c.
2 2

e [Luego miras la mitad de su suma, que sera siempre el bien y la mitad de las cosas

: +x° b
ligadas a éL. Esto es < 2x =x"+ 7)6

e Porque el nimero, por supuesto, es como el bien y las cosas. Esto es ¢=x" + bx .
e Cuando se suma esto al bien, esto es ¢+ x> =x>+bx+x>.
e El total del bien y el nimero sera dos bienes y las cosas impuestas ¢+ x” =2x” + bx.

+x7 2x°+
e Y lamitad de aquello es un bien y la mitad de las cosas ¢ 2x =22 > bx =x"+ b?x .

Se aprovecha la parte comin de la demostracion en dos ocasiones. La primera es para demostrar
como transformar la primera ecuacion compuesta a la primera ecuacion simple.

e Si quieres la primera ecuacion.

2
e [guala con aquel guardado. Esto es x (g] +e=x"+ % .
2
e Substraes lo comun. Esto es x {g] +c— % =x’.

¢ (Quedan cosas igualan un bien, esto es, se consigue la primera ecuacion simple

A )
—| +tc—=|x=x".
2 2

La segunda aplicaciéon de la parte comun es para demostrar la manera de llevar la primera ecuacion
compuesta a la tercera ecuacion simple.

e Si quieres la tercera
e Yasabes que el nimero iguala al bien y las cosas impuestas. Esto es ¢ = x” +bx .

e Que la mitad de la suma del bien al nimero es un bien y la mitad de las cosas
c+x’ bx

=x’+—.
2 2

e El namero serd la adicion de la mitad de la suma del bien al nimero y la mitad de las

c+x’  bx

cosas ¢ = —.
2
2 2
. . b c+x

e Que el guardado iguala la mitad de su suma. Esto es x (5] +c= 5
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2 2
e Anades a lo guardado la mitad de las cosas. Esto es x (g] +c+ l%x = c+2x + % .
. . bY  bx bY b
e El total es cosas igualan el nimero impuesto x 5 +c+ > = > +c+ 5 x=c.
CONCLUSIONES

Después de la descripcion y el analisis de las demostraciones de los algoritmos de resolucion de las
formas canodnicas de las ecuaciones de segundo grado en Sharh al-urjiiza al-yasminiyya de Ibn al-
Ha'im podemos deducir algunas conclusiones que enfocan tres lineas de reflexion.

La primera se centra en la naturaleza y los rasgos de las propias demostraciones de estos procesos
de resolucion. Las demostraciones estudiadas son puramente algebraicas. En ninguna de las
demostraciones analizadas se ha recurrido a la manipulacion de figuras geométricas. Aunque las
demostraciones estan hechas en un lenguaje retorico, es decir con ausencia del lenguaje simbdlico,
esto no impide calificarlas de algebraicas porque los conceptos que las nutren son algebraicos y no
apelan explicitamente a las proposiciones de Euclides. El ntcleo de estas demostraciones reside en
la aplicacion de cuatro preliminares numéricos que han sido enunciados antes de abordar las
demostraciones y explicados con ejemplos. Estos preliminares no necesitan ser demostrados, ya que
forman parte de las herramientas del algebra.

La segunda reflexion se centra en las consideraciones didacticas hechas por el autor para la
ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones cuadraticas. Es un proceso de ensefianza basado en la
explicacion de los conceptos usando ejemplos. Estos ejemplos han sido diversificados para abarcar
numeros naturales y racionales positivos. La presentacion tematica de las tres ecuaciones ha sido
ordenada y sistematica.

La tercera reflexion aborda las consecuencias que pueden derivarse del analisis que hemos realizado
de estas demostraciones para la organizacion de la ensefianza de la demostracion en el algebra. El
aprendizaje de la demostracion en el dlgebra no sera posible sin que este proceso est¢ acompanado
de ejemplos numéricos que lo clarifiquen.
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Resumen

Se estudia el proceso que va desde las acciones reales y efectivas de anadir y quitar hasta la
construccion de las operaciones aritméticas de suma y resta por parte de los escolares de 3, 4y 5
anos. El esquema logico-matematico subyacente es el de transformaciones. Para que se den estas
operaciones deben presentarse simultaneamente dicho esquema y la cuantificacion, siendo esa
simultaneidad la que lleva a las relaciones numéricas. Teniendo en cuenta que el origen de las
operaciones de suma y resta en el escolar esta supeditado a las acciones de anadir y quitar que se
desarrollan en un proceso de construccion mental de los esquemas logicos-matematicos de
transformaciones de cantidades discretas, se propone un plan de actuacion en el aula de educacion
infantil mediante un tratamiento sistemdatico de dichas operaciones.

Palabras clave: Suma, resta, operaciones aritméticas, educacion infantil, educacion matemadtica.
Abstract

This study examines the process that spans from real and effective addition and deduction actions
to constructing the arithmetic operations of adding and taking away in schoolchildren aged 3, 4
and 5. The underlying logical-mathematical model is that of transformations. For these operations
to take place this model must be introduced at the same time as quantification, since it is this
simultaneity that leads to numerical relationships. Bearing in mind that the inception of addition
and subtraction operations in schoolchildren is subject to the actions of adding and taking away
that are developed in a process of mental construction of the logical-mathematical models of
transformations of discrete quantities, an early childhood classroom action plan is proposed using
a systematic treatment of these operations.

Keywords: Addition, subtraction, arithmetic operations, early childhood education, mathematical
education.

INTRODUCCION

Existen transformaciones que cambian la cantidad frente a otras que la dejan invariante. Las
primeras son las transformaciones cuantitativas y las segundas son las cualitativas. Cuando las
cantidades que se estan tratando son cantidades discretas esas transformaciones tienen un reflejo en
las operaciones aritméticas. (Naito y Miura, 2001).

Los nifios y nifias pequefios/as (menos de tres afios) son capaces de actuar sobre los objetos reales
(conchas, piedras, lapices, hojas, etc.) manipulandolos y realizando acciones que mas tarde
concluirdn en la suma y la resta; se trata de la accion real y efectiva (Dickson, Brown y Gibson. 1991).
El siguiente paso, es conseguir que los nifios y nifias relaten las acciones que realizan, asi van
contando la accion al mismo tiempo que la ejecutan, es lo que Mialaret (1984) llama "accion
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acompanada de lenguaje". Con ello se consigue que: se adquieran términos basicos equivalentes a
reunir-anadir, quitar-separar, diferencien unas acciones de otras, tomen conciencia del esquema de
las transformaciones, sepan diferenciar las partes de un todo, etc., y en definitiva se den cuenta de
todos los aspectos, a nivel de accion, que se ponen en funcionamiento al realizar una operacion
aritmética. A la edad de tres afios los nifios y nifias son capaces de contar lo que esta sucediendo.
(Vilette, 2002).

En este camino ascendente hacia la abstraccion, nos encontramos que los nifios y nifias de cuatro
afnos son capaces de relatar una accion que so6lo existe en su mente, que no se esta realizando de
forma efectiva, ya no se actia sobre objetos concretos, es "la conducta del relato" (Hughes, 1981,
Mialaret, 1984).

Finalmente, a los cinco afios, los nifios son capaces de comprender que una traduccidon simbolica del
tipo 3+2 expresa una accion real, ademas, por conteo ascendente, pueden resolver problemas
abstractos sin base concreta como por ejemplo: ";Cuantos son tres mas dos?" (Hughes, 1981).

En el periodo que abarca la Educacién Infantil se dan los primeros encuentros del nifio/a con la
adicion y la sustraccion puesto que las acciones y transformaciones que dan lugar a estas dos
operaciones son elementales y aparecen simultaneamente con el concepto de ntimero.

Mediante la revision de investigaciones en niflos y nifias pequefios/as sobre la suma y la resta
(Ginsburg y Pappas, 2004; Hughes, 1981; McCrink y Wynn, 2004; Naito y Miura, 2001; Robinson,
2001; Starkey y Gelman, 1982; Zur y Gelman, 2004). podemos asegurar que existen tareas
apropiadas en las que estas operaciones parten de las acciones de anadir y quitar, siendo ésta la
forma mas adecuada para tratar los inicios de la aritmética en Educacion Infantil.

EL PASO DE ANADIR Y QUITAR A SUMAR Y RESTAR

Es un hecho constatado que los primeros encuentros del nifio/a con la suma y la resta se realiza sin
necesidad de una instruccion previa (Canobi, Reeve y Pattison, 2003; Carpenter y Moser, 1979;
Carpenter et al, 1999; Dickson, Brown y Gibson, 1991). Estos contactos se realizan en un entorno
cercano al nifio/a; es por ello por lo que nos planteamos analizar algunas situaciones familiares en
las que aparecen las acciones de quitar o afiadir y en base a ellas analizar la interiorizacion de las
operaciones aritméticas de suma y resta (Fernandez, 2001).

Las acciones de afiadir o quitar objetos, a una coleccion dada, transforman la cantidad. Lo primero
que queremos observar en los nifios es si realmente ellos se percatan de este hecho en edades
tempranas. En general, los nifios de tres afios, son capaces de observar, e incluso de decir, "hay
mas" o "hay menos" ante situaciones en las que se transforman la cantidad.

Una de las situaciones familiares trabajadas consistia en lo siguiente: la madre le prepara para
desayunar al nifio pequeio (de dos a tres afios) una bandeja con 4 galletas y un vaso de leche. Esta
situacion se repite dia tras dia. Después de un tiempo, una mafiana solo aparecieron 3 galletas en
lugar de las cuatro que venia siendo habitual; fué entonces cuando el nifio pequefio advirtio que
faltaba una (Fernandez, 2007).

Aprovechamos esta situacion para presentarle bandejas con tres galletas, €1 o ella decia que habia
tres (respuesta que daba por subitizacion). Cuando ya se tenia la certeza de que conocia el estado
inicial y que lo podia retener en su memoria (€sto ocurria dia tras dia preguntandole, varias veces y
en distintos momentos, que cudntas galletas habia en la bandeja), se realizaba la transformacion que
consistia en afnadir una, y asi llegamos al estado final que son cuatro galletas en la bandeja, el nifio/a
ante esta nueva situacion decia que habia una mas.

Se repiten los ejercicios durante varios dias. La madre ponia dos bandejas con tres galletas cada
una. El o ella las veia y decia que habia lo mismo. Entonces a una de las bandejas se le afiadia una
mas, y se le preguntaba qué era lo que habia pasado, y decia que habia puesto una. El hecho de
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poner dos bandejas con el mismo niimero era para que tuviese simultineamente presente el estado
inicial y final de la transformacioén, y con ello se perseguia que el nifio/a se centrase en la accion, en
este caso de afadir una galleta.

No obstante, en su quehacer diario los nifios y nifias dan muestra inequivoca de que las acciones de
quitar o anadir cambian la cantidad. Asi, por ejemplo, si un nifio/a esta jugando con cochecitos y en
su monologo dice: "voy a por mas" y acto seguido trae dos coches mas que une a su coleccion,
prueba que este nifio o nifia es consciente de que la coleccion de objetos aumenta cuando se afiaden
nuevos elementos frente a la conducta de separar objetos para obtener mas. Asimismo, si alguien le
quita algiin coche y el nifio/a hace comentarios como éste: "damelo porque ahora tengo pocos",
estaremos ante un caso en el que sabe que si se quitan objetos de la coleccion la cantidad queda
modificada para tener menos que antes.

En general, todos los nifios y nifias investigados, a la edad de tres afios, son capaces de decir "hay
mas" ante una situacion en la que se anaden varios objetos a una coleccion de cinco elementos
como maximo (si ponemos mas de cinco objetos algunos nifios/as de tres afnos dicen que hay
muchos y cuando afiadimos nuevos objetos, sigue habiendo muchos). Andlogamente son capaces de
decir "hay menos" cuando la situacion se plantea quitando varios objetos de una coleccion dada.

Ademas los nifos/as pequefios/as, son capaces de establecer la relacién inversa entre las dos
acciones. Saben que si quitamos un objeto de una coleccion, lo que debemos de hacer para tener el
mismo numero que al principio es afiadir uno. Asi, por ejemplo, cuando un nifio o nifia juega con
coches, y la madre le quita uno, dice "dame el que me has quitado". Incluso en situaciones en las
que el nifio/a tenia los coches dipuestos en los cuatro vértices de una mesa cuadradra, se le quitaba
uno y se le preguntaba ;qué hacemos para tener lo mismo que antes?, respondia "poner uno mas", y
aun en un grado de abstraccion mayor, si tenia cuatro galletas en una bandeja y la madre se comia
una, a la vista de que quedaban tres galletas en la bandeja, le preguntaba que cudntas galletas se
habia comido y respondia que una; entonces ;/qué tenemos que hacer para tener el mismo niimero
de galletas que al principio?, y el nifio/a respondia que poner una.

Esta ultima situacioén, ademas de poner de manifiesto la relacion inversa entre las acciones de anadir
y quitar, indica que los nifios y nifias de tres afios pueden cuantificar el cambio cuando la diferencia
es de uno. Asi, si cambiamos tres galletas por dos, dicen: "falta una"; pero si cambiamos cinco por
tres dicen "hay menos". Por lo tanto, los pequefios y pequefia no cuantifican el cambio cuando la
diferencia entre el estado inicial y el estado final de la transformacion aritmética es mas de uno.

.Como se recorre el camino hacia la cuantificacion?

Para Dickson y otros (1991), el paso previo hacia la cuantificacion, y por tanto el inicio de las
operaciones, es el principio de cardinalidad. Cuando el nifio/a toma conciencia de que el proceso de
recuento se puede usar para obtener el niumero de elementos de una coleccion, estara iniciando el
camino adecuado para cuantificar el nimero de objetos que se afiade o se quita a una coleccion
dada; y ésto, segtin los autores citados se da a la edad promedio de cuatro afios y dos meses.

Pero las operaciones de sumar y restar conllevan algo més que el simple recuento de una coleccion
de objetos. Bajo las acciones de anadir y quitar, subyace el esquema de transformaciones de
cantidades discretas (Vergnaud, 1985); cuando se realiza una de estas acciones se tiene que recordar
y pensar simultdneamente en: el estado inicial (lo que se tenia), la transformacion (acciones de
quitar o afiadir) y el estado final (lo que se tiene ahora); y se da la circunstancia de que las tres
secuencias de la transformacion no se dan al mismo tiempo, por eso en la suma y la resta el nifio/a
tiene que hacer algo més que contar una coleccidon de objetos. Asi, por ejemplo, se le presenta tres
caramelos, se guardan en una bolsa y le damos dos caramelos mas en la mano; el nifio/a, que
efectivamente, tiene adquirido el principio de cardinalidad dice que hay 3 caramelos en la bolsa, y
que después tiene 2 caramelos mas en la mano; pero si no utiliza el esquema de transformacion no
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es capaz de llegar a la operacion de sumar, que requiere establecer una relacion numérica entre los 3
caramelos de la bolsa y los 2 que tiene en la mano.

.Como se establece las relaciones numéricas para cuantificar la accion?

Un indicio de que el nifio/a empieza a establecer relaciones numéricas es cuando usa estrategias de
recuento progresivo para cuantificar la accion. Cuando cuenta a partir de tres, dos unidades mas,
para determinar el nimero de caramelos que tiene, esta estableciendo la relacion que existe entre el
cardinal 3 y el cardinal 2 atendiendo a la accion de afiadir, y por tanto estd sumando 3 y 2. Otra
conducta menos evolucionada que la anterior, pero que indica el establecimiento de relaciones
numéricas, es cuando se recurre al recuento completo de la nueva coleccion ayudandose de los
dedos o de objetos materiales concretos.

Estamos en un momento de la investigacion en el que se tiene adquirido el principio de
cardinalidad, nuestro esfuerzo ird dirigido al establecimiento de relaciones numéricas, para ello
trabajamos: El esquema de transformaciones de cantidades discretas.

Ello supone distinguir entre transformaciones que cambian la cantidad de aquellas que no la
cambian, y que los niflos y nifias sean capaces de describir y reconocer las tres partes de una
transformacion, esto es: Estado Inicial (E.I.), Transformacion (T) y Estado Final (E.IL.).

Cuando son capaces de relatar, por ejemplo, situaciones como estas: "Tenia 3 caramelos (E.I.), ta
me has dado 2 (T) y por eso tengo 5 caramelos (E.F.)", serd la prueba inequivoca de que estan
estableciendo relaciones numéricas y que por tanto estdn cuantificando la accion de anadir.

Este tipo de relato lo consiguen los nifios y nifias a una edad promedio de cuatro afios y medio
(Fernandez, 2007). Debemos sefialar que a la hora de describir la transformacion anterior presentan
fundamentalmente tres conductas, a saber:

* (Conducta uno. Se describe una unica secuencia: a) Estado Inicial (E.I.): "Antes tenia
menos"; b) Estado final (E.F.): "Ahora tengo mas"; c) Transformacién (T): "Me has dado

dos".

* Conducta dos. Se describen dos secuencias: a) Estado Inicial y Estado Final (E.I. y E.F.):
"Antes tenia menos y ahora tengo mas"; b) Transformacion y Estado Final (T. y E.F.): "Me
has dado dos y por eso ahora tengo mas"; c¢) Estado Inicial y Transformacion (E.I. y T):
""Tenia menos y me has dado dos".

* Conducta tres. Se describe todo la transformacion: Estado Inicial, Transformacion y Estado
Final (E.I., T. y E.F.):"Antes tenia menos tu me has dado dos y ahora tengo méas", o bien
"tengo mas que antes porque ti me has dado dos".

En estas conductas se realiza una descripcion cualitativa de las transformaciones, los nifios y nifias
saben que la cantidad ha variado, que el estado final supone una modificacion de la cantidad de
caramelos respecto del estado inicial lo que constituye un primer paso para llegar a cuantificar la
accion.

Una vez que son capaces de realizar esas descripciones, el siguiente paso seria conseguir que
pudieran describir todo el proceso de la transformacién con la exigencia de que deben indicar
cantidades concretas. Cuando se describe toda la transformacion: Estado Inicial, Transformacion y
Estado Final (E.I., T. y E.F.): "Tenia 3 y ahora tengo 5 porque me has dado 2", estamos en el caso
de conducta més evolucionada y supone el éxito operatorio; en ella se llega a interiorizar de tal
forma la accion que se consigue expresar los estados mediante nimeros, lo cual indica el paso de
las operaciones en sentido fisico a las operaciones aritméticas (Fernandez, 2007).

Para pasar de las descripciones cualitativas a las cuantitativas debemos trabajar con los nifios y
nifas estos interrogantes: ;cuadntos tenias al principio?, ;jcuantos tienes ahora?, ;cuantos te he
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dado?, ;cudnto mas tienes ahora que antes?, con el fin de que se percaten de las tres secuencias de
la transformacion y de que establezcan relaciones numéricas.

Referente a la accion de quitar podemos seguir los mismos pasos. Debemos conseguir que
describan toda la secuencia de la transformacion donde, ahora, la accion en lugar de "afiadir" es
"quitar". Trabajamos, por tanto, situaciones como estas: "Nuria tenia 5 caramelos, se come 2 y
ahora tiene 3 caramelos".

En las descripciones cualitativas se da una situacion andloga a la anterior, en este sentido los

nifos/as dicen: "antes tenia mas y ahora tengo menos", o bien "me he comido 2", 6 "tengo menos
porque me he comido 2". A la hora de hacer una descripcion cuantitativa, hay nifios/as que
establecen correctamente la relacion entre 3 y 5 cuando se trata de anadir dos y no asi llegar del 5 al
3 quitando 2, y es que parece ser que en un principio el recuento progresivo es mas facil que el
recuento regresivo.

Para ello se propone trabajar desde el principio la accion de quitar como inversa de la de anadir.
Entonces cuando decimos “tienes 3 y afiades 2, ;cuantas tienes?, inmediatamente proponemos ;qué
tienes que hacer para tener las mismas que al principio?, con ello pretendemos que con la cuenta
3+2=5 se tenga ademas las cuentas 5-3=2 y 5-2=3 (Fernandez, 2007).

TRATAMIENTO DIDACTICO DE LA SUMA Y LA RESTA

Hay modelos aditivos en los que no se da el esquema de transformaciones sino que subyace el
esquema parte-parte-todo, como por ejemplo “Tengo 3 coches rojos y 2 verdes, ;cuantos coches
tengo?”, dandose las acciones de reunir y separar.

Teniendo en cuenta los dos esquemas l6gico matematicos, junto a los tipos de acciones afiadir-
quitar y reunir-separar, y todo lo tratado anteriormente, proponemos que el tratamiento didactico de
la suma y la resta en Educacion Infantil se realice atendiendo a 4 tareas tipo. Cada una de ellas
conlleva estos esquemas:

* Acciones de afadir y quitar, que denominaremos como AQ

* Cuantificacion de las acciones de anadir y quitar mediante el esquema de transformaciones,
que denominaremos como T

* Acciones de reunir y separar que denominaremos como RS

* Cuantificacion de las acciones de reunir-separar mediante el esquema parte-parte-todo que
denominaremos como PPT

A su vez, cada uno de estos esquemas estara dividido en tres de este modo:
AQ

* Acciones de afnadir, que denominaremos A

* Acciones de quitar, que denominaremos Q

* Acciones de anadir y quitar, que denominaremos A-Q

* Cuantificacion de las acciones de afiadir, que denominaremos TA
* Cuantificacion de las acciones de quitar, que denominaremos TQ

* Cuantificacion de las acciones de afiadir y quitar, que denominaremos T(A-Q)
RS
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* Acciones de reunir, que denominaremos R
* Acciones de separar, que denominaremos S

* Acciones de reunir y separar, que denominaremos R-S

* Cuantificacion de las acciones de reunir, que denominaremos PPTR
* Cuantificacion de las acciones de separar, que denominaremos PPTS
* Cuantificacion de las acciones de reunir y separar, que denominaremos PPT(R-S)

Recogemos esto en la tabla siguiente:

Tabla 1. Tratamiento didactico de suma y resta en 3, 4 y 5 afios

Clases 3 arfios 4 anos 5 anos
AQ3: A3, Q3, (A-Q)3 AQ4: A4, Q4, (A-Q)4 AQS: A3, Q5, (A-Q)5
T3: TA3, TQ3, T(A-Q)3 T4: TA4, TQ4, T(A-Q)4 T5: TAS, TQS, T(A-Q)5
Tareas RS3: R3, S3, (R-S)3 RS4: R4, S4, (R-S)4 RSS5: RS, S5, (R-S)5
PPT3: PPTR3, PPTS3, PPT4: PPTR4, PPTS4, PPTS: PPTRS, PPTSS,
PPT(R-S)3 PPT(R-S)4 PPT(R-S)5

Acabamos de establecer una codificacion de tareas que aclaramos a continuacion: Una tarea
cualquiera XYn, donde XY toma los valores AQ, T, RS y PPT y n los valores 3, 4 y 5, es la tarea
que conlleva el esquema logico-matematico XY para proponerla en la clase de 3 afios, de 4 afios 6
de 5 afios. Asi por ejemplo AQ3 es la tarea propuesta para el tratamiento didactico de “Acciones de
Afadir y Quitar” en nifios de 3 afios.

Llamaremos Tarea XYn (con XY variando entre los valores AQ, T, RS y PPT, y n toma los valores
3 afos, 4 afios 0 5 afios) a un conjunto de actividades que conlleva el esquema logico-matematico
XY adecuadas para la clase de n afios.

Para cada tarea haremos lo siguiente: presentacion que conlleva sistematicamente 3 actividades (por
ejemplo, para la tarea AQ3, las tres actividades son: acciones de afiadir A3, acciones de quitar Q3 y
acciones de afiadir y quitar (A-Q)3); andlisis operatorio que consiste en analizar las competencias
logico-matematicas implicadas en la realizacion de la actividad; y por ultimo, para los esquemas
implicados surgidos del andlisis operatorio, se planteara una situacion didéactica. Todo esto se
recoge en la figura 1.

Por ejemplo, para la cuantificacion de las acciones de afnadir y quitar en 3 afios quedaria tal como se
muestra en la figura 2.

El modelo de la figura 1 se aplica, para las acciones de afiadir y quitar y la cuantificacion mediante
el esquema de transformaciones, en la clase de 3, 4 y 5 afos atendiendo a las siguientes pautas:

* En la clase de 3 afios se trabaja las acciones de afiadir y quitar provocando la accion, por eso
se le dice al nifio “coge mas”, “quita algunas”. Para la cuantificacion de estas acciones se
realiza de manera sistematica afadiendo uno con el esquema de transformaciones y con el
formato “caja abierta-caja cerrada” (Hughes, 1981) o lo que es lo mismo “accion real”

(Mialaret, 1984).

* En la clase de 4 afios se trabaja las acciones de afiadir y quitar sin provocar la accidon, por
eso se le dice al nifio “;qué tienes que hacer para tener mas? y para tener menos” Para la
cuantificacion de estas acciones se realiza de manera sistematica afiadiendo 2, 3 6 4 con el
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esquema de transformaciones y con el formato “caja cerrada-caja hipotética” (Hughes,
1981) o lo que es lo mismo “accion real y conducta del relato” (Mialaret, 1984).

En la clase de 5 afios se trabaja las acciones de afiadir y quitar mediante un relato, sin
objetos tangibles. Para la cuantificacion de estas acciones se realiza de manera sistematica
trabajando los dobles, los dobles mas uno con el esquema de transformaciones y con el
formato “caja hipotética- codigo formal” (Hughes, 1981) o lo que es lo mismo “conducta del
relato-representacion simbodlica” (Mialaret, 1984).

TAREA XYn

-

Presentacion de
la actividad

XYn

Actividad Yn

Actividad Xn Actividad X-Yn

Analisis Operatorio

Esquema logico-
matematico X-Yn

Esquema logico-
matematico Yn

Esquema logico-
matematico Xn

Situacion Xn Situacion Yn Situacion XYn

Figura 1. Actuacion en el Aula de Educacion Infantil en el tratamiento didactico de suma y resta
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TAREA T3
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/Actividad TA3. De
manera sistematica
trabajar +1 y +2, con el
EIyE.F,
respectivamente, 4 y 5
elementos como
maximo.

+1) 141, 2+1, 3+1 y
4+1

+2) 1+2, 242 y 3+2

Cuantificacion de las acciones de
afiadir y quitar mediante el esquema de
las transformaciones, en 3 aios.

Formato de actividades: “caja abierta y
cerrada”

manera sistematica
trabajar -1y -2,
partimos de un E.I de
hasta 4 elementos como
maximo.

1) 2-1,3-1y41
-2) 3-2y4-2

/Actividad TQ3. De \

6ctividad T(A-Q)3. De

A

manera sistematica
trabajar +1 y +2 como
inversa 6 reciproca de -1y
-2,conelElyE.F,
respectivamente, 4y 5
elementos como maximo.
+1,-1) “2+1y3-1"y
“3+1y4-1”
+2,-2) “242y4-2"y
“3+2y5-2”

quuema logico-

matematico TA3.
Convertir la cantidad
del Estado inicial (E.L.)
en ordinal y proseguir
la cuenta, el ordinal
convertirlo en cardinal
para dar la solucion.

~

Analisis Operatorio

quuema logico-

matematico TQ3.
Convertir la cantidad
del Estado inicial (E.L.)
en ordinal y proseguir
la cuenta, el ordinal
convertirlo en cardinal
para dar la solucién.

\quuema logico-

matematico T(A-Q)3.
Convertir la cantidad
del Estado inicial (E.L.)
en ordinal y proseguir
la cuenta, el ordinal
convertirlo en cardinal
para dar la solucién.

a la solucion mediante
un recuento

progresivo adaptando
la actividad

Situacion TA3. Llegar \

/Situaci(’m TQ3. El uso \

de la secuencia
numeérica

/Situacic’m T(A-Q)3.
Mediante soluciones
aditivas se resuelven
las restas

Figura 2. Tarea para la cuantificacion de las acciones de afiadir y quitar en 3 afios
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LA MATEMATICA EN LA FORMACION UNIVERSITARIA DE
MAGISTERIO Y SU APLICACION EN LA PRACTICA REAL EN
LAS AULAS DE PRIMARIA: UN ESTUDIO DE CASO

Mathematics in the university of teacher training and its application in the real
practice in elementary education classrooms: a case study

Eugenia Fernandez Martin
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Resumen

La mayoria de los alumnos que eligen la carrera de magisterio, suelen pertenecer al ambito de
letras, aspecto muy relevante en cuanto a las inclinaciones y preferencias por la matemdtica de
estos futuros profesionales en la mayoria de los casos. El conocimiento diddctico-matematico
impartido en las aulas universitarias y el conocimiento prdctico que se descubre con la experiencia
real, tienen una enorme importancia en la formacion del profesional de la educacion. Es por ello,
por lo que este estudio pretende comprender como los protagonistas del mismo (estudiantes de
magisterio de primaria en prdcticas) perciben la conexion entre los conocimientos diddctico-
matematicos aprendidos en la Facultad y las experiencias reales en sus practicas en un periodo de
cinco anos (en el ario 2009; y en la actualidad: aiio 2014).

Palabras clave: Matematicas, Educacion Primaria, asignatura, universidad.

Abstract

Most students, who choose the career of teaching, are often in the field of language, this is very
relevant as to the inclinations and preferences for mathematics of these future professionals in most
cases look. The teaching-mathematical knowledge taught in university classrooms and practical
knowledge that is discovered with the actual experience, are extremely important in the formation
of professional education. Therefore, this study aims to understand how the subjects (students of
teachers in elementary education practices) perceive the connection between teaching and
mathematical knowledge learned in the Faculty and the actual experiences in their practices in a
period of five years (in the year 2009 and today: 2014).

Keywords: Mathematics, Primary Education, matter, university.
INTRODUCCION

En los actuales momentos de cambio que vive la universidad con los procesos de convergencia
Europea, la formacion inicial del estudiante, parece recobrar un especial interés. Las practicas reales
se convierten en uno de los 4mbitos que mds atencion requiere, ya que suponen el pilar fundamental
como elemento de transito entre la institucion universitaria y el campo laboral, pudiéndose poner de
manifiesto las competencias (Angulo, Barquin y Pérez; 1999).

Uno de los aspectos mas importantes de la formacion del profesional de la educacion es, no solo los
conocimientos que se imparten en las aulas universitarias, sino también el conocimiento practico
que estos alumnos y alumnas van vislumbrando con la experiencia real (Angulo, 1994; Elliott,
1989; Vaillant y Pierzynski, 2006), lo que se lleva a cabo en el periodo de practicas en los centros
educativos de primaria, mediante las asignaturas de Prdcticums. Este hecho, es més notorio en
Fernandez-Martin, E. (2014). La matematica en la formacion universitaria de magisterio y su aplicacion en la practica
real en las aulas de primaria: un estudio de caso. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T.
Sanchez-Compafia, C. Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y

Algebraico e Historia de las Matematicas y Educacion Matematica - 2014 (pp. 75-80). Malaga: Departamento de
Didactica de las Matematicas, de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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asignaturas relacionadas con la matematica, donde las competencias didactico-matematicas que se
ofrecen en la Facultad deben relacionarse con las experiencias practicas reales que se viven en los
centros educativos en la asignatura de matematica, pues lograr el equilibrio entre teoria y practica
supone la dificultad mas apremiante con la que se enfrenta la formacion inicial de estos futuros
profesionales (Angulo, 1994). Ambos conocimientos son importantes para la formacion del
alumnado y debe existir una coherencia entre lo que se disefla tedricamente y la practica,
manteniendo en todo momento un equilibrio entre las herramientas tedricas y la practica (Elliott,
1989; Septlveda, 2009), debiéndose evitar la descontextualizacion y el exceso tedrico (Vaillant y
Pierzynski, 2006).

El principal hecho que se observa en cuanto al alumnado que elige la carrera de magisterio, es que
la mayoria pertenecen al ambito de letras, lo que hace vislumbrar su “predileccion” por la
matematica en la mayoria de los casos. Aspecto que también influird en el proceso de ensefianza-
aprendizaje y formacion inicial de estos alumnos y alumnas como futuros profesionales de la
educacion.

Esta formacion inicial para los que van a desarrollar su practica profesional se orienta desde una
perspectiva muy concreta, pero puede que sea necesario restablecer y mejorar los criterios para
seleccionar al profesional de la educacion, fundamentalmente de entrada a la Universidad
(Imberndén, 2006; Ingarson y Kleinhenz, 2006). Asi mismo, este periodo de formacién inicial
constituye una herramienta necesaria para enfrentarse a los dilemas profesionales y mejorar la
educacion, mediante la relacion practico-tedrica y la comprension de la realidad educativa (Elliott,
1989; Fraile, 1997; Martinez, 2001; Schon, 1992; Stenhouse, 1985, 1987; Tardif, 2004).

En esta formacion didéactico-matematica es fundamental la ayuda del profesor universitario
apoyandose en los estudios tedricos y vinculando la teoria a la practica (Vaillant y Pierzynski,
2006), actuando como agente facilitador, guia del proceso de ensefianza - aprendizaje, teniendo en
cuenta también las relaciones entre Facultades de Educacion y centros educativos (Angulo, 1994;
Cochran-Smith y Lytle, 2002; Schon, 1992).

Por lo tanto, el presente estudio pretende indagar y comprender como los protagonistas del mismo
(estudiantes de magisterio de primaria en practicas) perciben la conexion entre las experiencias
reales en sus practicas en la asignatura de matematica y los conocimientos didactico-matematicos
aprendidos en la Facultad en un periodo de cinco afios (en el afo 2009; y en la actualidad: afio
2014). Asi como la evolucion de dicha percepcion en este periodo de un lustro, incluyendo las
diferencias y/o similitudes que se evidencian.

OBJETIVOS

Se pretende comprobar, comprender, valorar y conocer el sentido y valor educativo de la
matematica en la formacion universitaria de magisterio y su aplicacion en la préctica real en las
aulas de primaria.

Comprobar su evolucion y/o cambios-similitudes en un periodo de cinco afios.
RELATO DE LA INVESTIGACION

El disefio del presente estudio, se enmarca dentro de la literatura cientifica de investigacion definido
desde el paradigma cualitativo, ya que permite al investigador/a acercarse a los datos y proveerle
oportunidades para construir percepciones y conocimientos a partir de las evidencias que se
obtienen (Burgess, 1984). El objetivo que se pretende en esta investigacion -posicionada en las
Ciencias Sociales y Educativas-, es estudiar una realidad multiple y compleja, sin deformacién ni
manipulacion (Murillo, 2009).
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METODOLOGIA
Participantes

Estudiantes en practicas de Grado de Educacion Primaria, divididos para este estudio en dos grupos:
un primer grupo de estudiantes en el afio 2009, del afio académico 2008-2009; y un segundo grupo
de estudiantes en la actualidad, afio 2014, del afio académico 2013-2014.

Instrumentos

En cuanto a los instrumentos, se aplicaran las técnicas para la recopilacion de datos de:
* Entrevistas en profundidad semiestructuradas a los participantes.
* Cuestionarios semiestructurados aplicados a los participantes.
* Anadlisis de las Memorias, portafolios y Diarios de practicum de los estudiantes.

* Observacion participante de las puestas en comun de las practicas de los estudiantes en los
seminarios de trabajo del practicum.

* Andlisis de documentos pertinentes, desde el marco legal hasta la planificacion.
* Diario de campo o diario de la investigacion.

Como procedimiento de contraste, valoracion y comprension entre los diferentes componentes de la
investigacion, se hara el contraste entre fuentes, métodos, informantes, etc., que permitird poner en
didlogo las distintas perspectivas que se recogen, lo que permite un control sobre la recogida de
datos y su interpretacion, realizandose mediante la triangulacion, procedimiento por el que se
reconstruye y se comprende la realidad a partir de las diferentes percepciones de los protagonistas
de este estudio, asi como de los métodos o técnicas utilizados.

Procedimiento

Las observaciones, aplicacion de cuestionarios y entrevistas del estudio se realizaron en el periodo
de practicas del afio 2009 (afio académico 2008/2009) y en la actualidad, afio 2014 (afio académico
2013/2014). Para su andlisis y contrastacion de datos, se divide un primer grupo (afio 2009), y un
segundo grupo (2014).

RESULTADOS

Los resultados obtenidos a partir de los datos recopilados, se resumen y sintetizan en el siguiente
cuadro (Tabla 1), haciendo referencia a los aspectos mds importantes y relevantes para la
investigacion.

Tabla 1. Cuadro- resumen de los resultados obtenidos comparados de los afios 2009 y 2014

Primer grupo de alumnado en practicas
Ano 2009
(curso académico 2008/2009)

Segundo grupo de alumnado en précticas
Ano 2014
(curso académico 2013/2014)

La matematica en la formacion Universitaria de
magisterio tiene poca aplicacion en la practica
real en las aulas de primaria, son aspectos
diferentes.

La matematica en la formacién Universitaria
de magisterio tiene aplicacion total en la
practica real en las aulas de primaria.

No existe tacitamente relacion de utilidad, no
existe conexion entre los conocimientos.

Existe relacion de utilidad, existe conexion
entre los conocimientos.

El sentimiento de desconexion viene marcado
por la Facultad, que es visto como dos mundos
a parte (Facultad y centros de primaria)

El sentimiento de desconexion viene marcado
por el centro de primaria en el que no se usan
materiales como é&bacos, regletas, etc. para
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ensenar matematicas; cosa que si se hace en la
Facultad.

No todo lo dado en las clases de la Facultad, les
ha servido de apoyo para enfrentarse a una
clase de primaria.

Todo lo dado en las clases de la facultad les
ha servido de apoyo para enfrentarse a una
clase de primaria.

Soluciones propuestas por el alumnado:
necesidad de un mayor enfoque practico en la
Facultad.

Soluciones propuestas por el alumnado:
Concienciar a los maestros de mayor edad
(reciclarse en cuanto a los nuevos métodos de
ensenanza-aprendizaje)

Las matematicas en los centros de practicas se

fichas, corregir en pizarra, etc.)

dan igual que otras materias (libro de texto,

Al preguntar a los estudiantes sobre como
darian las clases de primaria ellos:
Desarrollarian la asignatura igual que se hace
en los centros de practicas.

Lo harian de diferente manera, mas dinamica,
mas  manipulativa,  introduciendo  los
elementos estudiados en la facultad (abacos,
regletas, bloques l6gicos, etc.), incidiendo en
los centros de interés de sus alumnos.

Las asignaturas a las que se les dan mayor importancia en el centro educativo son lengua y

matematicas.

Los conocimientos aprendidos en la Facultad
no sirven para poder enfrentarse a esa
asignatura como maestros, es muy tedrico, y la
realidad es diferente.

En la practica es donde se observa realmente el
trabajo del maestro.

Los conocimientos aprendidos en la Facultad
sirven para poder enfrentarse a esa asignatura
como maestros, les proporcionan nuevas
metodologias que no vieron en los centros de
primaria, les proporciona el conocimiento de
materiales didacticos, de enfocar actividades,

etc.
La inmensa mayoria de los alumnos entrevistados pertenecieron a la opcion de letras o sociales.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Hoy en dia, para el segundo grupo de alumnado en practicas (afio 2014), la matematica en la
formacion Universitaria de magisterio tiene mucha aplicacion en la practica real en las aulas de
primaria, existe relacion de utilidad, existe conexion entre los conocimientos, todo lo dado en las
clases de la Facultad, les ha servido de apoyo para enfrentarse a una clase de primaria (materiales
didacticos, metodologias especificas, enfocar actividades, etc.).

A diferencia que el primer grupo (afio 2009) que experimenta una marcada desconexion entre los
conocimientos impartidos en la Facultad y los vislumbrados en las practicas reales.

En la actualidad, el sentimiento de desconexidn viene marcado por el centro de primaria en el que
no se usan materiales como abacos, regletas, etc. para ensefiar matematicas, elementos que si se
presentan en la Facultad. La problematica se detecta en los maestros de mayor edad (el hecho de no
“reciclarse” en cuanto a los nuevos métodos de ensefianza-aprendizaje supone un problema al
respecto). La critica principal, por estos estudiantes, viene dada a los centros de practicas por el uso
abusivo del libro de texto, fichas, y trabajo repetitivo.

Hace cinco afios, el sentimiento de desconexion venia marcado por la Facultad, principalmente en
la necesidad de un mayor enfoque practico. La critica principal recaia en la Facultad misma y al
sentimiento de desconexion de la materia de matematica en relacion con el centro de practicas.

En cuanto a lo que se mantiene inalterable desde hace un lustro hasta nuestros dias es que:
La inmensa mayoria de los alumnos entrevistados pertenecen a la opcion de letras o sociales.

Las asignaturas a las que se les dan mayor importancia son lengua y matematica.
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La matematica en los centros de practicas se imparte igual que otras materias (libro de texto, fichas,
correccion en pizarra, etc.)

Estos hechos pueden deberse al enfoque particular de estos alumnos en concreto, o bien al hecho de
que los conocimientos didactico-matematicos impartidos en la Facultad van evolucionando de
manera positiva hasta cumplimentarse Optimamente con las practicas de estos alumnos en la
actualidad. Aspecto en el que también puede influir la diferencia del plan de estudios y del nimero
de créditos asignados a los practicums.

En definitiva, se evidencia, cada vez mas en el tiempo, una mayor aplicacioén de los conocimientos
universitarios didactico-matematicos en la practica real en los centros de primaria, mayor relacion
de utilidad, conexion entre los conocimientos, mayor nociéon de nuevas metodologias, materiales
didacticos, actividades practicas, ludicas y manipulativas.

Propuesta

Nuestra materia en la actualidad proporciona la oportunidad de pasar de la mera experiencia a la
reflexion y no quedarse solo en la reproduccion de patrones, lo que se puede desarrollar mediante el
analisis de comparaciones, contrastaciones, conexiones de los modelos observados, extraer el
conocimiento tcito, proponer alternativas de trabajo, asesorar y responder a las necesidades
formativas (Elliott, 1989; Fraile, 1997; Garcia-Ruso, 2002; Martinez, 2001; Pérez-Goémez, 1992;
Schon, 1992; Sepulveda, 2005, 2009; Stenhouse, 1987, 1985; Tardif, 2004; Toja, 2001).

Esta forma de trabajar, propia del enfoque practico-reflexivo defendido por Elliott (1989), Schon
(1992) y Stenhouse (1985, 1987), hacen que el valor de las clases sea no solo de contenido sino
también de competencias profesionales. El alumnado debe tomar conciencia de la construccion del
conocimiento profesional (Sepulveda, 2005, 2009; Murillo, 2000; Marcelo, 1995; Montero, 2003;
Zeichner, 1990; Pérez-Gomez, 1992, 1998; Tardif, 2004; Martinez, 2001), lo que se puede
conseguir dandole la importancia que tiene a la critica de la experiencia (Tardif, 2004), mediante la
reflexion, investigacion y pensamiento critico (Day, 2005).
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CONCEPCIONES SOBRE LIMITE FINITO DE UNA FUNCION EN
UN PUNTO. ESTUDIO A PARTIR DE GRAFICAS

Conceptions about finite limit of a function at a point. Study based on graphs
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Resumen

Este estudio se centra en las concepciones individuales de estudiantes de bachillerato acerca de
limite finito de una funcion en un punto al emplear una definicion personal para justificar la
existencia o no de limite de funciones proporcionadas mediante sus grdficas. Analizamos los
argumentos proporcionados por los estudiantes a cada una de las grdficas, en primer lugar, sin
tener en cuenta la definicion personal correspondiente, dando lugar a significados parciales del
concepto; en segundo lugar, valorando la coherencia entre los argumentos y su definicion personal
asociada evaluando la capacidad de argumentar deductivamente a partir de definiciones. Entre los
resultados, destacamos la persistencia de concepciones erroneas como identificacion del limite
como imagen, como el valor de la abscisa x, la no alcanzabilidad o no rebasabilidad y
caracterizamos tres grados de coherencia entre argumento y definicion; uso adecuado de
condiciones necesarias y/o suficientes, uso inadecuado de condiciones necesarias y/o suficientes, y
uso inadecuado de condiciones no necesarias ni suficientes.

Palabras clave: Limite finito de una funcion en un punto, Sistema de representacion grdfico,
Definicion personal, Concepciones individuales, Coherencia argumento-definicion.

Abstract

This paper focuses on students’conceptions in Non-Compulsory Secondary Education about finite
limite of a function at a point when they apply a personal definition in order to justify the existence
or not of the limit of functions given their graphs. We analyse the collected arguments, firstly,
without considering the corresponding personal definition, leading to partial meanings of the
concept, secondly, exploring the coherence between personal definition and argument, in order to
describe the ability to make deductions properly from definitions. Among the results, we highlight
the persistence of misconceptions such as, identification between limit and image or x-value, the
unreachability or “not exceedability of the limit and we characterise three different levels of
coherence between argument and definition; adequate use of necessary/sufficient conditions,
inadequate use of necessary/sufficient conditions, and inadequate use of non-necessary/sufficient
conditions.

Keywords: Finite limit of a function at a point, Graphical System of Representation, Personal
definition, Individual Conceptions, Coherence argument-definition.
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Resumen

En este trabajo se estudia la resolucion de tareas de razon y proporcion referentes a ofertas
comerciales. Se identifican las componentes criticas de las tareas y se analizan las respuestas de
los estudiantes de distintos niveles al resolverlas. Finalmente se extraen conclusiones acerca de su
desemperio.

Palabras clave: razon y proporcion, relativamente, normalizar
Abstract

In this work, the resolution of ratio and proportion tasks concerning commercial offers are studied.
The critical components are identifying and student's responses to each task are analyzed. Finally,
concluding remarks are extracted.

Keywords: ratio and proportion, relatively, norming
INTRODUCCION

Razoén y proporcion es muy importante en el curriculum obligatorio por su gran aplicacion practica
en situaciones de la vida cotidiana, i.e., las ofertas comerciales, velocidades, densidades, escalas,
etc. A pesar de su importancia, es un tema cuya ensefianza no estd bien resuelta. Como sefiala la
investigacion precedente, los estudiantes muestran dificultades para aprender y manejar estos
conceptos, y los profesores para ensefiarlos.

En didéctica de las matematicas, razon y proporcion se ha estudiado desde diferentes puntos de
vista a lo largo de los ultimos afios. Uno de ellos es el estudio de competencias en la educacion
primaria tal y como se puede ver en Fernandez, Figueras, Gomez, Monz6 y Puig (2009). Las
aportaciones de estos textos son los antecedentes de este trabajo y también lo es el andlisis
fenomenoldgico del concepto de razon y proporcion que elabora Freudenthal (2001) ya que de aqui
se extrae el concepto base sobre el cual se desarrolla este estudio, es lo que ¢l denomina
“relatively”. El eje central de este trabajo es pues el concepto de relativizar ya que, al revisar la
literatura, se comprueba que hay pocos textos que lo estudian, en particular, uno de los que se ha
encontrado y en el cual se desarrolla esta idea es Ferndndez (2009), aplicado a problemas de
densidades.

MARCO TEORICO

La problematica que existe entorno al razonamiento proporcional y la proporcionalidad es muy
compleja y se ha estado estudiando desde hace varias décadas. Entre los estudios centrados en este
tema, se distinguen dos tipos:

1. Los que se centran en el desarrollo cognitivo.

2. Los que se orientan a la estructura y caracterizacion del contenido matematico.
Goémez, B., y Garcia, A. (2014). Competencias de los estudiantes en razon y proporcion: El caso de las tareas de
relativizar. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T. Sanchez-Compaifia, C. Fernandez, J.
L. Lupidfiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y Algebraico e Historia de las Matemadticas y
Educacion Matematica - 2014 (pp. 83-91). Malaga: Departamento de Didactica de las Matematicas, de las Ciencias
Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.



84 Gomez, B., y Garcia, A.

Seglin Tourniaire y Pulos (1985), los del primer tipo han cambiado desde una perspectiva del
razonamiento proporcional como una habilidad global o una manifestacion de una estructura
cognitiva, hacia otra perspectiva que focaliza su atencién en la descripcion de procedimientos
usados en el mismo y como influyen las variables personales y de tarea. La idea principal en la cual
se centran es en lo que el alumno puede o no puede hacer. Para evaluar esto, se han utilizado
distintos tipos de tareas: Valor perdido, Comparacion, Transformacion, Valor medio, Proporciones
que implican conversion de razones a razones de cambio o fracciones, Proporciones que
involucran tanto clasificaciones de ciertas unidades como de numeros, y tareas de Traslacion
“entre-modo” (Lesh, Post y Behr, 1988). El andlisis de las respuestas a este tipo de tareas ha
permitido identificar estrategias correctas: Razon unitaria, Factor de cambio, Método de la fraccion
y Producto cruzado; y estrategias incorrectas: Construccion progresiva, Diferencia constante y
Operaciones aleatorias (Cramer y Post, 1993; Lamon, 1993; Hart, 1981).

Los estudios centrados en el contenido matematico, apuntan a que dos de los conceptos que resultan
esenciales en razon y proporcion: relativizar y normalizar, y sus técnicas, han sido poco estudiados,
mencion aparte del trabajo de Fernandez (2009) aplicado a problemas de densidades.

2

Relativizar, es “poner en relacion con...”. Esto permite comparar cantidades con referentes
diferentes transformando el referente. Un ejemplo representativo es: “una pulga puede saltar -
relativamente- mas alto que un hombre” (Freudenthal, 2001).

El segundo concepto, “normalizar”, se refiere al conjunto de técnicas mediante las cuales se pueden
percibir razones que a priori resultan dificiles de imaginar. Un ejemplo es: “si imaginamos la Tierra
como la cabeza de un alfiler (1 mm de diametro), el Sol aparece como una esfera con un didmetro
de 10 cm a una distancia de 10 m”.

Freudenthal, ademds, define una secuencia de niveles para su ensefianza, que es util para
caracterizar las respuestas de los participantes en este estudio.

Esto va a suponer una herramienta para caracterizar las respuestas de los participantes en este
trabajo. Ademas, la ensefianza de esta secuencia de niveles puede ser util para resolver problemas
de razon y proporcion.

OBJETO DE ESTUDIO Y PREGUNTAS DE INVESTIGACION

El propdsito de este trabajo es aportar informacion fundamentada en relacion con tareas de
“relativizar” y normalizar, aunque aqui solo documentamos algunos resultados en relacion con el
primer concepto. A tal fin, las preguntas de investigacion que se han formulado son:

e /Como responden a estas tareas: cuantitativa o cualitativamente?

* Qué estrategias utilizan: aditivas, multiplicativas, etc.?

* ;En qué aspectos se fijan: datos, imagenes, texto, etc.?

* ;Qué dificultades manifiestan: comprension, conceptos, procedimientos, etc.?
METODOLOGIA

El referente de la metodologia en nuestro estudio son los trabajos previos de nuestro grupo,
Fernandez (2009) y Fernandez, Figueras, Gomez, Monz6 y Puig (2009). Se trata de una
investigacion de tipo cualitativo que se basa en el “analisis de las tareas” a partir de un cuestionario
disefiado ex profeso. Las tareas propuestas para el cuestionario son realistas, mas concretamente,
tomadas de folletos de ofertas comerciales de diversos establecimientos.

Estas tareas se clasifican, segiin su tipologia, como tareas de comparacién cuantitativa ya que se
trata de razonar cuando una razon es mayor, igual o menor que otra [A/B (<, =, >) C/D]. Esto se
puede hacer o bien de modo grosero, o bien de forma precisa.
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La muestra tomada para el estudio corresponde a tres niveles educativos diferentes. En primer
lugar, se facilito el cuestionario a alumnos de primer curso de bachillerato del instituto Jaume II el
Just de Tavernes de la Valldigna, a un grupo de ciencias sociales (grupo A, 18 alumnos) y a otro de
ciencias (grupo B, 25 alumnos). En segundo lugar, se realizo la prueba con estudiantes de segundo
curso de grado de magisterio (48 alumnos) y del master de profesorado (38 alumnos) de la
Universidad de Valencia (UV).

Las actividades del cuestionario se distribuyeron en hojas de trabajo individuales y la actitud en los
tres grupos fue interesada y participativa.

ANALISIS DE LAS TAREAS

Para poder ilustrar el tipo de andlisis que se realiz6 con cada una de las tareas y para dar cuenta de
las preguntas de investigacion, se muestra a continuacion como ejemplo el andlisis de la tarea
denominada “pizzas”. Primero se caracteriza esta tarea, se definen sus objetivos y se relaciona con
el marco conceptual previo, después se determinan sus componentes criticas, se discuten las
soluciones aportadas por expertos y, finalmente, se aporta un esquema de clasificacion de las
respuestas de los estudiantes por categorias y subcategorias.

Tarea “Pizzas”

La tarea se presenta a los participantes mediante una hoja individual de trabajo en la que aparece
una imagen que corresponde a una oferta de pizzas. El texto dice: ;Qué es mejor, dos pizzas
medianas de 30cm de diametro y 14.95€ cada una, o una pizza familiar de 50cm didmetro y 27.95€?
(Figura 1).

(Qué es mejor, dos pizzas medianas de 30cm de
didametro y 14,95 € cada una o una pizza familiar de 50cm
de diametro a 27,95€?

Figura 1. Tarea Pizzas

Se trata de una tarea de comparacion de comparaciones internas (areas entre si y costes entre si) o
externas (valores unitarios).

Atendiendo al marco conceptual, la tarea es de comparacion en el sentido de Lesh, Post y Behr
(1988) [A/B(=?=)C/D], aunque no se precisa respuesta numeérica precisa, puede ser grosera
(Freudenthal, 2001). La relacién numérica puede ser interna o externa (Freudenthal, 2001). Por
ultimo, el contexto se corresponde con el de ofertas comerciales de establecimientos.

El objetivo principal de esta tarea es comprobar si los estudiantes son capaces de percibir la relacion
de relaciones que da respuesta a la tarea. Esto, ya se ha visto que se puede hacer calculando el
precio en relacion a la cantidad, es decir, el coste unitario, o su relacion inversa.

Notar que una de las respuestas esperadas es la que se refiere a qué oferta ofrece mas cantidad de
comida con el menor precio, no de forma absoluta sino relativa. Para ello es necesario:

1. Calcular:

a. El érea de las pizzas medianas y el de la familiar.
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b. El coste de las pizzas medianas.
c. Los costes unitarios de cada oferta.
2. Comparar:
Area (;donde hay mas?)
b. Precio (;cudl es mas barata?)

c. Comparar comparaciones cualitativamente: “a mdas, menos o igual de esto le
corresponde mas, menos, igual de esto otro”.

Soluciones aportadas por los expertos

Con el objetivo de conocer a priori diversas estrategias de resolucion de la tarea y tener informacion
de los procesos de resolucion, se facilitd el cuestionario a 4 expertos. Se considera experto a todo
profesor experimentado y/o con sélida formaciéon matemadtica. Las soluciones aportadas por los
expertos se consideran soluciones esperadas al resolver una tarea.

Se presenta a continuacion un ejemplo representativo (Figura 2) correspondiente a una experta, la
cual muestra los dos tipos de resoluciones diferentes identificadas en sus actuaciones.
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Figura 2. Experta

La experta calcula el area de una pizza mediana (Sy, = 7-15> = 225-1 cm?’) y el area de la pizza
familiar (S¢ = 7-25% = 625w cm?) ya que el precio de cada unidad viene dado como dato. Luego
calcula los valores unitarios (Pn/Sm = 0.0211€/cm” y Py/S; = 0.014€/cm”) en cada caso y los
compara. Finalmente apoya su conclusion con que “2 pizzas medianas tienen una superficie menor
(450- cm’) que una grande y, sin embargo, el mds cara (29.9€ frente a 27.95€)”.

En la resolucion de esta profesora se identifica la percepcion de la invariancia de la razén ya que
para calcular el coste unitario solamente utiliza los datos de una pizza mediana y no los de las dos
medianas en total.

Los expertos han mostrado dos tipos de respuestas: una que se basa en el calculo del coste unitario
de las pizzas y otra que se centra en la idea de qué oferta proporciona mas cantidad a menor precio.

Esquema de clasificacion

Con el fin de dar cuenta de las respuestas aportadas por los estudiantes se organizan en un esquema
de categorias y subcategorias atendiendo a los rasgos comunes y no comunes identificados. Se




Competencias de los estudiantes en razon y proporcion: El caso de las tareas de relativizar 87

acompafia cada una de ellas con un ejemplo extraido de las respuestas proporcionadas por los
alumnos.

Categoria 1: Relativiza
En esta categoria se incluyen respuestas que se centran en razonamiento relativo, no absoluto.

Subcategoria 1.1. Compara razones adecuadas - Normaliza (Figura 3)
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Figura 3. Alumno 14 (master)

El alumno calcula el 4rea de la pizza familiar (S; = 7:25> = 625-1 cm?) y el area y coste de las
pizzas medianas (S, = 1-15% = 225-1 cm® — 225-1 + 225w = 4507 cm’; 14.95€ -2 = 29.90€). A
continuacion calcula los costes unitarios (A = 29.90/450-wn; B = 27.95/625-w) y concluye que “la
mejor oferta sera la menor razon (4 6 B)”.

Esta estrategia es adecuada y se basa en el calculo de los valores unitarios, que ha sido identificada
como estrategia correcta.

Subcategoria 1.2. No compara razones adecuadas - Linealidad (Figura 4).
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Figura 4. Alumno 7 (maéster)

Este estudiante calcula el coste por centimetro de pizza mediante reglas de 3 (30cm — 14.95, lem
— X; x = 14.95/30 = 0.49833 y 50cm — 27.95, lcm — x; x = 27.95/50 = 0.559) y concluye que es
mejor “dos pizzas medianas de 30cm cada una a 14.95€”.

Si el alumno hubiese usado esta estrategia pero en lugar de considerar cm hubiese considerado cm?,
entonces seria correcto. La dificultad observada es lo que se conoce como “linealidad” (Van
Dooren, De Bock y Verschaftel, 2006).

Subcategoria 1.3.a. Compara razones cualitativamente de forma adecuada (Figura 5)

En esta respuesta, el alumno calcula el 4rea totas de ambas ofertas (S; = 1963.49cm’; S, =
706.85cm?, 2-Sy, = 1413cm?) y el coste de las dos pizzas medianas (29.90€). Concluye que “es
mucho mas economico la pizza de 50cm de didametro”.

Se observa en los datos, sin tener que realizar célculo de razones explicitas que la familiar ofrece
mas area a menor precio.
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Figura 5. Alumno Al (bachillerato)
Esta estrategia ofrece una solucion correcta a la tarea.

Subcategoria 1.3.b. Compara razones cualitativamente de forma no adecuada (Figura 6)
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Figura 6. Alumno A3 (bachillerato)

Este estudiante procede igual que el de la figura 5, pero la diferencia es que este no considera areas
sino didmetros (Familiar: 27.95€ y 50cm; Medianas: 29.90€ y 60cm). Concluye que “es mejor dos
pizzas medianas porque aunque pagues un poco mas, comes mas proporcion de pizza que con solo
una familiar”.

Esta estrategia no es correcta ya que le ocurre algo similar al de la figura 4 (“linealidad”™) y, si se
calcula el area de una pizza de 60cm de didmetro, es mucho mayor que el area de dos pizzas
medianas de 30cm de diametro cada una. Si solamente se considerase un item en cada oferta,
razonar mediante el diametro seria correcto ya que a mayor diametro mayor area, pero al considerar
dos items de pizzas medianas, esto no es suficiente.

Lo que tienen en comiin ambas respuestas es que muestran pensamiento relativo pero sin calcular
explicitamente las razones. El tipo de razonamiento es “a mds, menos o igual de esto, le
corresponde mas, menos o igual de esto otro”.

Categoria 2: No relativiza

A diferencia de la categoria anterior, las respuestas que se muestran aqui se centran en céalculos con
datos absolutos, no relativos.
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Subcategoria 2.1. Cualitativa (Figura 7)
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Figura 7. Alumno B37 (bachillerato)

Aunque este alumno empieza a razonar con cdlculos aditivos, su conclusion se basa en
razonamiento cualitativo ya que expresa que “yo cogeria la grande que ahorras en carton y es mds
prdctica de transportar”.

Esta claro que la estrategia no es adecuada ya que no se centra en datos numéricos de la oferta.
Subcategoria 2.2. Cuantitativa
En esta subcategoria se distinguen dos clases:

Clase 2.2.1. Extension de la razon y comparacion aditiva (Figura 8)
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Figura 8. Alumno 3 (maéster)

Este estudiante calcula el precio del didmetro de la familiar fijando los datos de una pizza mediana

(30cm — 15€, 50cm — x; x = 25€) y concluye que “sale un poco mejor la mediana porque 50cm
deberian ser a 25€ y no a 28€”.

Al igual que ocurre en la respuesta del alumno de la figura 6, si se calculase respecto de areas y no
de diametros, esta estrategia seria correcta. El alumno intenta extender la razon entre el diametro y
el precio de una pizza mediana a los datos de la familiar. Sin embargo, el uso de la “linealidad” le
lleva a responder incorrectamente a la tarea. Incluimos este tipo de respuestas en esta categoria
porque las cantidades que finalmente compara el alumno son absolutas

Clase 2.2.2. Tentativas (Figura 9)

En esta respuesta se observa que el alumno realiza calculos aditivos ya que dice que “si compras
una pizza familiar el precio seria de 27.95€, pero tendrias 10cm menos de comida que si
compraras dos medianas pero el precio subiria 1.95€. Yo creo que es mejor comprar dos pizzas
medianas porque por 1.95€ tienes 10 cm mds de comida”.

Esté claro que la estrategia no es adecuada porque estd comparando datos absolutos, no relativos.
Ademas, concluir que a mas de esto mas de esto otro no es suficiente, se debe apoyar con célculos
que lo justifiquen debidamente.
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Figura 9. Alumno B40 (bachillerato)
Categoria 3: No identificados

En esta categoria se recogen respuestas en blanco, no justificadas o que no se entienden, bien sea
por la letra o porque se realizan célculos aleatorios.

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

A continuacién se muestra una tabla resumen en la que se distribuyen las diferentes respuestas de
los estudiantes en las categorias y subcategorias definidas. Notar que esta tarea solamente se hizo en
los grupos de bachillerato y en el del master.

Tabla 1. Resumen de datos por categorias y subcategorias

Categoria 1. Relativiza 2. No relativiza 3 Total
Subcategoria | 1.1 1.2 1.3 2.1 2.2 - -
Clase - - 1.3.a 13.b |- 22,1 222 |- -
Grupo A 0 2 1 2 0 1 8 4 18
Grupo B 3 4 0 1 3 1 12 1 25
Master 14 3 9 0 1 4 2 3 36
Total 17 9 10 3 4 6 22 8 79

En la tabla 1 se observa que los estudiantes del master utilizan pensamiento relativo (26/36) mas
que absoluto (7/36). Esto era de esperar dada la formacién y madurez de los estudiantes del master,
ahora bien, la mayoria de los que relativizan lo hacen con la estrategia escolar del valor unitario
(14/36) y algunos utilizan una estrategia de comparacion cualitativa (9/36) que también da respuesta
a la tarea. Notar que a pesar de tener una formaciéon amplia en matematicas, todavia hay alumnos
que recurren a estrategias aditivas (2/36) y al uso de la linealidad en el calculo del valor unitario
(3/36). En cambio, en los alumnos de bachillerato ocurre lo contrario (Relativo: 13/43; Absoluto:
25/43). Se identifica una tendencia a responder aditivamente (25/43) mientras que muy pocos
alumnos que siguen la estrategia del valor unitario que mostraron los expertos (3/43).

Por lo que se refiere a la subcategoria 1.3, se observa que 9/36 estudiantes del master usan el tipo de
razonamiento “a mds, menos o igual de esto le corresponde mas, menos o igual de esto otro”, es
decir, que comparan razones cualitativamente y ademds de forma adecuada. Este tipo de respuesta
también se identificd entre las aportaciones de los expertos. Notar que esta respuesta es menos
escolar o producto de la ensenanza que la del calculo del valor unitario. Sin embargo, ocurre lo
contrario con los de bachillerato. Solamente 1/43 alumnos utiliza esta estrategia mientras que 3/43
la usan linealmente, por lo que éstos no la resuelven adecuadamente.

Por ultimo, destacar que de los que realizan extension de la razon (2.2.1), entre los de bachillerato,
1/43 lo hace linealmente mientras que 1/43 lo hace respecto del area aunque se equivoca en los
calculos. En el master, 1/36 lo hace respecto del diametro y 3/36 respecto del area pero estos 3
muestran dificultades al realizar los calculos y ninguno llega a dar una solucion correcta a la tarea.

Respecto a las conclusiones del estudio, se distinguen las siguientes:
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* hay dificultades en la interpretacion de comparaciones del tipo unidades por euro mas que
en la relacion inversa y también para recordar el area de un circulo,

* lapalabra “mejor” genera, en diversas ocasiones, valoraciones subjetivas,

* la mayoria de los estudiantes no perciben la invariancia de la razén y eso se identifica
cuando buscan el valor unitario en la tarea pizzas y calculan el area total y el costes de las
dos medianas para obtener dicha razon,

* hay una tendencia al calculo del valor unitario segiin avanza el nivel educativo,

* ¢l uso de la “linealidad” persiste en todos los niveles, de hecho, la mayoria de los estudiantes
intentan usar los didmetros en lugar de calcular areas y,

* algunos alumnos expresan verbalmente la idea de “relatively” pero no lo manifiestan
numéricamente, por lo que no alcanzan el Gltimo nivel definido por Freudenthal.
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Resumen

El objetivo general de nuestra investigacion es describir y caracterizar el conocimiento diddctico
manifestado por los futuros maestros en el estudio TEDS-M (Teacher Education Study in
Mathematics) en relacion con el resto de paises participantes en el estudio. En este trabajo,
presentamos los criterios que hemos establecido para valorar las respuestas de los futuros
profesores a las preguntas del cuestionario y el procedimiento que usamos para calcular las
medias de cada pais y realizar las comparaciones pertinentes. Ejemplificamos estos procedimientos
para las preguntas que evaluaban el conocimiento sobre numeros y operaciones.

Palabras clave: Diddctica de la Matemadtica, Estudios internacionales, Formacion inicial de
maestros, Numeros y operaciones, TEDS-M.

Abstract

The general aim of our research is to describe and characterize the pedagogical content knowledge
that Spanish future primary teachers showed in TEDS-M (Teacher Education Study in
Mathematics) in comparison with the other countries participating in the study. In this paper, we
present the criteria that we have established to assess prospective teachers' responses to the
questionnaire, and the method we use to calculate the averages of each country and make relevant
comparisons. We exemplify these procedures by the questions that assessed the knowledge about
number and operations.

Keywords: Mathematics Pedagogy, number and operations, pedagogical content knowledge, pre-
service teacher education, TEDS-M.

CONTEXTO: EL ESTUDIO TEDS-M

El estudio TEDS-M (Teacher Education and Development Study in Mathematics) es un estudio
internacional comparativo sobre los planes de formacion inicial y sobre los conocimientos que los
futuros profesores de primaria y secundaria obligatoria debieran conseguir durante su preparacion
como profesores de matematicas. Se llevé a cabo durante los afos 2006-2010. La publicacion del
informe internacional tuvo lugar en el afio 2012 (Tatto et al., 2012). Fue patrocinado por la
Asociacion Internacional para la Evaluacion del Rendimiento Educativo (IEA, por sus siglas en
inglés) y se basaba en el supuesto de que un factor importante que puede explicar las diferencias en
las capacidades, conocimientos y actitudes de los alumnos de primaria y secundaria obligatoria
manifestadas en estudios internacionales (como PISA o TIMSS) tiene que ver con la variedad de
aproximaciones a la formacion inicial del profesorado de matematicas.

Espafia participd en el estudio para —entre otros objetivos—: analizar y caracterizar, sobre una
solida base empirica, como era la formacion inicial del profesorado de matematicas en Espaiia;

Gutiérrez-Gutiérrez, A., Rico, L., y Gomez, P. (2014). Metodologia para una comparacion internacional del
conocimiento didactico evaluado en TEDS-M. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T.
Sanchez-Compafia, C. Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y
Algebraico e Historia de las Matematicas y Educacion Matemdtica - 2014 (pp. 93-99). Malaga: Departamento de
Didactica de las Matematicas, de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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establecer relaciones entre ese conocimiento y las caracteristicas del plan de estudios en el que
habian recibido su formacion (1991-2010) y poder realizar comparaciones internacionales (INEE,
2012).

Los resultados espafioles sobre el conocimiento matemdtico y didactico de las matematicas
escolares que se presentaron en el informe internacional de TEDS-M (Tatto et al., 2012, p. 143), al
igual que los que presenta el informe nacional (INEE, 2012, p. 85), son globales. Estos resultados
indican unicamente el resultado obtenido por los futuros profesores espafioles en el conocimiento
matematico (481) y didactico del contenido (492) en relacién con una media internacional de 500.
Este argumento pone de manifiesto la necesidad de describir y caracterizar el conocimiento
manifestado por los futuros profesores de primaria espafioles y ubicarlo a nivel internacional.

MARCO CONCEPTUAL

TEDS-M, siguiendo las ideas de Shulman (1987), consideré que el conocimiento matematico para
la ensefanza tiene dos componentes—el conocimiento del contenido matematico y el conocimiento
didactico del contenido matematico— y disefid un cuestionario que evaluaba por separado el
dominio de los profesores en formacion sobre ambos tipos de conocimientos. Al mismo tiempo,
basandose en el marco conceptual de TIMSS 2007, TEDS-M organiz6 las preguntas segun cuatro
dominios conceptuales: numeros y operaciones, geometria y medida, algebra y funciones, y datos y
azar (Mullis, Martin, Ruddock, O’Sullivan, Arora y Erberber, 2007).

TEDS-M evalu6 el conocimiento didactico sobre matematicas escolares de los futuros maestros con
base en 22 preguntas que interrogan sobre como abordar diversas tareas y problemas matematicos
escolares. Algunas de las preguntas del cuestionario provenian de estudios como Learning
Mathematics for Teaching Projects (Hill y Ball, 2004) y Mathematics Teaching for the 2l1st
Century Project (Schmidt, Blomeke, y Tatto, 2011). El resto de las preguntas fueron elaboradas por
TEDS-M.

Este trabajo se centra en las 8 preguntas que evaluaban el conocimiento didactico sobre nimeros y
operaciones. En trabajos previos, concluimos que “TEDS-M no presenta una estructura de
categorias propia y completa que permita establecer el conocimiento didactico del contenido
matematico de cada pregunta” (Gutiérrez-Gutiérrez, Goémez y Rico, en prensa), por lo que
seleccionamos un conjunto de categorias con las que caracterizamos el conocimiento didactico
requerido para responder correctamente las preguntas de este dominio conceptual. Las categorias,
que se presentan a continuacion, surgen del analisis de los enunciados de las preguntas y de sus
guias de correccion y derivan de las establecidas en el método del analisis didactico (Rico, 2013).

* Identificar y distinguir los elementos que afectan a la dificultad de un problema (DI).

* Reconocer y describir los errores en los que incurren los alumnos al realizar una actividad o
sus concepciones erroneas sobre un concepto o procedimiento determinado (RE).

* Representar alternativamente conceptos y procedimientos matemadticos en el proceso de
ensefianza (REP).

* Reconocer aquellos conceptos y procedimientos matematicos involucrados en la ensefianza
de un tema de las matematicas escolares y las relaciones entre ellos (CPM).

Las dos primeras categorias se refieren al conocimiento que el futuro profesor puede manifestar
sobre limitaciones en el aprendizaje de los escolares—Ias dificultades relacionadas con el
conocimiento matematico o los errores en que pueden incurrir al abordar tareas matematicas—. Las
otras dos categorias hacen referencia al conocimiento de un contenido matematico escolar y aluden
a sus representaciones y a la estructura conceptual de ese contenido.
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OBJETIVO Y METODO

Nuestro objetivo es realizar una comparacion internacional de los resultados espafioles en el
dominio de nimeros y operaciones con respecto a los de los otros paises participantes segun las
categorias con las que hemos caracterizado el conocimiento didactico evaluado por TEDS-M. Se
trata, por tanto, de una investigacion comparativa y cuantitativa, a partir de los datos procedentes
del estudio internacional TEDS-M.

Muestra

En el estudio internacional participaron 17 paises. El trabajo de campo siguio el disefio establecido
en Tatto, Schwille, Senk, Ingvarson, Peck y Rowley (2008). En cada pais, se seleccionaron, de
manera aleatoria, muestras representativas de las instituciones que ofrecian formacién a la
poblacion diana de futuros profesores que se estaban preparando para ensefiar matematicas y que se
encontraban en su ultimo afio de formacion. En cada institucion, se selecciond una muestra aleatoria
de 30 futuros profesores —o la poblacion completa si su tamafio era inferior a 30—que en el afio
2008 se encontraran cursando su ultimo afio de formacion. Participaron un total de 483 instituciones
con sus respectivos programas de formacion y 13871 futuros profesores de primaria de matematicas
de dichas instituciones (Tatto et al., 2012).

La muestra de instituciones espafolas estuvo compuesta por 50 de un total de 73 instituciones que
ofrecian formacion inicial a futuros maestros de primaria. Dos de ellas declinaron la invitacion a
participar. Un total de 1093 futuros profesores de primaria espafioles, que seguian el programa de
formacion establecido por el Real Decreto 1440/1991 (MEC, 1991) anterior al actual titulo de
Grado, respondieron el cuestionario (INEE, 2012).

Instrumentos y fuentes de informacion

Este estudio se basa en la informacién proporcionada por el cuestionario de TEDS-M, las guias de
correccion disefiadas para la correccion de las preguntas de respuesta abierta y las respuestas de los
futuros profesores participantes a dicho cuestionario.

Procedimiento

Para lograr el objetivo propuesto seguimos un procedimiento que consta de los siguientes pasos:
* seleccion, andlisis y clasificacion de las preguntas del dominio de nimeros y operaciones;
* establecimiento de criterios de valoracion de las respuestas de los futuros profesores y
* calculo de parametros.

Describimos a continuacion brevemente estos pasos.

Seleccion y clasificacion de las preguntas del dominio de numeros y operaciones

En trabajos previos, presentamos el proceso de identificacion, andlisis y clasificacion de las
preguntas que evaluaban el conocimiento didactico de los profesores en formacion sobre nimeros y
operaciones (Gutiérrez 2012; Gutiérrez-Gutiérrez, Rico y Gomez, en prensa). El resultado de ese
proceso se muestra en la tabla I que incluye las 8 preguntas con las que se evalud el conocimiento
didactico sobre numeros y operaciones en el estudio TEDS-M. En ella indicamos, para cada
pregunta, su contenido matematico, el conocimiento didéctico especifico que se requiere para
contestarla correctamente —identificado por las categorias establecidas— y el tipo de respuesta.
Como es habitual en este tipo de estudios, las preguntas del cuestionario son de respuesta multiple
—varias opciones de respuesta de la cuales solo una era correcta—, de respuesta multiple
compuesta —cada opcion de respuesta del problema se presenta como un apartado con dos
opciones de respuesta—, o de respuesta abierta. Para estas ultimas, TEDS-M disefi6 las guias de
correccion correspondientes y su procedimiento de codificacion.
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Tabla 1. Preguntas de conocimiento didactico sobre nimeros y operaciones

Numero de Contenido matematico Chor}oc'lmlento Tipo de Respuesta

pregunta didactico

1 Problemas aritméticos DI Abierta

2 Proporcionalidad directa entre magnitudes DI Abierta

3 Numeros decimales RE Abierta

4 Representacion de nimeros decimales REP Abierta

5 Orden de fracciones CPM Multiple

6 Interpretacion grafica de la division de REP Multiple compleja
fracciones

7 Operaciones con nlimeros mixtos RE Multiple

8 Algoritmos de la resta CPM Multiple

Fuente: Gutiérrez-Gutiérrez, Gémez y Rico (En prensa)

Establecimiento de criterios de valoracion de las respuestas de los futuros profesores

En segundo lugar y de forma similar a como se hace en TEDS-M para calcular los resultados
generales, valoramos las respuestas de los futuros profesores a cada pregunta atendiendo a los
distintos tipos de respuesta. En nuestro caso la valoracion serd la siguiente:

Si la pregunta es de respuesta multiple asignamos el valor 1 si el futuro profesor contestd
correctamente y 0 si contest6é de forma incorrecta.

Si la pregunta es de respuesta abierta asignamos el valor 1 si el futuro profesor contestd
correctamente, 0 si contestd de forma incorrecta y 0,5 si contestd de forma parcialmente
correcta. Consideramos en el ultimo caso, a partir del andlisis de las guias de correccion que
realizaron Gutiérrez (2012) y Gutiérrez-Gutiérrez, Rico y Goémez (En prensa), que el
conocimiento manifestado en los distintos tipos de respuestas parcialmente correctas merece
la misma puntuacion.

Si la pregunta es de respuesta multiple compuesta asignamos el valor 1 si el futuro profesor
contesta correctamente todas las opciones de respuesta, 0,5 si contesta correctamente todas
menos una, y 0 para el resto de los casos. Las respuestas ilegibles, tachadas o en blanco se
consideran valores perdidos.

Proponemos a continuacién tres preguntas liberadas del cuestionario TEDS-M —figura 1, figura 2
y figura 3— que ejemplifiquen la valoracion que hacemos de los distintos tipos de respuestas —
respuesta multiple, respuesta abierta, y respuesta multiple compuesta respectivamente—.

(Cuantos niumeros decimales hay entre 0,20 y 0,30?

Marque la opcion que crea correcta.

A. 9

B 10

C. 99

D Un niimero infinito

Figura 1. Ejemplo de pregunta de respuesta multiple

La pregunta que presenta la figura 1 es de respuesta multiple. La respuesta correcta seria la opcion
(D). Aquellos futuros profesores que contestaran la opcion (D) serian puntuados con 1 punto y los
que marcaran cualquier otra opcion recibirian 0 de puntuacion.
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Indique para cada niimero si es racional o irracional. Marque con una X la opcion
correcta en cada fila

Racional Irracional
a) T

b)2
c) 49

3
d) -2
)2

Figura 2. Ejemplo de pregunta de respuesta multiple compuesta

La pregunta que presenta la figura dos es de respuesta multiple compleja. Los nlimeros racionales
son 2, raiz de 49 y -3/2; mientras que 1 tnico niimero irracional es el nimero pi. Saber distinguir
correctamente los nimeros racionales de los irracionales en todos los casos lo puntuamos con 1
punto. Reconocer 3 de los 4 casos que se presentan lo puntuamos con 0,5. Y reconocer 2, 1 o
ninguno se puntia con 0 puntos.

[Jeremy] se da cuenta de que cuando introduce 0,2 x 6 en la calculadora el resultado
es menor que 6, y que cuando introduce 6 : 0,2 tiene un resultado mayor que 6. El
estd perplejo por esto, y le pide a su profesor juna nueva calculadora!

(Cual es la concepcion erronea mas probable [de Jeremy]?

Figura 3. Ejemplo de pregunta de respuesta abierta

La pregunta que presenta la figura 3 es de respuesta abierta y la valoracion de las respuestas la
hacemos de acuerdo con la informacién que nos proporciona la guia de correccion.

Respuestas correctas: se puntian con 1 punto. Se considera que un futuro profesor contesta
correctamente si su respuesta sugiere que el alumno ha podido considerar que la multiplicacion de
numeros decimales siempre da un resultado mayor que los nimeros propuestos y que la division
siempre da un resultado menor que el dividendo.

Respuestas parcialmente correctas: se puntiian con 0,5. Las respuestas parcialmente correctas
pueden ser de dos tipos segun la guia de correccion. Tipo 1: la respuesta del futuro profesor sugiere
que el alumno considera que la multiplicacién siempre da un resultado mayor que los numeros
propuestos o que la division siempre da un resultado menor que el dividendo pero no ambos. Y tipo
2: la respuesta del futuro profesor sugiere que el alumno considera 0,2 como un numero entero. En
este ultimo caso el futuro profesor estaria manifestando otro error usual de los escolares al trabajar
con numeros decimales pero no tendria relacion con el error en el que incurre el alumno del
problema.

Respuestas incorrectas: se puntuan con 0. Segln las guias de correccion se consideran respuestas
incorrectas aquellas en las que los futuros profesores manifiestan que al alumno le falta
comprension de los nimeros decimales en general, o de la multiplicacion o division en particular. O
bien que tiene problemas con la calculadora. También se puntiian con un 0 aquellas respuestas
ilegibles.
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Cdlculo de parametros

Para nuestra investigacion utilizaremos los siguientes pardmetros para describir y comparar el
conocimiento didactico sobre nimeros y operaciones:

* La media internacional y la desviacion tipica, por grupos y de cada pais para las 8 preguntas
que lo evaluaban.

* La media internacional, la media de cada pais y las desviaciones tipicas correspondientes
para cada una de las categorias establecidas: (a) la dificultad de los problemas y elementos
que afectan a la dificultad de los mismos, (b) las concepciones erréneas de los escolares, (c)
la representacion de los conceptos y (d) el conocimiento del contenido matematico a
ensefiar. Estos resultados se obtienen de calcular la media de los resultados obtenidos por
cada pais para cada una de las dos preguntas que componen cada una de las 4 categorias.

CONCLUSIONES

Este trabajo presenta un método para caracterizar los resultados en conocimiento didactico de los
futuros maestros espafoles en el estudio TEDS-M a nivel internacional que nos permitird hacer
conjeturas acerca de los conocimientos que los futuros profesores han manifestado en este estudio
segin su tipo de respuesta. Nuestro objetivo es poder describir el conocimiento didéactico
manifestado para cada dominio conceptual. Somos conscientes de que un analisis pormenorizado de
las preguntas y de las guias de correccion da lugar a establecer carencias o limitaciones tanto en el
cuestionario como en las guias de correccion que tendremos en cuenta como aportacion a futuros
estudios del mismo tipo.
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Resumen

El error de inversion se produce al traducir comparaciones multiplicativas del lenguaje natural al
lenguaje algebraico. Diversos estudios han mostrado la persistencia del error, que se mantiene
incluso en niveles universitarios. Presentamos resultados de un estudio en el que entre otros
aspectos se analizo si el orden en que aparecian las cantidades en el enunciado, se reflejaba en el
orden en que aparecian las cantidades en la ecuacion. Los resultados muestran que la ecuacion
con error de inversion que mds se repite es aquella en la que el orden de las cantidades se
corresponde con el que aparecen en el enunciado. Esto refuerza la idea de que el error de
inversion aparece ligado mds a la parte de lectura y traduccion del enunciado que a los efectos de
la reelaboracion del modelo de problema, lo cual soportaria la explicacion conocida como
coincidencia del orden de las palabras.

Palabras clave: resolucion de problemas verbales, dlgebra, error de inversion, coincidencia del
orden de las palabras.

Abstract

The reversal error occurs when translating multiplicative comparisons from natural language into
algebraic language. Several studies have shown the persistence of this error, which appears even in
college levels. We present results from a study that analysed, among others factors, if the order in
which the quantities appear in the statement, it is reflected in the order in which the quantities are
used in the equations. The results show that the most repeated equation with reversal error is the
one in which the order of the quantities corresponds to the order shown in the statement. This
reinforces the idea that the reversal error is more related to the part of reading and translating the
statement than to the part of reprocessing the problem model. This would support the explanation
known as word order matching.

Keywords: word problem solving, algebra, reversal error, word order matching.
INTRODUCCION

En los trabajos de John Clement y colaboradores (Clement, 1982; Clement, Lochhead y Monk,
1981; Clement, Lochhead y Soloway, 1980; y Clement, Narode y Rosnick, 1981) se describe un
error recurrente, al que llamaron error de inversion, que se produce al traducirse del lenguaje natural
al lenguaje algebraico determinadas comparaciones multiplicativas. De entre los enunciados
utilizados, la mayor incidencia de error se produjo en:

Write an equation using the variables S and P to represent the following statement: “There are six
times as many students as professors at this university.” Use S for the number of students and P for
the number of professors. (Clement, 1982, p.17)

Laserna-Belenguer, B., Arnau, D., y Gonzalez-Calero, J. A. (2014). La coincidencia del orden de las palabras como
modelo explicativo al error de inversion. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T.
Sanchez-Compafia, C. Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y
Algebraico e Historia de las Matematicas y Educacion Matemdtica - 2014 (pp. 101-108). Malaga: Departamento de
Didactica de las Matematicas, de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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S6lo un 63% de los estudiantes fueron capaces de resolver correctamente la tarea. Ademas, se
comprobd que un 68% de las respuestas erroneas fueron del tipo 6-S=P, mostrando una clara
permutacién en las letras utilizadas como variables. Clement (1982) hizo hincapié en la dificultad
So6lo un 63% de los estudiantes fueron capaces de resolver correctamente la tarea. Ademas, se
comprobd que un 68% de las respuestas erroneas fueron del tipo 6:S=P, mostrando una clara
permutacién en las letras utilizadas como variables. Clement (1982) hizo hincapié¢ en la dificultad
que supone para los estudiantes construir una ecuacion correcta, pues segun este autor, implica
poner una operacion hipotética que no describe al pie de la letra la situacion descrita. Esto es asi,
porque para plantear la ecuacién es necesario realizar una operacion en la que el grupo de
profesores se hace seis veces mayor de lo que realmente es.

En posteriores estudios, se centraron en analizar las respuestas de 25 estudiantes mientras resolvian
en voz alta problemas similares al del enunciado de “Estudiantes y Profesores”. Estas entrevistas
dejaron ver que estos errores no eran debidos a descuidos sino que, mas bien, eran consecuencia de
problemas conceptuales bastante arraigados (véase, por ejemplo, Clement, 1982). Tras analizar las
transcripciones identificaron dos fuentes, no necesariamente excluyentes, para explicar el error de
inversion a las que llamaron coincidencia en el orden de las palabras (en inglés, word order
matching) y comparacion estatica (en inglés, static comparison).

La coincidencia en el orden de las palabras sitiia el origen de este error en una traduccion directa de
las palabras del enunciado a los simbolos algebraicos, considerando a esta interpretacion como una
traduccion sintactica erronea. El término “traduccion sintactica” fue tomado de Paige y Simon
(1996) y supone una traduccion lineal del enunciado de izquierda a derecha, palabra por palabra, del
lenguaje natural al lenguaje algebraico. Esta interpretacion proporciona una explicacion logica para
la respuesta errénea 6-S=P si se considera que la traduccion se realiza de la siguiente manera: (a)
“Hay seis veces tantos Estudiantes” como 6-S, (b) “como” como el signo igual y, (c) “Profesores”
como P.

La otra posible explicacion al error de inversion la llamaron comparacidon estatica. Esta
interpretacion supone que el estudiante transforma la comparacion del enunciado en una razén en la
que a cada profesor le corresponden seis estudiantes; siendo, en este caso, las letras interpretadas
como etiquetas o unidades de referencia al nimero que acompafian y no variables como deberia ser.
Y, por tanto, el signo igual no representa equivalencia sino una correspondencia.

OBJETIVOS

Los estudios sobre el error de inversion han sido, principalmente, llevados a cabo con
comparaciones escritas en inglés. En nuestro caso, aprovecharemos las posibilidades del espafiol
(véase, Castro, 1995; Puig y Cerdan, 1988) para introducir nuevas variables de formato de la tarea.
Asi, como indica Castro (1995), en espaiiol existen tres tipos de términos comparativos en funcion
de que se quiera mostrar superioridad, inferioridad o igualdad. La comparacion de superioridad se
consigue utilizando en el enunciado el término “mads...que”; la comparacion de inferioridad se
consigue utilizando en el enunciado el término “menos...que”; y, la comparacion de igualdad se
consigue utilizando los términos “tantos...como” o “tan...como”. Si se desea enunciar problemas
multiplicativos pero a la vez comparativos, como seria el caso de “Estudiantes y Profesores”, se ha
de anadir el término “veces”. De este modo, la comparacion multiplicativa en la que se denota
superioridad se expresaria mediante “veces mds que”; para denotar inferioridad, “veces menos
que”; y para denotar igualdad, “veces tantas como”.

En esta comunicacion nos marcamos el objetivo de analizar los formatos de respuesta con error de
inversion que se producen con mayor frecuencia. Si la coincidencia en el orden de las palabras fuera
la principal explicacion para la aparicion del error de inversion, el formato que mas apareceria seria
aquel que siguiera el mismo orden de las cantidades que el que se expresa en el enunciado
correspondiente.
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MATERIAL Y METODOS
Participantes

El estudio se realizd con 172 estudiantes que pertenecian a seis grupos naturales de segundo curso
del grado de Maestro de Educacion Primaria. El recurso a estudiantes de un grado de ciencias
sociales también se ha dado en otros estudios centrados en el error de inversion (por ejemplo,
Wollman, 1983). De hecho, partimos de la base de que los participantes tienen unos conocimientos
basicos en matematicas, que son mas que suficientes para considerar que los errores que pudieran
aparecer no son consecuencia de una falta de conocimiento suficiente en la materia.

El cuestionario

Todos los participantes realizaron el mismo cuestionario que constaba de ocho items obtenidos de
la combinaciéon de tres variables dicotomicas diferentes: (1) el formato de la comparacion
multiplicativa “veces mas que” y “veces tantos como”; (2) la presencia o no de pistas contextuales
que permite identificar qué cantidad es mayor; (3) el uso de cantidades que refieren a magnitudes
discretas o continuas.

Item 1

Escribe una ecuacion usando “ESTUDIANTES”, “PROFESORES” y "6" para representar el
enunciado siguiente: "Hay seis veces mas estudiantes que profesores en esta universidad".

ftem 2

Escribe una ecuaciéon usando “NINOS”, “NINAS” y “4” para representar el enunciado siguiente:
"Hay cuatro veces mas nifios que nifias en una guarderia".

ftem 3

Escribe una ecuacion usando “DEPENDIENTES”, “CLIENTES” y “5” para representar el
enunciado siguiente: "Hay cinco veces tantos clientes como dependientes en un mercado".

ftem 4

Escribe una ecuacion usando “CERDOS”, “OVEJAS” y “3” para representar el enunciado
siguiente: "Hay tres veces tantas ovejas como cerdos en una granja'.

ftem 5

Escribe una ecuacién usando "BASTON", "BOLIGRAFO" y "7" para representar el enunciado
siguiente: "Un baston es siete veces mas largo que un boligrafo".

ftem 6

Escribe una ecuacién usando "HABITACION A", "HABITACION B" y "4" para representar el
enunciado siguiente: "La habitacién A es cuatro veces mas amplia que la habitacion B".

Item 7

Escribe una ecuacion usando “DESPACHO A”, “DESPACHO B” Y “5” para representar el
enunciado siguiente: “El despacho A es cinco veces tan amplio como el despacho B”.

ftem 8

Escribe una ecuacion usando “SERPIENTE”, “GUSANQO” y “10” para representar el enunciado
siguiente: “Una serpiente es diez veces tan larga como un gusano”.

La aplicacion para la recogida de datos

Dada la dificultad que entrana realizar un estudio de estas caracteristicas con lapiz y papel se ha
desarrollado una aplicacion ad hoc para la recogida de datos (ver Figura 1). La aplicacion nos ha
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permitido: (a) recoger las producciones de los estudiantes y codificar las ecuaciones de una manera
rapida; (b) evitar que los participantes dejen items sin contestar; (c) reducir el nimero de ecuaciones
que contienen errores distintos al de inversion.

File Problemas About

bin CcODIGO

Escribe una ecuacién usando “Z", "Y" y "3" para representar el enunciado siguiente: “Z es igual a la suma de 3 e Y".

Nombres Ecuacion

w N

l <= BORRAR

NUEVO PROBLEMA

Figura 1. Aplicacion para la recogida de las respuestas
ANALISIS DE LOS RESULTADOS

A continuacidn presentamos una clasificacion de las ecuaciones utilizadas por los estudiantes en los
ocho items del estudio cuando cometian error de inversion. La intencién fundamental es determinar
si existe una tendencia a expresar ecuaciones que toman las cantidades en el orden en que se
ofrecen en el enunciado. El hecho de que las cantidades no se presenten en el mismo orden en los
items en los que se emplean magnitudes discretas (1-4) que en los que se usan magnitudes
continuas (5-8) nos puede permitir comprobar la influencia de este factor en la construccion de las
ecuaciones. Asi, por ejemplo, en el item 1 (“Estudiantes y profesores”) si se siguiera el orden (“Hay
seis veces mas estudiantes que profesores en esta universidad”) en el que se presentan las
cantidades en el enunciado cuando se comenté error de inversion, se plantearia la ecuacion 6 *
ESTUDIANTES = PROFESORES. Sin embargo, en el item 4 (“Bastones y boligrafos) si se
siguiera el orden del enunciado (“Un baston es siete veces mdas largo que un boligrafo”), la
ecuacioén invertida seria BASTON * 7 = BOLIGRAFO.

En la Tabla 1 se observa que la ecuacion construida en mas ocasiones cuando se comete error de
inversion en el item 1 es 6 * ESTUDIANTES = PROFESORES. En esta ecuacién las cantidades
aparecen en el mismo orden que aparecen reflejadas en el enunciado. Por otro lado, se observa que
solo el 5,17% de los errores de inversion cometidos se emplea la operacion division y, ademas, en
solo una de las cuatro opciones diferentes que existen para expresar dicha operacion.

En la Tabla 2 se observa que la ecuacion construida en mas ocasiones cuando se comete error de
inversion en el item 2 es 4 * NINOS = NINAS. En esta ecuacion las cantidades aparecen en el
mismo orden que aparecen reflejadas en el enunciado. Por otro lado, se observa que solo el 2,04%
de los errores de inversion cometidos se emplea la operacion division y, ademas, en sélo una de las
cuatro opciones diferentes que existen para expresar dicha operacion.
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Tabla 1. Frecuencias absolutas y porcentajes de error de inversion en el item 1

Frecuencias Porcentajes

6 * ESTUDIANTES = PROFESORES 24 41,38%
PROFESORES = 6 * ESTUDIANTES 12 20,69%
ESTUDIANTES * 6 = PROFESORES 10 17,24%
PROFESORES = ESTUDIANTES * 6 9 15,52%
ESTUDIANTES = PROFESORES / 6 3 5,17%
PROFESORES / 6 = ESTUDIANTES 0 0,00%
PROFESORES / ESTUDIANTES =6 0 0,00%

6 = PROFESORES / ESTUDIANTES 0 0,00%
Total 58

Tabla 2. Frecuencias absolutas y porcentajes de error de inversion en el item 2

Frecuencias Porcentajes
4 * NINOS = NINAS 25 51,02%
NINAS =4 * NINOS 11 22,45%
NINOS * 4 =NINAS 6 12,24%
NINAS =NINOS *4 6 12,24%
NINOS =NINAS/4 1 2,04%
NINAS /4 =NINOS 0 0,00%
NINAS /NINOS =4 0 0,00%
4 =NINAS/NINOS 0 0,00%

Total 49

En la Tabla 3 se observa que la ecuacion construida en mas ocasiones cuando se comete error de
inversion en el item 3 es 5 * CLIENTES = DEPENDIENTES. En esta ecuacion las cantidades
aparecen en el mismo orden que aparecen reflejadas en el enunciado. Por otro lado, se observa que
no se han realizado construcciones en las que se cometa error de inversion utilizando la operacion

division.

Tabla 3. Frecuencias absolutas y porcentajes de error de inversion en el item 3

Frecuencias Porcentajes

5 * CLIENTES = DEPENDIENTES 48 50,00%
DEPENDIENTES =5 * CLIENTES 20 20,83%
CLIENTES * 5 =DEPENDIENTES 15 15,63%
DEPENDIENTES = CLIENTES *5 13 13,54%
CLIENTES = DEPENDIENTES /5 0 0,00%
DEPENDIENTES /5= CLIENTES 0 0,00%
DEPENDIENTES / CLIENTES =5 0 0,00%

5 =DEPENDIENTES / CLIENTES 0 0,00%
Total 96

En la Tabla 4 se observa que la ecuacion construida que mas repite cuando se produce error de
inversion en el item 4 es 3 * OVEJAS = CERDOS. Vemos que esta construccion se produce un
53,21% de las veces que se comete error de inversion en este item, lo que supone mas de la mitad
de los errores cometidos. Ademas en este caso las cantidades aparecen en el mismo orden que
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aparecen reflejadas en el enunciado. Por otro lado, ninguna ecuacién con error de inversion ha sido
construida utilizando la operacion division.

Tabla 4. Frecuencias absolutas y porcentajes de error de inversion en el item 4

Frecuencias Porcentajes

3 * OVEJAS = CERDOS 58 53,21%
CERDOS =3 * OVEJAS 19 17,43%
CERDOS =OVEJAS *3 18 16,51%
OVEJAS * 3 = CERDOS 14 12,84%
OVEJAS = CERDOS / 3 0 0,00%
CERDOS /3 =O0OVEJAS 0 0,00%
CERDOS / OVEJAS =3 0 0,00%

3 =CERDOS /OVEJAS 0 0,00%
Total 109

En la Tabla 5 se observa que la ecuacion construida en mas ocasiones cuando se comete error de
inversion en el item 5 es 7 * BASTON = BOLIGRAFO con un porcentaje del 33,33%. En esta
ocasion la ecuacion mas utilizada no es la que presenta las cantidades en el orden en que se ofrece
en el enunciado. La construccion BASTON * 7 = BOLIGRAFO, la que seguirian el orden reflejado
en el enunciado dado que el término “BASTON” aparece antes que el término “7”, se construyo en
27,27% de los casos en los que hubo error de inversion. Por otro lado, se observa que solo el 3,03%
de los errores de inversion cometidos se emplea la operacion division y, ademas, en sélo una de las
cuatro opciones diferentes que existen para expresar dicha operacion.

Tabla 5. Frecuencias absolutas y porcentajes de error de inversion en el item 5

Frecuencias Porcentajes

7 * BASTON = BOLIGRAFO 11 33,33%
BASTON * 7 = BOLIGRAFO 9 27,27%
BOLIGRAFO =7 * BASTON 9 27,27%
BOLIGRAFO =BASTON *7 3 9,09%
BASTON = BOLIGRAFO /7 1 3,03%
BOLIGRAFO/7=BASTON 0 0,00%
BOLIGRAFO/BASTON=7 0 0,00%

7 =BOLIGRAFO /BASTON 0 0,00%
Total 33

En la Tabla 6 se observa que la ecuacion construida en mas ocasiones cuando se comete error de
inversion en el item 6 es HABITACION A * 4 = HABITACION B. Como ya se ha comentado
previamente, la estructura del enunciado cambia al expresar comparaciones de magnitudes
continuas y, la ecuacion HABITACION A * 4 = HABITACION B se corresponde con la traduccion
lineal de esta estructura. Por otro lado, se observa que solo se han construido un 4,65% de
ecuaciones con error de inversion utilizando la operacion division aunque existian cuatro
construcciones distintas posibles.

En la Tabla 7 se observa que la construccion realizada en mas ocasiones cuando se comete error de
inversion en el item 7 es DESPACHO A * 5 = DESPACHO B. Dicha ecuacién se corresponde con
la lectura de izquierda a derecha del enunciado. Por otro lado, se observa que no se ha construido
ninguna ecuacion con error de inversion en la que se realice la operacion de division.
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Tabla 6. Frecuencias absolutas y porcentajes de error de inversion en el item 6

Frecuencias Porcentajes

HABITACION A * 4 =HABITACIONB 15 34,88%

4 * HABITACION A = HABITACIONB 12 27.91%
HABITACION B = HABITACION A *4 8 18,60%
HABITACION B =4 * HABITACION A 6 13,95%
HABITACION A = HABITACIONB /4 2 4,65%
HABITACION B/ 4 =HABITACION A 0 0,00%
HABITACION B/HABITACION A=4 0 0,00%

4 =HABITACION B/ HABITACION A 0 0,00%
Total 43

Tabla 7. Frecuencias absolutas y porcentajes de error de inversion en el item 7

Frecuencias Porcentajes

DESPACHO A * 5=DESPACHO B 32 44,44%

5 * DESPACHO A =DESPACHO B 18 25,00%
DESPACHO B =5 * DESPACHO A 13 18,06%
DESPACHO B = DESPACHO A *5 9 12,50%
DESPACHO A =DESPACHOB/5 0 0,00%
DESPACHO B/5=DESPACHOA 0 0,00%
DESPACHO B/DESPACHOA=5 0 0,00%
5=DESPACHO B/DESPACHO A 0 0,00%
Total 72

En la Tabla 8 se observa que la construccion realizada en mas ocasiones cuando se comete error de
inversion en el item 8 es SERPIENTE * 10 = GUSANO. Dicha ecuacion se corresponde con el
orden de las cantidades reflejado en el enunciado. Por otro lado, se observa que no se ha construido
ninguna ecuacion con error de inversion en la que se realice la operacion de division.

Tabla 8. Frecuencias absolutas y porcentajes de error de inversion en el item 8

Frecuencias Porcentajes

SERPIENTE * 10 = GUSANO 15 42,86%

10 * SERPIENTE = GUSANO 13 37,14%
GUSANO =10 * SERPIENTE 4 11,43%
GUSANO = SERPIENTE * 10 3 8,57%
SERPIENTE = GUSANO /10 0 0,00%
GUSANO /10 = SERPIENTE 0 0,00%
GUSANO /SERPIENTE=10 0 0,00%

10 = GUSANO / SERPIENTE 0 0,00%
Total 35

CONCLUSIONES

Se observa que en todos los items menos en el item 5 (“Bastones y boligrafos™) la estructura de la
ecuacion con error de inversion que mdas se repite es aquella cuyo orden de las cantidades se
corresponde con el mismo orden en que aparecen las cantidades en el enunciado correspondiente, lo
que apoyaria el modelo explicativo de la coincidencia en el orden de las palabras. Esta tendencia se
mantiene tanto en los items en los que se comparan tanto magnitudes discretas como continuas.
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Use of teaching resources and development of number sense in Primary
Education
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Resumen

Este trabajo analiza si la utilizacion de materiales manipulativos favorece el desarrollo del sentido
numeérico en el alumnado de 1° de Educacion Primaria en un centro publico de Educacion Infantil
v Primaria en la provincia de Cordoba. Para detectar las posibles diferencias que manifiesta el
alumnado que los utiliza respecto a otro que no lo hace, se tomaron datos cuantitativos mediante
un test al finalizar el curso académico. El test aplicado se denomina TEMA-3 (Test de Competencia
Matematica Basica). La prueba valora dos aspectos, uno basado en la matemadtica formal y otro en
la informal. No se hallaron diferencias estadisticamente significativas debidas a la utilizacion de
los materiales manipulativos.

Palabras clave: Sentido numerico; Materiales manipulativos; educacion primaria;, competencia
matemdatica.

Abstract

The present study examine whether the use of manipulative materials fosters the development of
number sense from the students in Ist year in Primary Education form a public Kindergarten and
Primary school located in the province of Cordoba. In order to detect the posible differences
between students who employ this materials and those who do not, some quantitative data were
collected by means of a test at the end of the academic year. The test is called TEMA-3 (Basic
Mathematics Competence test). It focuses on two aspects, the first one based on the formal
mathematics and the other one on the informal mathematics. No statistically significant difference
was noted due to the employment of the manipulative materials.

Keywords: Number sense; manipulative materials, Primary Education;, Mathematical competence.
INTRODUCCION

Desde sus primeros anos de aprendizaje, los nifios y nifias tienden a utilizar de manera natural sus
habilidades de pensamiento para ordenar sus mundos, usando para ello las matematicas y la logica;
por ello, el uso de una metodologia adecuada resulta fundamental en los inicios del complejo y
largo proceso de la construccion del pensamiento matematico.

El sentido numérico no es conocimiento que se ensefie, por ello no es facil definir de manera
precisa la expresion relativa al “sentido numérico”. En términos generales hace referencia a varias
capacidades importantes de la persona, “incluyendo célculo mental flexible, estimacion numérica y
razonamiento cuantitativo” (Greeno, 1991, p. 170).

Por tanto, se refiere a la comprension general que tiene una persona sobre los numeros y
operaciones, junto con la capacidad para usar esta comprension de manera flexible para emitir
juicios matematicos y desarrollar estrategias utiles para resolver problemas complejos.

Maz-Machado, A., y Adrian, C. (2014). Uso de materiales didacticos y desarrollo del sentido numérico en primaria. En
J. L. Gonzilez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T. Sanchez-Compafia, C. Fernandez, J. L. Lupiafiez y
L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y Algebraico e Historia de las Matemdticas y Educacion
Matematica - 2014 (pp. 109-114). Malaga: Departamento de Didactica de las Matematicas, de las Ciencias Sociales y
de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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El National Council of Teachers of Mathematics identifico cinco componentes que caracterizan el
sentido numérico: significado del ntmero, relaciones numéricas, tamafio de los numeros,
operaciones con los niimeros y referentes para los numeros y cantidades. Para adquirir un buen
sentido numérico es necesario alcanzar destrezas relacionadas con el calculo mental, estimacion del
tamano relativo de los nimeros y del resultado de operaciones con los mismos, reconocimiento de
las relaciones parte-todo, conceptos de valor posicional y resolucion de problemas. Expresiones
como “sentido numérico”, “conciencia numérica” o “pensamiento numérico” se estan imponiendo
con fuerza en los estudios actuales sobre el conocimiento matematico.

El sentido numérico se desarrolla cuando los estudiantes comprenden el tamafio de los numeros;
piensan sobre ellos y los representan de diferentes maneras; utilizan los nimeros como referentes y
desarrollan percepciones acertadas sobre los efectos de las operaciones con nimeros. (Sowder,1992,
p.36)

Por otra parte, desde sus primeros afos de aprendizaje, los niflos y nifias tienden a utilizar de
manera natural sus habilidades de pensamiento para ordenar sus mundos, usando para ello las
matematicas y la logica; por ello, el uso de una metodologia adecuada resulta fundamental en los
inicios del complejo y largo proceso de la construccion del pensamiento matematico.

Los estandares del NCTM (2000) sefialan que los estudiantes aprenden Matematicas a través de las
experiencias que les proporcionan sus profesores y profesoras. En consecuencia, su comprension de
los conocimientos, su habilidad para aplicarlos a la resolucion de problemas y su confianza para
hacerlos est4 determinada por la ensefianza que reciben en la escuela.

Estas experiencias relacionadas con los objetos concretos se desarrollan mediante el uso de
materiales didacticos manipulativos. Estos son objetos fisicos usados para la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Los materiales didacticos suelen usarse como organizadores
curriculares de dos formas (Coriat, 2002):

* Partiendo del material, el maestro o la maestra se pregunta qué actividades son mas idoneas
para que sus alumnos y alumnas aprendan matematicas al emplearlos.

* Partiendo de unas actividades ya elaboradas, el o la docente se pregunta qué materiales son
mas adecuados para favorecer el aprendizaje de sus estudiantes.

Por lo anterior nos interesa conocer en que medida el uso delos materiales didacticos favorecen el
desarrollo del sentido numérico en primaria.

MATERIAL Y METODO

Esta investigacion se enmarca dentro de un proyecto mas amplio y ambicioso financiado
parcialmente por la Consejeria de Educacion y el Departamento de Matematicas de la Universidad
de Cérdoba (UCO), titulado “Impacto escolar de nuevos materiales didacticos para el desarrollo del
sentido numérico en nifos y nifas del primer ciclo de la Educacion Primaria", Convocado en virtud
de la Orden de 14 de enero de 2009 (BOJA num. 21 de 2 de febrero de 2009). Aprobado con la
referencia PIV-042/10, y publicado en el BOJA 150 de 2 de agosto de 2010, segun la Resolucion de
14 de julio de 2010.

La investigacion se realizd mediante una experimentacion sobre grupo de alumnos de primero
primaria y se tomd otro grupo de 1° del mismo centro como grupo control. Como la eleccion tanto
del grupo experimental como del grupo control no fue aleatoria, sino se hizo de forma intencional y
por conveniencia, podemos afirmar que esta investigacion es cuasiexperimental.

Objetivo: 1dentificar posibles diferencias en la competencia matematica relacionadas con el sentido
numérico entre el alumnado que utiliz6 los materiales didacticos y aquellos que no los usaron.
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La poblacion de este estudio, esta formada por todo el alumnado de 1° de Educacion Primaria de la
provincia de Cérdoba en el curso 2011 —2012.

La muestra de los casos a investigar estd formada por el alumnado de dos grupos de 1° de
Educacion Primaria de un centro publico en el curso 2011-2012. Uno considerado como grupo
control (1°A) con 27 sujetos, el cual no ha utilizado el manejo de materiales manipulativos en sus
explicaciones de clase y el grupo 1°B, con 25 sujetos, tomado como grupo experimental que si que
ha empleado este tipo de recursos.

El profesorado que participd asistid a una serie de seminarios y talleres periddicos donde se les
orientd y asesoro sobre el conocimiento y utilizacion de los materiales en el aula.

Los materiales didacticos utilizados en las clases fueron: la cinta numérica, el panel numérico, la
caja de numeracion, ruedas de sumas, caja de puntos para la suma y la multiplicacion. Las
caracteristicas de estos materiales ya han sido descritas en otros trabajos (Bracho, Maz-Machado,
Jiménez-Fanjul y Garcia, 2011).

Para obtener los datos del estudio se utilizé un test estandarizado denominado TEMA-3 (Test de
Competencias Matematicas Basica) de Ginsburg y Baroody (2003), que ha sido adaptado al
contexto espafol por Nufiez del Rio y Lozan Guerra. Este test se aplica de manera individual a
nifios de 3 a § anos. Tiene una duracion entre 30 y 45 minutos aproximadamente.

Para determinar el indice de Competencia Matematica (ICM), éste se elabora a partir de las
puntuaciones directas obtenidas por cada sujeto y se relaciona con su edad, distinguiendo afios y
meses (para una explicacion mas amplia y detallada ver Ginssburg y Baroody, 2003).

Finalmente se analizara si hay diferencias significativas entre el ICM de los dos grupos, como la
muestra no es aleatoria y son grupos de diferente tamaio el analisis se realiza mediante la prueba U
de Mann-Witney para muestras independientes. Para ello establecemos dos hipdtesis.

HO: Ambos grupos no tienen diferente indice de competencia matematica (ICM) debido al uso de
los materiales manipulativos: uA = uB.

HI: Ambos grupos tienen diferente indice de competencia matematica (ICM) debido al uso de los
materiales manipulativos: uA = uB.

RESULTADOS

Si segregamos los grupos por edades (Figura 1), observamos que a diferencia que en la competencia
matematica informal, en la formal si se aprecia diferencia entre el grupo control y el grupo
experimental, debido a que este ultimo, tiene mayor desarrollo en todas las competencias,
independientemente de la edad; encontrandose las diferencias mas destacadas en hechos numéricos
y conceptos formales.
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Grupo control Grupo experimental

i Convencionalismos i Hechos numeéricos . Célculo formal i Conceptos formales

Figura 1. Comparacion de competencia en Matematica formal por edades en Grupo control vs Grupo
experimental

En cuanto al género, observamos que en el grupo control, los porcentajes de las medias son
superiores en los nifios respecto a las nifias en todos los aspectos de la matematica informal (figura
2). Esta diferencia se encuentra alin mas acentuada si observamos las medias en la competencia en
matematica formal.

100

50 -

30 -
20 -
10 -

Numeracion Comparacion Calculo informal Conceptos
informales

W Nifas W Nifos

Figura 2. Comparacion del rendimiento en matematica informal por género en el grupo control



Uso de materiales didacticos y desarrollo del sentido numérico en primaria 113

45,0

40,0

350

30,0

25,0 S

20,0 -

15,0 1
10,0 1

50

0,0
Convencionalismos Hechos numéricos Calculo formal Conceptos

WNifias WNifos

Figura 3. Comparacion del rendimiento en matematica formal por género en el grupo control

Ahora aplicamos la prueba U de Mann-Whitney para muestras independientes, con un nivel de
confianza (a)=0,05. Comparamos el valor ICM con los dos grupos para aceptar o rechazar la
hipotesis nula que hemos definido.

Prueba de Mann-Whitney

Rangos
Grupo Rango
N promedio
ICM Grupo experimental 25 29,16
Grupo control 27 24 04
Total 52

Estadisticos de contraste®

ICM
U de Mann-Whitney 271.000
W de Wilcoxon 649,000
Z -1,219
| Sig. asintot. (bilateral) 223

a. Varable de agrupacion: Grupo

Como se observa, el valor de la significancia asintotica bilateral (p-valor) es mayor que 0,05, por lo
tanto se acepta la hipdtesis nula. Al ser los datos no significativos no nos permite afirmar que hay
diferencia del ICM debido al uso de los materiales manipulativos entre los dos grupos.
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Resumen

Cuando un profesor supervisa la resolucion de un problema que lleva a cabo un estudiante, debe
valorar el potencial de las ayudas que proporciona. Presentamos parte de una investigacion que tenia
como objetivo estudiar el papel de las ayudas expresadas en lenguaje natural en la resolucion
aritmética de problemas. En el experimento participaron 32 estudiantes de quinto curso de primaria
(10-11 arios). En concreto, hemos analizado como influye, en el proceso de resolucion de un
problema, el hecho de proporcionar un conjunto de nombres (o etiquetas) que hacen referencia a un
numero suficiente de cantidades para resolverlo. Los nombres usados eran del tipo “kilos de
naranjas”, “precio de las naranjas que se han comprado”, etc. El andlisis de los resultados nos ha
permitido elaborar un catdlogo de actuaciones en el que se reflejan los procesos de gestion y las
dificultades de los estudiantes para integrar estas etiquetas en el proceso de resolucion.

Palabras clave: ensernianza y aprendizaje, resolucion de problemas verbales, aritmética, nombres de
las cantidades.

Abstract

When a teacher supervises the resolution of a problem that a student is carrying out, he/she must
assess the potential of aid that he/she provides. We present part of a research aimed to study the
role of the aids expressed in natural language in arithmetic problem solving. The experiment
involved 32 students in the fifth grade of primary school (10-11 years). Specifically, we analyzed
how the fact of providing a set of names (or labels), which refer to a number of quantities sufficient
to solve a problem influences in the solving process. The used names were of the type: "kilograms
of oranges", "price of oranges that have been bought,” etc. The analysis of the results has allowed
us to develop a catalog of actions into which management processes and difficulties of students to

integrate these labels in the resolution process are reflected.

Keywords: teaching and learning, word problem solving, arithmetic, names of the quantities.
ANTECEDENTES Y OBJETIVOS

En Cerdan (2007) se define la idea de diccionario de cantidades de un problema como un conjunto
de triadas (x, u, n), donde x puede ser un numero, una letra, una expresioén aritmética o una
expresion algebraica; u es una unidad de una magnitud; y » “es la manera en la cual en el lenguaje
vernaculo proporcionamos un sentido, que tiene por referente la cantidad (x, «), en el mundo de los
sentidos que para ella seria posible imaginar en el contexto del problema” (p, 33). A este
componente # es al que llamamos nombre o etiqueta de la cantidad.

Navas, B., Arnau, D., Gonzalez-Calero, J.A.. (2014). La influencia de proporcionar los nombres de las cantidades en la
resolucion aritmética de problemas verbales. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T.
Sanchez-Compafia, C. Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y
Algebraico e Historia de las Matematicas y Educacion Matematica - 2014 (pp. 115-123). Malaga: Departamento de
Didactica de las Matematicas, de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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Cuando se resuelve un problema, los sujetos construyen nombres con una mayor 0 menor precision.

Neuman y Schwarz (2000), pusieron de manifiesto que la ambigiliedad a la hora de construir
etiquetas (o nombres para las cantidades) puede impedir al resolutor identificar de forma univoca la
cantidad a la cual se hace referencia. Durante la resolucion del problema “En la fabrica de
mermelada de la abuela de Raquel, se mezclan 300 kilos de mermelada que contiene un 30% de
azlcar con otra que contiene un 20%. ;Qué porcentaje de azucar contiene la nueva mezcla?”, una
alumna asign6 la etiqueta “peso”, cosa que impedia identificar si hacia referencia al peso del azlicar
o al de la mermelada. Los autores concluyeron que “este etiquetaje impreciso podria considerarse
insignificante [...] pero, consideramos que esta vaguedad lingiiistica refleja las dificultades de
organizar los elementos matematicos en las categorias semanticas adecuadas” (p. 212).

Por otro lado, Kiichemann (1978) observo que la respuesta erronea mas comun a la tarea “Los
lapices azules cuestan 5 peniques cada uno y los lapices rojos cuestan 6 peniques cada uno. Compro
algunos lapices azules y algunos rojos y juntos me cuestan 90 peniques. Si b es el nimero de lapices
azules comprados, y 7 el numero de lapices rojos comprados, ;qué puedes escribir sobre b y 7?” (p.
26) era b + r = 90. El autor interpretd esto indicando que parecia que los estudiantes utilizaban las
letras como etiquetas para referirse a los dos tipos de lapices, » para los rojos y b para los azules.

En el trabajo de Sanchez (2010) se pretendia analizar la habilidad que tienen los estudiantes para
asignar una expresion verbal o etiqueta a expresiones aritméticas y algebraicas que aparecian en la
resolucion de un problema. Para este fin, se elabord un cuestionario que constaba de nueve items.
En cada uno de ellos, se planteaba un problema en el que se preguntaba por la etiqueta que debia
asignarse a una determinada expresion aritmética o algebraica. En las Figuras 1 y 2 se muestran dos
items de este cuestionario.

2. PERIMETRO

El perimetro de un rectangulo es 2400 m y el ancho es el triple que el largo. ;Cuéles son las
dimensiones del rectangulo?

Si representamos mediante la letra x al largo del rectangulo, ;como llamarias a la cantidad
que resulta de hacer la operacion x mas 3 por x? ;x+3x?

Figura 1. Problema “Perimetro”, item 2 del cuestionario (Sanchez, 2010, p. 18)

9. BOLIGRAFOS Y LAPICES

Se disponen de boligrafos y lapices para guardar en bolsas de tal forma que todas las bolsas tengan

el mismo ntimero de articulos y del mismo tipo. Si hay un total de 200 boligrafos y 260 lapices y

hay 12 bolsas mas de lapices que de boligrafos, ;cuantos articulos incluye cada bolsa?

A) (Como llamarias a la cantidad que se obtiene de hacer la operacion 260 menos 200?
$260-200?

B) ;Como llamarias a la cantidad que se obtiene de dividir entre 12 el resultado de hacer la
operacion 260 menos 200? ;(260-200)/12?

Figura 2. Problema “Boligrafos y lapices”, item 9 del cuestionario (Sanchez, 2010, p. 18)

En las conclusiones, la autora recomienda incidir en la ensefianza de estructuras conceptuales, con
la consecuente reflexion verbal alrededor de estas, ademas de que se realicen tareas especificas en
las que los alumnos hayan de proponer nombres (etiquetas) para expresiones aritméticas o
algebraicas, que pueden surgir durante la resolucion de un problema.

Cuando se resuelven problemas con lapiz y papel, los estudiantes no suelen asignar nombres a las
cantidades desconocidas que usan. Sin embargo, cuando se resuelven problemas en el entorno de la
hoja de célculo, el resolutor se ve obligado a asignar un nombre-etiqueta junto a las celdas en las
que representa una cantidad ya que los calculos quedan ocultos.
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En Arnau y Puig (2006), se describen casos en los que las dificultades para construir nombres para
las cantidades desconocidas lleva a los estudiantes a evitar asignar nombres a las cantidades no
presentes en el enunciado. Ademas cuando lo hacen “construyen nombres que las sitian fuera de
contexto. Asi se distinguen comportamientos como: hacer la operacion de cabeza, utilizar mas de
una operacion aritmética en una féormula o asignar la etiqueta “extra” a la cantidad creada” (p. 152).

En Gonzalez-Calero, Arnau y Puig (2013), se puede observar las dificultades que presentan los
estudiantes de primaria en la construccion de nombres de cantidades durante la resolucion
algebraica de problemas verbales en la hoja de calculo. La investigacion pone de manifiesto la
incapacidad, por parte de algunos estudiantes que participaron en el estudio, para construir nombres
apropiados para las cantidades que intervienen en el problema y como este hecho se traduce en
dificultades durante el proceso de resolucion. Las dificultades mostradas por los participantes se
reflejan en una tendencia a escribir nombres ambiguos a determinadas cantidades, cosa que da
origen a errores a la hora de establecer las relaciones entre las cantidades.

La investigacion de la que presentamos parte de los resultados nace de una pregunta que se planted
en la XV SEIEM durante la presentacion de una comunicacion en el que se describia el
funcionamiento de un sistema tutorial inteligente (Arnau, Arevalillo-Herrdez, Puig y Gonzélez-
Calero, 2013). Se cuestion¢ si el hecho de ofrecer los nombres de las cantidades que se usaban para
resolver el problema, ofrecia al alumno una gran ayuda en la resolucién. Asi nos planteamos dos
preguntas de investigacion: 1) ;Ayuda ofrecer el nombre-etiqueta de las cantidades que intervienen
en un problema a resolver problemas en los que se habia tenido dificultades anteriormente? 2) ;De
qué manera integran los alumnos estas etiquetas en el proceso de resolucion de un problema?

POBLACION, DISENO Y DESARROLLO DE LA INVESTIGACION

El experimento se realiz6 en un centro de la Comunidad Valenciana. Se dispuso de un grupo natural
de 32 alumnos de quinto de primaria (10-11 afios), a los que se les administré un pre-test. El
desarrollo de esta primera fase del experimento se llevdo a cabo en el aula de los alumnos y
dispusieron de un tiempo méaximo de 55 minutos para realizarla. La prueba inicial constaba de una
coleccion de nueve problemas que podian resolverse de forma aritmética. Con la finalidad de evitar
que la dificultad a la hora de realizar las operaciones aritméticas pudiera influir en la resolucion del
problema, ademas de agilizar el proceso, se les permiti6 el uso de calculadora.

Cada resolucion correcta se puntud con un 1 y cada resolucion incorrecta con un 0. Se considerd
como resolucion correcta aquella que tuviera un planteamiento correcto, aunque contuviera algin
error de céalculo. Después de codificar las resoluciones de los alumnos, se clasificd a la poblacion
por parejas. Para ello, se buscaron alumnos que tuvieran bien y mal los mismos problemas, a la vez
que sus resoluciones tuvieran las mismas caracteristicas. Una vez formadas las parejas, se
seleccionaron tres de ellas para participar en la siguiente fase del experimento.

La segunda etapa del experimento constaba de dos partes. En primer lugar, las parejas
seleccionadas debian resolver con lapiz y papel los problemas que habian realizado de forma
incorrecta en el pre-test, pero dandoles, en este caso, un niumero suficiente de nombres-etiquetas de
cantidades, tanto conocidas como desconocidas. En concreto, bajo el enunciado se ofrecia una tabla
con tantas casillas como cantidades eran necesarias para resolver el problema. Cada una de las
celdas estaba encabezada por una etiqueta que hacia referencia a la cantidad que debia expresarse
en el recuadro (ver Figura 3). Los estudiantes usaron un boligrafo digital Livescribe© que nos
permitié obtener una pelicula del trazo durante la resolucion y un registro del sonido ambiente.
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Lalana

Si de una oveja se obtienen 3 kilos de lana, ¢cudntos kilos se obtendrén de un rebafio
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Figura 3. Resolucion del problema “La lana” de la pareja Carlos-Juan

Como era la primera vez que se enfrentaban a problemas en este formato, se les resolvido un
problema (de los que habian resuelto de manera correcta en el pre-test) a modo de ejemplo. Esta
segunda fase se realizO6 en un aula en la que solo estaban la pareja de estudiantes y los
investigadores. Los alumnos disponian de un tiempo maximo de diez minutos por problema. Pasado
este tiempo, y si la resolucion se encontraba en un punto muerto, se les facilitaba otro problema
para continuar. De nuevo, por las mismas razones que en el pre-test, se les proporcioné una
calculadora y se les anim¢ a utilizarla.

Una vez acabada la resolucion con lapiz y papel en el formato tabular, debian resolver los
problemas que no habian conseguido resolver de forma correcta usando un sistema tutorial
inteligente (Arnau, Arevalillo-Herraez, Puig y Gonzalez-Calero, 2013). El programa, al igual que en
el caso anterior, facilitaba también las etiquetas de las cantidades que intervenian durante la
resolucion. Ahora bien, el programa avisaba si un paso realizado era incorrecto, sin dar ninguna
orientacion sobre donde residia el error. Las actuaciones de los estudiantes se grabaron en video.

De estos dos procesos, se obtuvieron unos protocolos audiovisuales que se utilizaron para la
obtencion de los protocolos escritos, que permitieron el posterior analisis de los casos.

ANALISIS DE LAS RESOLUCIONES EN FORMATO TABULAR

El andlisis de los datos cuando resolvian los problemas en formato tabular nos permitié elaborar un
catdlogo de actuaciones de las que presentamos aquellas mas relevantes. Es evidente que las
actuaciones estdn condicionadas por el formato en el que se ofrecen los problemas. Junto a cada
categoria, se acompafia un ejemplo extraido del andlisis realizado. Para mas comodidad,
agruparemos las actuaciones por problemas. Los enunciados de los problemas se pueden encontrar
en la seccion Anexos.
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Actuaciones de los alumnos en el problema “Las cortinas”

Una vez iniciado el problema, después de leer la primera etiqueta “precio de las cortinas”, la pareja
Dani-Héctor vuelven a leer el enunciado, en lo que parece un intento de integrar las etiquetas en la
historia que se esta contando en el enunciado del problema.

4. Dani: Precio de una cortina, pues...

5. Héctor y Dani Vuelven a leer el problema en voz baja.

6. Dani: Un precio de una cortina pues...

7. Héctor: Espérate. 528 euros (lo indica con el boligrafo), tan tan (sefiala otra parte del

enunciado). Yo lo que hice fue...

Uno de los errores mas comunes fue asignar el valor de una cantidad conocida a varias etiquetas.
Después de llenar la primera casilla, “precio de las cortinas”, la pareja Dani-Héctor pasa a la
segunda, “precio de las cortinas en la situacion imaginaria”, identificando que el valor que se debe
escribir es 564 (ver Figura 4).

32. Héctor: [...] precio de las cortinas si so6lo se hubieran comprado seis metros que hay,
ademas... que hay de mas en la situacién imaginaria.

33. Dani: 528, (no?

34, Héctor: (Como qué 5287 {Precio de las cortinas si se hubieran comprado los metros
que hay de mas en la situacion imaginaria!

35. Dani: 528, (no?

36. Héctor: 564 (lo escribe).

A continuacion, abordan la tercera casilla, “precio de las cortinas si so6lo se hubieran comprado los
metros que hay de mas en la situacion imaginaria”, asignandole el valor. Es decir, asignan un
mismo valor a dos etiquetas diferentes, por lo que se podria decir que los estudiantes asignan al
valor 564 dos significados diferentes en la resolucion del problema.

Precio de las cortinas
Precio de las cortinas en la situacion imaginaria

6 metros 564€ 564

Precio de las cortinas si solo
se hubieran comprado

los metros que hay de mas Metros de mas que hay
en la situacion imaginaria en la situacion imaginaria
564

Metros de tela que
Precio de un metro de tela se compraron realmente

Figura 4. Contenido de la resolucion antes del item 36

Una pauta observada durante la actuacion de la pareja Arantxa-Ainhoa (ver Figura 5) en este mismo
problema ha sido considerar como condicién para darlo por resuelto haber completado todas las
casillas, sin tener en cuenta si la Ultima calculada era aquella por la que se preguntaba en el
enunciado (“metros de tela que se compraron realmente”).

48. Arantxa: La situacion imaginaria son... (mira la hoja) 564... dividido entre...
49. Ainhoa: 36.
50. Arantxa: (Realiza los calculos) 15,6.

51. Ainhoa: (Escribe el resultado de la operacion).
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52. Arantxa: Ya lo tenemos.

Asi, como se observa en el didlogo anterior, las estudiantes calculan en ultima instancia el valor de
la cantidad “precio de las cortinas si s6lo se hubieran comprado los metros que hay de mas en la
situacion imaginaria” sin que se observe ninguna reflexion sobre si esta cantidad era aquella por la
que se estaba preguntando.

En definitiva, parece que en algunas ocasiones tratan las cantidades desconocidas como si fueran
independientes las unas de las otras, sin integrarlas en el proceso de resolucion.

Precio de las cortinas
Precio de las cortinas en la situacion imaginaria

528 564

Precio de las cortinas si solo
se hubieran comprado

los metros que hay de mas Metros de mas que hay
en la situacion imaginaria en la situacion imaginaria
564:36=15,6 6
Metros de tela que
Precio de un metro de tela se compraron realmente
564-528=36 528:36=14,6

Figura 5. Contenido de la resolucion final de la pareja Arantxa-Ainhoa

Ademas, observando los valores escritos en las casillas en la Figura 5, se puede ver que el valor 6
ligado de forma correcta a la etiqueta “metros de mas que hay en la situacion imaginaria”, no ha
sido utilizado en ningln otro recuadro, es decir, no lo integran dentro del proceso de resolucion.

Actuaciones de los alumnos en el problema “Las ovejas”

Otra pauta observada ha sido asignar el célculo de una cierta cantidad a otra casilla que no le
correspondia. En el ejemplo (ver Figura 6), Arantxa se fija en la segunda casilla, “ovejas en el
corral pequefio”, la cual hace referencia a una cantidad desconocida, que, en el instante en el que
estan de la resolucion no se puede abordar. En el item 55, la misma alumna plantea de forma
correcta dejarla para mas tarde pero Ainhoa propone el célculo incorrecto 180-30 que en realidad,
corresponde a la Gltima casilla “ovejas quitando las que hay de mas en un corral”.

53. Arantxa: Eh... ovejas en el corral perqueio...
54. Ainhoa: Seria 180...
55. Arantxa: Bueno, mmm... lo dejamos para después, ;jno?
56. Ainhoa: Seria 180-30. Es que eso es facil (escribe “180-30=150" en la segunda
casilla).
Total de ovejas Ovejas en el corral pequeiio
180 180-30=150
Ovejas de mas
en el corral grande Numero de corrales

Ovejas quitando las
que hay de mas en un corral

Figura 6. Contenido de la resolucion antes del item 56
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Actuaciones de los alumnos en el problema “El olvido”

Otro error que se ha repetido en mds de una ocasion, ha sido confundir una etiqueta que hace
referencia a una cantidad conocida por otra que se refiere a una que no lo es. En este caso, después
de la lectura de la casilla “lo que tuvieron que pagar los que tenian dinero”, la pareja Carlos-Juan no
identifica que la etiqueta hace referencia a una cantidad conocida (20). Carlos propone un producto
(9%x20), escribiéndolo posteriormente en la celda indicada (ver Figura 7) que deberian haberse
introducido en la celda “precio de todas las meriendas”.

Amigos a los que

Precio de una merienda se les olvido el dinero
20€ A seis amigos
Lo que tuvieron que
Amigos que si pagaron pagar los que tenian
dinero
9 amigos 15-6=9 9x20=180€
Precio de todas las Numero de amigos
meriendas
20x15=300 15 amigos

Figura 7. Contenido de la resolucion final de la pareja Carlos-Juan

Actuaciones de los alumnos en el problema “Naranjas y kiwis”

Al contrario que en el caso anterior, la pareja Arantxa-Ainhoa asigna el valor de una cantidad
conocida a una etiqueta que hace referencia a una que es desconocida.

8. Arantxa: Precio de los kiwis que se han comprado... eh... 3€ el kilogramo.
9. Ainhoa: (Escribe “3€ el kilo” en la casilla “Precio de los kiwis que se han
comprado™).

Después de la lectura de la celda “precio de los kiwis que se han comprado”, la pareja acuerda que
se debe escribir el valor tres (ver Figura 8), el cual deberia asignarse al recuadro “precio de un kilo
de kiwis”.

Precio de las

naranjas que se han

Kilos de kiwis
comprado

40Kg

Precio de los

Precio de un kilo de L
kiwis que se han comprado

naranjas

3€ el kilo
. Precio de
Kilos de P'recm de. . total de la
. un kilo de kiwis
naranjas fruta

Figura 8. Contenido de la resolucion antes del item 9

COMPARATIVA CON RESOLUCION CON EL SISTEMA TUTORIAL INTELIGENTE

En la Tabla 1 se recogen la relacion de problemas realizados de forma correcta e incorrectamente en
la resolucion con lapiz y papel usando el formato tabular. De nuevo, se asign6 el valor 0 a una
resolucion incorrecta mientras que una resolucion correcta se puntud con un 1, aunque contuviera
algin error numérico. Entre otros factores, estos porcentajes podrian deberse al trabajo colaborativo
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de los alumnos, por lo que no son lo suficientemente altos para asegurar que el hecho de ofrecer el
nombre de las cantidades que intervienen en un problema suponga una ayuda tan potente como se
podria presuponer.

Tabla 2. Relacion de problemas correctos e incorrectos en la resolucion con lapiz y papel

Pareja 1 Pareja 2 Pareja 3
Las cortinas 0 0 0
Los planos 0 1 0
Las ovejas 0 0 0
Los globos Correcto Pre Correcto Pre  Correcto Pre
El olvido 0 0 0
Naranjas y kiwis 0 0 1
La lana 1 Correcto Pre  Correcto Pre
El camion 1 Correcto Pre  Correcto Pre

Pelotas de tenis

Correcto Pre

Correcto Pre

Correcto Pre

Porcentaje de éxito  28,6%

20,0%

20,0%

Por el contrario, en la Tabla 2, se recogen la relacion de problemas realizados en el sistema tutorial
inteligente. Los alumnos sdlo realizaron en el programa aquellos problemas que hicieron de forma

incorrecta en la resolucion con lapiz y papel usando la representacion de los datos en formato
tabular.

Tabla 2. Relacion de problemas correctos e incorrectos en la resolucion con el sistema tutorial inteligente

Pareja 1 Pareja 2 Pareja 3
Las cortinas 0 1 1
Los planos 0 Correcto Tab 1
Las ovejas 1 1 1
Los globos Correcto Pre  Correcto Pre Correcto Pre
El olvido 0 1 1
Naranjas y kiwis 0 1 Correcto Tab
La lana Correcto Tab Correcto Pre Correcto Pre
El camion Correcto Tab Correcto Pre Correcto Pre

Pelotas de tenis Correcto Pre  Correcto Pre Correcto Pre

Porcentaje de éxito  28,0% 100,0% 100,0%

En este caso, observando los porcentajes, si se aprecia un incremento notable en el nimero de
resoluciones correctas.

CONCLUSIONES

Tal y como se ha podido observar en la revision de antecedentes, algunos estudios habian
identificado que la forma en que los estudiantes construyen nombres o etiquetas para referirse a la
cantidades, podia estar detrds de algunos errores y/o dificultades observadas durante la resolucion.
En nuestro estudio se ha constatado que los estudiantes también tienen dificultades para integrar,
dentro del proceso de resolucion, etiquetas construidas con suficiente precision para que no dieran
pie a posibles confusiones.

Por otra parte, el estudio abordado ha dado indicios en los que el hecho de aportar las etiquetas de
las cantidades que intervienen en un problema no da una ayuda suficiente para resolver problemas
en los que se tenia dificultades previamente, mientras que la informacidon sobre si un paso es
correcto o incorrecto, si que ofrece una ayuda suficiente para una correcta resolucion.
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ANEXO

El problema “Las cortinas”

Se comprd una cierta cantidad de metros de tela para cortinas, pagandose 528 €. Si se hubiesen
comprado 6 metros mas se hubiera pagado 564 €. ;Cuantos metros de tela se compraron?

El problema “Las ovejas”

En una granja hay 180 ovejas en dos corrales de distinto tamafio. Si sabemos que en el corral grande
hay 30 ovejas mas que en el pequeio, ;cudntas ovejas hay en el corral pequefio?

El problema “El olvido”

Un grupo de 15 amigos se compraron para merendar una hamburguesa y un refresco, pero a seis de
ellos se les olvid6 el dinero. Los demas decidieron pagarles la merienda y tuvieron que dar 20 €
cada uno. ;Cudnto costaba cada merienda?

El problema “Naranjas y kiwis”

Por 30 kg de naranjas y 40 kg de kiwis he pagado 180 €. Si los kiwis estan a 3 €/kg, ;cudnto cuesta
un kilo de naranjas?






EL PROCESO DE MODELIZACION EN EL AULA CON DATOS
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The modelling process with real data in the classroom. An exploratory study in
the computer environment of tablets
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Resumen

El trabajo que presentamos es un estudio de cardcter exploratorio sobre la aplicacion de un
modelo de ensefianza en un grupo de alumnos de 1°de bachillerato que permite trabajar el proceso
de modelizacion de una situacion real a partir de datos reales obtenidos en el aula. La
peculiaridad de este estudio es que dichos datos se obtienen a partir de la grabacion y andlisis de
un video del fenémeno estudiado utilizando aplicaciones de iPads®. En particular, el modelo de
ensefianza que utilizamos permite trabajar los conceptos de parametro y familia de funciones y
hace énfasis en el analisis cualitativo del fenomeno.

Palabras clave: proceso de modelizacion, iPad®, pardmetros, familias de funciones, datos reales

Abstract

This paper is an account of an exploratory study on the application of a teaching model in a grade
11 students group. The teaching model allows us to work the modelling process of a real situation
using real data collected in classroom. The peculiarity of this study is that these data are obtained
from recording and analysing a video of the studied phenomenon using apps for iPads®.
Particularly, the teaching model that we use allows us to work on the concepts of parameter and
family of functions and emphasizes the qualitative analysis of the phenomenon.

Keywords: modelling process, iPad”, parameters, families of functions, real data

INTRODUCCION

La aparicion de nuevas tecnologias estd cambiando todo aquello que nos rodea dia a dia, en
particular también la forma en que se concibe la ensefianza y el aprendizaje en las aulas. Por ello, la
adaptacion a estas nuevas formas de entender la ensefianza es un factor importante en el aprendizaje
eficaz por parte de los alumnos.

El trabajo de investigacion que presentamos es un estudio exploratorio sobre la ensefianza y el
aprendizaje del proceso de modelizacion de una situacion real en un grupo de alumnos de primer
curso de bachillerato. Una de las peculiaridades de nuestro estudio es que los datos que se utilizan
son datos reales que se obtienen a partir de la grabacion de un video del fendmeno representado por
los propios alumnos en el aula utilizando iPads”. Ademas, este dispositivo no sélo sirve para grabar
dicha situaciéon en video, sino que también permite, mediante una combinacion de aplicaciones,
trabajar sobre éste a partir de los datos obtenidos.

El uso de datos reales es importante en el sentido en que éstos tienen un papel destacado en la
elaboracion de conceptos por parte de los alumnos ya que la situacion real que se pretende estudiar

Ortega, M. y Puig, L. (2014). El proceso de modelizacion en el aula con datos reales. Un estudio exploratorio en el
entorno informatico de las tabletas. En J. L. Gonzalez, J. A. Ferndndez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T. Sanchez-
Compafia, C. Fernandez, J. L. Lupiafez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y Algebraico e
Historia de las Matematicas y Educacion Matematica - 2014 (pp. 125-134). Malaga: Departamento de Didactica de las
Matematicas, de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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no se presenta como una mera aplicacion de los conceptos aprendidos por los alumnos, sino mas
bien para introducirlos y desarrollarlos. Asi, las situaciones de modelizacion en la ensenanza
resultan ser un lugar 6ptimo para el aprendizaje de conceptos y procesos matematicos (Puig, en
prensa).

Ademas, tanto el andlisis cualitativo del fendémeno que se estudia como el conocimiento de las
caracteristicas de las familias de funciones y el significado de los parametros son un elemento
crucial en la gestion y el control del proceso de modelizacion, ya que permiten tomar decisiones
sobre el tipo de funcidén que se usard como modelo y controlar su posterior adecuacion a lo largo del
proceso de modelizacion (Puig, en prensa). Por este motivo, uno de nuestros objetivos sera el de
constatar la influencia de dichos factores, en particular, cuando se utiliza un modelo de ensefianza
que, por un lado, permite trabajar conceptos como el de familia de funciones y el de parametro vy,
por otro, hace énfasis en el andlisis cualitativo del fenomeno.

Sin embargo, éste no es el tnico objetivo que se persigue, sino que, por el caracter exploratorio de
nuestro estudio, tendrd también como finalidad explorar todo aquello relacionado con las
actuaciones y las concepciones de los alumnos cuando trabajan en el entorno informéatico de los
iPads” y con un modelo de ensefianza que presenta estas caracteristicas.

PROBLEMATICA Y MARCO TEORICO

La problematica en la que se enmarca nuestro estudio es la de la ensefianza de este tipo de
situaciones y se engloba dentro de un grupo de trabajos desarrollados por nuestro grupo de
investigacion (Monzd y Puig, 2007; Monz6 y Puig, 2008; Puig y Monzo, 2008; Monzé y Puig,
2010; Monz6 y Puig, 2011; Monzé y Puig, 2012; Puig y Monz6, 2013; Puig, en prensa; Juan, 2012;
Infante y Puig, 2013; Monzd, Puig y Navarro, en prensa), que tienen una serie de variantes en lo
que respecta al contexto educativo en el que se desarrollan, el hardware y software utilizados y el
uso o no de datos reales, y en los que lo que se pretende es, por un lado, presentar un modelo de
ensenanza que permita estudiar el proceso de modelizacion, los conceptos de familia de funciones y
forma canonica de una familia de funciones y el significado de los parametros de las formas
canénicas respecto a la funcion y al fenémeno que se modeliza, y, por otro, analizar los resultados
después de la aplicacion de éste.

El marco tedrico y metodoldgico desde el que abordamos esta problemadtica es el de los Modelos
Tedricos Locales (MTL), cuya elaboracion fue iniciada por Eugenio Filloy (Kieran y Filloy, 1989;
Filloy, 1990) y cuya exposicion mas detallada y completa se puede encontrar en Filloy, Puig y
Rojano (2008). Desde esta perspectiva, consideramos que las situaciones de ensefanza y
aprendizaje en los sistemas escolares pueden concebirse como situaciones de comunicacion y de
produccion de sentido en las cuales estan implicados la materia objeto de ensefanza y aprendizaje,
la ensefianza, que organiza el profesor, y los alumnos, en cuyas actuaciones se muestra lo que han
aprendido.

Ademas, los MTL permiten tomar en consideraciéon la complejidad de los fenomenos que se
producen en todo el proceso de ensefianza y aprendizaje mediante varios componentes teoricos
relacionados entre si que permiten, asi mismo, organizar la investigacion. En particular, en esta
investigacion, se aborda el componente de competencia haciendo referencia a trabajos anteriores de
esta misma linea (Puig y Monzd, 2013), el de ensefianza cuando se detallan la organizacion del
experimento y se explican los materiales utilizados, el de actuacion cuando se analizan las
actuaciones de los alumnos tanto durante las sesiones de clase como en las entrevistas y, por tltimo,
el de comunicacion que se incluye de forma implicita.

No obstante, por motivos de espacio, en esta comunicacion nos centraremos so6lo en describir los
elementos necesarios para poder mostrar los resultados obtenidos, por lo que detallaremos cudl fue
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el proceso seguido asi como el material utilizado y nos fijaremos en algunas de las actuaciones de
los alumnos a lo largo del experimento.

Ahora bien, aunque el marco teorico desde el que abordamos esta problematica sea el de los MTL,
integramos también elementos tomados de la Educacion Matemadtica Realista, en concreto, la
consideracion de que el proceso de matematizacion tiene dos direcciones, horizontal y vertical. Esa
idea que caracteriza lo que en esa escuela se llama “realista”, tiene entre otras consecuencias para el
disefio de las situaciones de ensefianza, la de usar contextos y datos reales, proponiendo en esos
contextos reales actividades que contengan las dos direcciones de la matematizacion, lo que hace
que los procesos de modelizacién, como procesos de matematizacion, sean un elemento importante
dentro de la Matematica Realista.

Ademas, como nosotros consideramos el proceso de modelizacion como un caso particular de
proceso de resolucion de problemas (Puig, en prensa), también integramos resultados que provienen
de estudios sobre el proceso de resolucion de problemas en general, especialmente, la consideracion
de la importancia de la gestion del proceso (Schoenfeld, 1985; Puig, 1996). En el caso de los
problemas de modelizacion, consideramos que un factor fundamental para que la gestion del
proceso sea buena es la realizacion de analisis cualitativos tanto del fendmeno que hay que estudiar
como de las familias de funciones con las que el fendmeno se va a modelizar (Puig y Monz6, 2013).

Finalmente, prestamos una atencion especifica al hecho, observado en investigaciones de didactica
del algebra, de que los alumnos suelen tomar las transformaciones algebraicas como reglas
mecanizadas que ejecutan sin sentido, y, en consecuencia, incorporamos a nuestra ensefianza el dar
sentido a las transformaciones algebraicas, ddndole un papel importante a las formas candnicas de
las familias de funciones y el significado de los parametros en ellas.

EL EXPERIMENTO DE ENSENANZA

En este apartado recogemos todo aquello relacionado con el experimento que se llevo a cabo, es
decir, cudl fue la situacion que se pretendia estudiar, la descripcion del procedimiento seguido, las
caracteristicas de la poblacion estudiada y el disefio del material utilizado y su finalidad.

El estudio que realizamos consistié en analizar una situacion de ensefianza en la que un grupo de
alumnos, organizados por parejas, tenian que estudiar matematicamente un fenomeno de la vida
cotidiana, es decir, con la intencidon de matematizarlo. En particular, el fenémeno estudiado fue la
relacion entre el tiempo y la altura de una pelota dejada caer desde una posicion elevada pero sélo
desde el momento en el que ésta toca el suelo por primera vez hasta que lo vuelve a tocar.
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Figura 2. Imagen del fenémeno que los alumnos tenian que estudiar

Cabe destacar que el hecho de escoger este fendémeno como objeto de estudio se debe a que se
intentd buscar un fendmeno cuya representacion grafica no coincidiera con la trayectoria del objeto
de estudio (en este caso, la pelota) para evitar lo que, segin Janvier (1978), hacen muchos alumnos
que, “incapaces de tratar las graficas como representaciones abstractas de relaciones, parecen
interpretarlas como si fueran meros dibujos de las situaciones que sirven de base”.

Poblacion y contexto

La poblacidon que participd en nuestro experimento de ensefianza fue la formada por un grupo de
alumnos de 1° de bachillerato, entre 16 y 17 afios, de la especialidad de Ciencias de la Salud de un
centro de la Comunidad Valenciana. El grupo estaba formado por un total de dieciséis alumnos, de
los cuales seis eran chicos y diez chicas.

Los alumnos se agruparon por parejas libremente con el fin de favorecer la verbalizacion entre ellos
de lo que estan haciendo, pensando o quieren hacer (Shoenfeld, 1985; Puig, 1996). Ademas, segin
Balacheff y Laborde (1985), el trabajo en parejas no s6lo es una fuente de explicaciones, sino
también una fuente de enfrentamientos con los demds, cosa que aporta dinamismo a la tarea a
estudiar y que es positivo ya que fomenta la aparicién de contradicciones que, probablemente, no se
percibirian si los alumnos trabajaran en solitario.

Con respecto al contexto en el que se encontraban los alumnos en el momento en el que tuvo lugar
el experimento, cabe destacar que aun no tenian conocimientos sobre modelizacion, aunque si que
habian estudiado diferentes familias de funciones en cursos anteriores y habian trabajado con estas
usando como forma candnica y=a-f{(x-c)/b)+d y como soporte calculadoras graficas. En particular,
segin el curriculum en vigor en la Comunidad Valenciana (Generalitat Valenciana, 2007), ya
habian recibido ensefianza sobre funciones lineales, cuadraticas, de proporcionalidad inversa y
exponenciales en cursos anteriores.

Descripcion del material utilizado y del procedimiento seguido

El experimento se efectud en un total de tres sesiones de cincuenta minutos, divididas en dos partes,
una primera en la que tuvo lugar la ensefianza, que ocup6 dos de las sesiones, y otra en la que se
efectuaron las entrevistas, que tuvieron lugar durante la sesion restante.

En primer lugar, en la primera sesion los alumnos realizaron una ficha que contenia unas preguntas
previas a la realizacion y grabacion del experimento. Estas preguntas se propusieron con la
finalidad de indagar sobre las ideas previas de los alumnos y de servir de guia en el proceso de
modelizacion. En particular, habia una primera pregunta donde se les pedia a los alumnos que
realizaran un andlisis cualitativo del fendémeno que habia que estudiar (es decir, que realizaran un
esbozo de la curva que pensaban que lo modelizaba) y otras dos preguntas donde se pretendia que
escogieran una familia de funciones de las de una lista dada y dieran una justificacion.

Después de rellenar la ficha por parejas, los alumnos realizaron el experimento de forma que
mientras uno de ellos dejaba caer la pelota desde lo alto de una silla, su compafiero lo grababa
utilizando un iPad®. Para la grabacion, se utilizd la aplicacion Video Physics® de Vernier®,
aplicacion que no s6lo permitié grabar el fendémeno en video, sino también obtener una nube de
puntos después de realizar una serie de operaciones sobre €ste. En concreto, después de grabar el
video, los alumnos tenian que fijar unos ejes de coordenadas en un fotograma cualquiera de la
grabacion, tomar una medida de referencia en la realidad e introducirsela a la aplicacion para que
ésta usara ese dato como referencia para calcular cualquier otra medida y, finalmente, marcar sobre
la pelota una serie de puntos en distintos fotogramas del video indicando la trayectoria que seguia
en cada instante. La aplicacion produce entonces una grafica de puntos que muestra la relacion
entre el tiempo y la altura.
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Respecto a la segunda sesion, estaba previsto que los alumnos rellenaran una segunda ficha con los
datos obtenidos del experimento que habian realizado en la sesiéon anterior. Sin embargo, por
problemas externos, finalmente no pudieron utilizar estos datos y les tuvimos que proporcionar los
de otro experimento. En particular, lo que sucedié fue que para responder los items de esta ficha,
era necesario pasar las coordenadas de los puntos obtenidos en la aplicacién Video Physics® a otra
aplicacion, Data Analysis®, para lo que se requeria conexion a internet, con la que tuvimos
problemas en el centro.

En cuanto a la segunda ficha, cabe destacar que estaba pensada para que los alumnos comprobaran
la adecuacion de la funcion escogida y que estudiaran el fendmeno con mayor profundidad. Para
eso, se les proponia una primera pregunta donde estos, utilizando la aplicacion Data Analysis®,
tenian que elegir la funcion de regresion que mejor ajustara a la nube de puntos obtenida. Después,
se les proponia una pregunta para que se dieran cuenta de que la funcidon de regresion (que en este
caso era la pardbola) no representa a la funcion que modeliza el fendmeno en todo su dominio, sino
solamente en el intervalo en el que se esta estudiando y para el que se ha definido (es decir, desde
que toca el suelo la pelota por primera vez hasta que lo vuelve a tocar). Y, finalmente, se les
propuso una ultima pregunta para ver si eran capaces de interpretar los datos obtenidos en el
experimento con relacion al fendémeno.

Por ultimo, en la tercera sesion tuvieron lugar las entrevistas, que se realizaron a dos de las parejas,
no sélo con la intencion de analizar el origen de sus respuestas y conocer cudles eran sus
concepciones con mayor profundidad, sino también con la intencion de guiarlos para que fueran
capaces de reflexionar y modificar algunas de las ideas errdneas que presentaban.

RESULTADOS MAS DESTACADOS

En cuanto a los datos obtenidos de los alumnos, cabe destacar que provienen de tres fuentes
distintas: de las fichas, de los iPads® y de las entrevistas. Ahora bien, por un lado, se analizaron las
respuestas de los alumnos a las fichas y la informacion disponible en los iPads™ (los videos, la
representacion de las diferentes funciones de regresion...) haciendo una reconstruccion racional de
los hechos transcurridos durante las sesiones primera y segunda pareja por pareja y posteriormente
un resumen de los resultados obtenidos (relativos a las concepciones de los alumnos, la influencia
del conocimiento que estos tenian de los parametros y las familias de funciones a lo largo del
experimento, etc.). Por otro lado, se analizaron las entrevistas realizadas, primero transcribiéndolas
(incluyendo no sdélo sus intervenciones, sino también comentarios sobre gestos, comportamientos y
reacciones con la finalidad de contribuir a la comprension de la situacion y a entender a qué se
hacia referencia en cada momento) y, luego, haciendo una reconstruccion racional de los hechos,
analizandola y agrupando los resultados obtenidos.

A continuacion, presentamos algunos de los resultados mas destacados de los que pudimos observar
a partir tanto del analisis de las fichas y los iPads® como de las entrevistas a algunas de las parejas
estudiadas con mayor profundidad, relativos a las actuaciones y las concepciones de éstos a lo largo
de todo el experimento de ensefianza.

Las concepciones del concepto de altura

En primer lugar, pudimos observar algunas concepciones que presentan los alumnos por lo que
respecta al concepto de altura.

En particular, observamos dos concepciones: que los alumnos consideran que la altura por encima
del nivel del suelo es positiva siempre y que es cero exactamente en el suelo, cosa que podria ser
consecuencia de que habitualmente se toma éste como referencia, pero que no tiene por qué ser asi.
En realidad, lo que observamos fue que, cuando se les da libertad para que elijan qué referencia
tomar (cosa que sucede en la ficha 1 y cuando trabajan en el video que ellos mismos graban), todos
los alumnos eligen el suelo pero, cuando ya hay una referencia tomada (como cuando realizan la
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segunda ficha, ya que, se utilizan otros datos que nosotros les proporcionamos), continiian
considerando el suelo como referencia a pesar de no serlo y de tener informacién suficiente para
comprobar cudl es. Veamos algunos ejemplos que ponen de manifiesto lo que acabamos de
mencionar.

En primer lugar, vemos que, efectivamente, cuando no hay una referencia tomada, los alumnos
eligen el suelo. Esto se puede observar en el item 1 de la primera ficha, cuando les hacemos
preguntas antes del experimento para averiguar sus concepciones ya que, como podemos ver en el
ejemplo de respuesta de la figura 2, los alumnos consideran que el eje de las x es el suelo ya que es
la altura a la que rebota la pelota.

N »*

A

5% ? 4_3

l

Figura 3. Respuesta de la pareja 1 al item 1

Ademas, como hemos dicho, este hecho no s6lo se puede observar en las respuestas de los alumnos
al item 1, sino también cuando trabajan sobre el video que ellos mismos graban y, en particular, a la
hora de fijar los ejes de coordenadas, ya que la mayoria de ellos (excepto una unica pareja) fijan el
eje OX en la base de la pelota para que el suelo coincida con éste y, por tanto, la altura en el suelo
valga cero, tal como se puede observar en la figura 3.

05/23/2013 13:08:38 A 05/23/2013 13:21:59

Figura 4. Posicion de los ejes de coordenadas (parejas 6 y 8)
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Sin embargo, en la segunda ficha vemos, como ya habiamos comentado, que, a pesar de que la
altura del suelo en los nuevos datos no es exactamente cero, los alumnos contintan considerando
éste como referencia.

Este hecho se puede observar, por ejemplo, en la respuesta de la pareja 5 al item 7, donde les
pedimos a los alumnos que calculen para qué valores del tiempo la pelota golpea el suelo, a lo que
responden igualando y a cero, suponiendo que la altura a la que se encuentra éste continta siendo
nula.

Hem ;gwloi b ¥ ¢ comegw o ol a e ge €3
QR0 lpg® avb @ k. XE= -0.553%5
X, = 365284

Hemos igualado la y que corresponde a la altura a cero que es

cuando golpea con el suelo. x;=-0,558905
x=3,552899

Figura 5. Respuesta de la pareja 5 al item 7

Ademas, este tipo de respuesta se da exactamente en todas y cada una de las parejas analizadas, sin
considerar aquellas que dejan en blanco la pregunta, cosa que nos da una idea de como de fuerte es
esta concepcion.

Los factores que influyeron en la eleccion de la funcion de modelizacion

Por otro lado, pudimos observa la influencia de diferentes factores a la hora de escoger un modelo
de entre todos los que se proponen en una lista.

En primer lugar, de forma similar a lo que se expone en Puig (en prensa), pudimos constatar que
tanto el analisis cualitativo del fendmeno a estudiar como el conocimiento de las caracteristicas de
las diferentes familias de funciones son elementos cruciales en la gestion y el control del proceso de
modelizacion y, en particular, a la hora de tomar decisiones sobre el tipo de funcion que se usa
como modelo y de controlar su adecuacion a lo largo del proceso de modelizacion. Este hecho se
puede observar en diferentes momentos del experimento como, por ejemplo, durante la realizacion
de la entrevista a los alumnos de la pareja 2, como vemos a continuacion.

I: En la pregunta 2, ;por qué escogisteis la opcion ¢? [f{x) = ax*+ bx]

A: Al final encontramos que ésa era la mas... la mas coherente.

I: LY en qué os basasteis para responder?

A: Pues... como el dibujo era una parabola... sabiamos que x llevaba un cuadrado.

Como podemos observar, al preguntarle a uno de los alumnos por qué escogieron la funcién
cuadratica de la opcion c) en el item 2, que es la funcién fix) = ax’ + bx, nos responde que fue
porque sabian que la grafica de la funcidn era una parabola y que, por tanto, la x tendria que tener
como exponente un 2, utilizando sus conocimientos sobre las propiedades cualitativas de las
funciones para responder.

Por otro lado, otro factor que también influye claramente en las respuestas de los alumnos a la hora
de tomar decisiones sobre la eleccion de la funcidon que modeliza el fendmeno, es el significado que
los alumnos le atribuyen a los parametros, aunque no siempre sea el correcto, como veremos a
continuacion en un ejemplo. Esto se puede observar en la respuesta al item 3 de los alumnos de la
pareja 3 donde, al preguntarles por qué eligen la familia de funciones y = ax® + bx, responden que lo
hacen porque los pardmetros a y b son el eje de las y y de las x respectivamente, y que el pardmetro
¢ de la funcién y = ax* + bx + ¢ vale cero porque la grafica que éstos dibujan en el item anterior
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pasa por el origen de coordenadas. Es decir, aunque no interpreten correctamente todos los
pardmetros, el significado que éstos les atribuyen hacen que los alumnos elijan como modelo la
funcién cuadratica que pasa por el origen de coordenadas,

'Pe‘rg(vt e & indiee leie de les ? ket o de lesx

counengg en el (0,06]  wo Yeurn €

L Cout

Porque la a indica el eje de las y y la b el de las x y como
empieza en el (0,0) no tenemos c.

Figura 6. Respuesta de la pareja 3 al item 3

Por ultimo, cabe destacar que otro de los factores que pudimos observar que influy6 claramente en
la eleccion de la funcion, y que se repitid en siete de las ocho parejas analizadas, fue la concepcion
que los alumnos tenian del tiempo. En particular, pudimos ver lo que denominamos una concepcion
absoluta del tiempo, esto es, el hecho de considerar que el tiempo vale cero justo en el momento en
que se empieza a estudiar el fendmeno, es decir, en el momento en el que la pelota toca el suelo por
primera vez, obviando que éste se presenta descrito y englobado en un contexto mas general que es
desde que se suelta la pelota hasta que se para.

Por tanto, los alumnos, al considerar el suelo como referencia y que el valor del tiempo cuando se
empieza a estudiar el fendmeno es cero, dibujan las gréficas en el item 1 de forma que pasan por el
origen de coordenadas. Esto se puede observar en diferentes respuestas, como, por ejemplo, en las
de las parejas 1 y 2 que, a pesar de ser distintas, todas ellas tienen la caracteristica de que cuando el
tiempo vale cero, la altura de la pelota es cero también.

U Pareja 1 Pareja 2

A

~ (F)

Figura 7. Respuestas de las parejas 1 y 2 al item 2

Ademas, este hecho no s6lo se puede observar en la realizacion de las fichas, sino también durante
las entrevistas, como podemos ver en las transcripciones de las intervenciones de la pareja 1, donde
uno de los alumnos afirma que para ellos la grafica pasa por el origen de coordenadas porque en el
enunciado se describe que el fenomeno que hay que estudiar empieza cuando la pelota toca el suelo
por primera vez, y no antes.

I: [...] {Por qué dibujasteis la grafica de forma que empezara desde (0,0) y no desde otro lugar?
A: [...] porque consideramos el tiempo inicial cero y que la altura en el primer salto era cero
también.

I: Pero, ;jpor qué? [...]
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A: Porque aqui [refiriéndose al enunciado donde se describe el fendmeno que hay que estudiar]
pone que es desde que [la pelota] toca el suelo por primera vez.
CONCLUSIONES

El estilo que caracteriza nuestro trabajo condiciona el tipo de conclusiones que extraemos de éste,
ya que el objetivo no es la investigacion experimental de una hipdtesis, sino la realizacion de una
exploracion del proceso de modelizacion de una situacion real determinada. Por este motivo, las
conclusiones que extraemos son una recopilacion de los resultados obtenidos y presentados
ampliamente en el apartado anterior.

En primer lugar, hemos podido observar que tanto el andlisis cualitativo del fendémeno como el
conocimiento de las propiedades cualitativas de las familias de funciones y el significado de los
parametros son elementos cruciales en la gestion y el control del proceso de modelizacion, ya que
los alumnos se basan en éstos tanto para tomar decisiones como para justificar sus respuestas.

Ademas, también hemos podido observar una concepcion absoluta del tiempo al considerar el
fendomeno estudiado independientemente del contexto en el que se presenta.

Pero, sobre todo, hemos podido observar en los alumnos una muy arraigada concepcion de que la
altura cuando se trabaja por encima del nivel del suelo es positiva y exactamente cero en el suelo ya
que, incluso cuando no es asi, los alumnos consideran éste como referencia.

Por tanto, las implicaciones que tiene este estudio en la elaboracion de trabajos futuros es el hecho
de que se prestara especial atencion a las cuestiones observadas en nuestro experimento,
especialmente a las relativas al tiempo y a la altura, para que los alumnos sean capaces de
superarlas.
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Resumen

En la investigacion conducente a una tesis doctoral, estudiamos como reflexionan sobre su
ensefianza, profesores de matematicas, mientras participan en un curso de formacion. La reflexion
comienza seleccionando un problema profesional. Una de las parejas de profesores se planteo
profundizar en las dificultades que tienen los alumnos para traducir enunciados a expresiones
algebraicas (que los profesores llaman modelizacion). Para poder interpretar la reflexion hemos
realizado un andlisis didactico de la ensefianza del algebra en el inicio de secundaria. En esta
comunicacion presentamos algunas apreciaciones sobre el papel de la modelizacion en dalgebra y
su relacion con los diferentes “roles de las letras en dalgebra”, que nos serviran para interpretar
los planteamientos y reflexiones de los profesores.

Palabras clave: ensenianza del dlgebra, modelizacion, rol de letras.
Abstract

In the investigation conducive to a doctoral thesis, we study how they reflect about his teaching,
teachers of mathematics, while they take part in a training course. The reflection starts by selecting
a professional problem. One of the pairs of teachers considered to penetrate in the difficulties that
the pupils have to translate terms of reference into algebraic expressions (that the teachers are
called a modeling). To be able to interpret the reflection we have realized a didactic analysis of the
education of the algebra in the beginning of secondary. In this communication we present some
appraisals on the paper of the modeling in algebra and his relation with different "roles of the
letters in algebra ", that will serve us to interpret the ideas and reflections of the teachers.

Keywords: teaching algebra, modelling, role of letters.
INTRODUCCION

Estudiar los procesos ligados a la formacion de profesores es una linea de investigacion
ampliamente desarrollada dentro de la didactica de la matematica. Dentro de los trabajos que
atienden al desarrollo profesional, una linea importante se ocupa de la reflexion del docente como
un proceso que le ayuda a fundamentar su autonomia, a la vez que le permite relacionar su proceso
de formacion con su desempefio profesional en aula.

En un estudio doctoral nos hemos propuesto como objetivo principal analizar la reflexiéon sobre la
practica referente a un problema del algebra, en un programa de formacion continua, consistente en
un curso impartido en Chile el afio 2012.

En dicho estudio se utiliza el andlisis didactico, para profundizar en la problematica profesional que
el grupo analizado ha seleccionado, relativa a la ensefianza del algebra. El proposito de esta
comunicacion es presentar algunos resultados de este andlisis, centrandonos particularmente en el
andlisis de contenido.

Ramos-Rodriguez, E., Flores, P., y Ponte, J. P. (2014). Analisis didactico para estudiar la reflexion de profesores sobre
modelizacion en algebra. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-Rodriguez, M. T. Sdnchez-Compaiia, C.
Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico y Algebraico e Historia de las
Matematicas y Educacion Matematica - 2014 (pp. 135-143). Malaga: Departamento de Didactica de las Matematicas,
de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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A continuacion mostramos algunos aspectos del analisis didactico como herramienta de apoyo al
investigador, que ejemplificamos examinando el papel de la letra en el dlgebra y la modelizacion.

ANALISIS DIDACTICO

Para facilitar tanto nuestra actuacién durante el curso, como el andlisis de las producciones de los
docentes sobre la ensefianza del algebra, desarrollamos parte del proceso de analisis didactico que
se lleva a cabo en el grupo Pensamiento Numérico y Algebraico (PNA) de la Universidad de
Granada. El andlisis didactico (Rico, 1997), aunque tiene un origen tedrico, su objetivo es
eminentemente practico, al facilitar al profesor el proceso sistematico de disefio de unidades
didacticas (Rico, 1997). Gomez (2007), seiala que “el analisis didactico es un procedimiento que
permite explorar, profundizar y trabajar diferentes y multiples significados del contenido
matematico escolar, para efectos de disefiar, llevar a la practica y evaluar actividades de ensefianza
y aprendizaje” (p.18-19). Por tanto, permite al profesor organizar el saber desde dos ambitos, desde
las matematicas y desde la ensefianza.

Este analisis se compone de cuatro subanalisis: de contenido, cognitivo, de instruccion y de
actuacion. Para interpretar las intervenciones de los profesores hemos profundizado en el analisis de
contenido sobre el dlgebra escolar, a partir de dos elementos: la modelizacion y el uso de la letra.

Modelizacion

El proceso de modelizacion en educacion matemadtica es un tema de interés que tiene espacio en
reuniones cientificas como la International Conference on the Teaching of Mathematical Modelling
and Applications (ICTMA) (Matos, Blum, Houston y Carreira, 2001; Niss, Blum y Huntley, 1991),
la International Conference in Mathematics Education (ICME) (Gémez y Waits, 2000), en el
International Group for the Psychology of Mathematics Education (PME), en la Asian Technology
Conference in Mathematics y en la Reunion Latinoamericana de Matematica Educativa (RELME),
entre muchas otras. Diversos investigadores han mostrado interés en conceptualizar este proceso
con miras a su comprension, como Blum (1991), Castro y Castro (1997), Cross y Moscardini
(1985), Galbraith y Haines (1997), Ponte (2004); Rios (1995), Swets y Hartzler (1991), Stewart y
Pountney (1995), entre otros. En la revision realizada observamos que el término modelizacion
tiene diversas acepciones.

Considerando los aportes de investigadores (Arora y Rogerson, 1991; Castro y Castro, 1997; Rios,
1995; Swets y Hartzler, 1991) denominaremos modelizacion matematica “...al proceso de concebir
el modelo matematico” (Swetz y Hartzler, 1991, p.1), proceso que contribuye a realizar una
aproximacion a problemas del mundo real mediante las matematicas (Rios, 1995); forma parte de la
resolucion de problemas (Swets y Hartzler, 1991). La modelizacién matematica es "...el arte y
ejercicio de construir y trabajar con modelos matematicos." (Arora y Rogerson (1991, p.12). Por
tanto es fundamentalmente una forma de resolucion de problemas de la vida real (Ponte, 2004), que
conlleva la consideracion del problema como un todo, como lo veremos més adelantes al examinar
las etapas del proceso de modelizacion.

Con el fin de examinar la modelizacién como proceso, varios autores han considerado ciertos
esquemas que permiten estudiarla de manera mas precisa (Castro y Castro, 1997; Blum, 1991, Blum
y Niss, 1991; De Lange, 1997; Swets y Hartzler, 1991, entre otros). A partir de estos autores
asumiremos el proceso de modelacion como un proceso que conlleva cuatro fases principales,
ilustradas en la figura 2.
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Figura 2. Proceso de modelizacién matematica

Estas fases se describen como:

Identificacion del modelo real. A partir de situaciones del mundo real se identifica una
situacion susceptible de ser tratada con herramientas matematicas. En este primer momento
se perciben cuestiones e interrogantes procedentes de un mundo de fendmenos, que dan
lugar a problemas para cuya respuesta es necesario un proceso de abstraccion y
simplificacion. Se constituye la imagen de alguna parte objetiva existente en la realidad. Se
hace necesario entender la estructura, idealizar y precisar el sentido de la situacion o
problema real, enmarcado sobre la base del contexto en el cual se construira el modelo real.
Aqui se incluye la posible toma de datos y su organizacion para andlisis posterior;

Construccion del modelo matematico. Momento de abstraccion, en el que el sujeto focaliza
la atencion sobre propiedades especificas de la situacion y considera esas propiedades
aisladas de la situacion original (Harel y Tall, 1991). Al modelizar se establecen los datos,
conceptos, relaciones, condiciones y premisas que seran traducidos al lenguaje matematico;

Eleccion de los contenidos y utilizacion de métodos matematicos apropiados. En este
momento se acude a los conceptos y técnicas matematicas;

La interpretacion y validacion de las conclusiones. Se contrastan directamente con la
situacion del mundo real que esta siendo estudiada, o a través del modelo real configurado
en la modelizacion realizada. Las conclusiones matematicas obtenidas seran traducidas del
lenguaje del modelo matematico al lenguaje de la situacion real. Cuando los resultados de
esa comparacion realidad-modelo son favorables termina el proceso de modelizacion. En
caso contrario se reinicia el proceso para refinar el modelo existente o para buscar otro
diferente, siempre teniendo como norte encontrar un modelo aceptable.

En la figura 2, se refleja el caracter ciclico del proceso de modelizacion que promulgan los autores
mencionados, lo cual le confiere una estructura dinamica y flexible que permite su permanente
enriquecimiento e incorporacion de nuevas interrogantes, cada vez que se desea modelizar una
situacion dada.

La letra en algebra

El tratamiento de expresiones, la soluciéon de problemas y la modelacién de situaciones reales
mediante el uso del algebra requieren de una comprension global y flexible del concepto de
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variable. No seria exagerado decir que, a nivel elemental, el dlgebra gira en torno a esta idea. Sin
embargo, a pesar de su papel protagonico, este concepto es muy dificil de definir, ya que la variable
en el algebra se presenta con caracterizaciones que varian segin el problema en el que ésta esta
involucrada (Trigueros, 1999). Considerando ademds que la solucion competente de los problemas
algebraicos requiere un manejo flexible de los tres usos de la variable y de los aspectos que
caracterizan a cada uno de ellos (Ursini y Trigueros, 2006), hemos incluido el tema como parte de
los contenidos a tratar con los docentes dentro del curso formativo, constituyendo ¥ un apartado
especial dentro del andlisis de contenido sobre el algebra escolar.

Las profesoras protagonistas de nuestro estudio seleccionaron para su estudio un problema ligado a
la enseflanza y aprendizaje del algebra, en especifico a la traduccién del lenguaje verbal al
algebraico. Nuestra elaboracion de un andlisis de contenido sobre el algebra escolar nos lleva a
apreciar que las profesoras estudiadas enfatizan la representacion simbolica formal de las
expresiones algebraicas, para lo cual utilizan letras que adquieren un significado especifico. Con
objeto de comprender mejor el significado que le atribuyen a las letras, hemos estudiado el papel de
la letra en el algebra escolar, partiendo del papel que adquiere con mayor generalidad, el de
variable.

La funcion que le asignamos a las letras y simbolos varia de acuerdo al contexto y al contenido
matematico en donde se desenvuelven. Filloy (1999) hace hincapié¢ en la fuerza que tienen los
simbolos:

“los simbolos matematicos no tienen interpretacion tinica y, por lo tanto, una lectura correcta de los
mismos requiere de una reconceptualizacion de los objetos matematicos que dichos simbolos
representan, cuando se pasa de un contexto a otro (del aritmético al algebraico)” (Filloy, 1999, p.
50).

Esto nos hace notar la diferencia entre variable y letra. En primer lugar la variable es un objeto
matematico que indica variabilidad y que se simboliza generalmente con una letra. El uso que se le
asigna a la letra repercute en el significado de la variable, por lo tanto la comprension de los
distintos usos de las letras es fundamental para llegar al de la variable.

Kiichemann (1980) identifico seis maneras de interpretar los simbolos literales o letras, a saber:
* letra evaluada, a la letra se le asigna un valor numérico;

* letra no utilizada, la letra es ignorada o su existencia es reconocida pero no se le atribuye
ningun significado;

* letra como objeto, se considera la letra como una abreviacion del nombre de un objeto o
como a un objeto en si;

* letra como incognita especifica, representando un niimero particular pero desconocido y los
alumnos son capaces de operar directamente sobre ella.

* letra como numero generalizado, por lo que representa o es capaz de asumir distintos
valores;

* letra como relacion entre cantidades, en cuyo caso representa un rango de valores no
especificados, mediante una relacion sistematica entre dos conjuntos de valores de este tipo.

El papel de la letra para un objeto matematico puede ser variable. Asi por ejemplo, en el caso de las
expresiones algebraicas la letra toma el papel de nimero generalizado. En el caso de las ecuaciones
(igualdad de expresiones) puede ser considerado (segun el contexto) como incdgnita o como
relacion funcional. Cuando hablamos de representaciones algebraicas no estamos particularizando a
ecuaciones, ni a expresiones ni a funciones, etc., por tanto, en este caso, el uso de la letra (y por
ende el significado de la variable) depende del contexto.
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Considerando el trabajo de Kiicheman (1980), Ursini y Trigueros (Trigueros, 1999; Ursini y
Trigueros, 2006), identifican tres formas principales en las que se manifiestan las variables en el
algebra escolar:

La variable como incognita, es decir, como un nimero desconocido. Aparece desde los
primeros afios escolares cuando los alumnos empiezan a trabajar con problemas, aunque la
incognita no se representa mediante una letra sino mediante otros signos, como una raya, un
cuadrito, un espacio vacio, etc. Este signo se sustituye por la letra al iniciarse la ensefianza
del algebra propiamente tal.

La variable como numero generalizado, se refiere a la variable como una herramienta que se
usa en matematicas para expresar propiedades derivadas de una generalizacion. Cuando se
quiere expresar un patroén, una regularidad o un método general en matematicas, se usan
variables para indicar la generalidad de los numeros involucrados. Por ejemplo, para
expresar propiedades de los niimeros reales, o bien el término general de sucesiones de

nameros reales, como por ejemplo, la sucesion 1+ %, 2 +%, 6+ %, 24 + %, se puede

ni+
generalizar con la expresion algebraica n+l,

La variable en una relacion entre cantidades, es decir, las variables que expresan una
relacion entre dos cantidades que cambian. Cuando se usa asi, las caracteristicas principales
de la variable son su variacion en un rango de valores y el hecho de que el cambio en una de
las variables produce un cambio en el valor de la otra. Esta caracteristica se enfatiza cuando
la relacion funcional se concibe como la expresion del cambio (Trigueros, 1999). Bajo esta
concepcidn, una variable es un argumento (es decir, un valor del dominio de una funcion) o
un parametro (es decir, representa un valor del cual dependen otros valores). Solo en esta
concepcidn toman sentido las nociones de variable independiente y dependiente.

De esta forma letras y variables estdn relacionadas, pero se debe tener en cuenta que no toda
simbolizacion literal representa una variable, solo tres de las seis clasificaciones de las letras tiene
que ver con el significado de la variable, como se ilustra en la figura 3.

Objeto Incéanita

No evaluada

Uso de la letra
Evaluada [nivel escolar)

(Kichem an, 1980)

Significados de la variable
(segun su uso)

Figura 3. La letra y los significados de la variable
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La modelizacion en algebra

En esta seccion estudiamos el papel especifico que desempefia la modelizacion en el algebra,
examinando su relacion con el papel que juega la letra.

Sabiendo que el andlisis de contenido de un concepto matematico arranca identificando su
significado en la terna Definicion-Representacion-Fenomeno, podemos identificar y ubicar
elementos implicados en problematicas educativas referentes a la ensefanza y aprendizaje del
algebra, como lo ilustra la figura 4.

Estructura
conceptual
N\

Modelizacion

| S -

Uso
de la u Algebra
letra

Figura 4. Dimensiones del signifcado del concepto matematico y su relacion con el algebra, la modelizacion
y el uso de la letra

A través de este esquema, focalizamos nuestra atencion sobre dos aspectos que se destacan en el
tratamiento del 4lgebra, el papel de la modelizacion y el uso de la letra. La modelizacion se ubica en
la relacion entre la estructura conceptual y la fenomenologia de los conceptos algebraicos. El
sistema de representacion literal adquiere una gran importancia en algebra escolar, por medio del
lenguaje algebraico, en cuyo desarrollo juegan un papel importante los distintos papeles de la letra
en el algebra. La articulacion de estos dos elementos (modelizacion y usos de la letra) que llevamos
a cabo en el analisis de contenido, suministra referentes importantes con los que estudiar la
problematica del grupo.

En el caso de la modelizacion matematica (figura 2), considerando el simbolismo algebraico como
modelo matematico, es posible apreciar la presencia de la letra en el proceso, como se ilustra en la
figura 5.
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(resolucién
del
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P ) Presencia de la letra
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Figura 5. El uso de la letra en la modelizacion matematica en el caso del simbolismo algebraico como
modelo matematico

Desde esta perspectiva, en la segunda etapa de la modelizacion aparece la letra como simbolismo
algebraico para representar elementos del fendémeno o modelo real. Llevando este analisis al plano
de la matematizacion (Rico, 2007), la matematizacion horizontal involucra diversas actividades de
las que destacamos: representar el problema de modo diferente, comprender la relacion entre los
lenguajes natural, simbolico y formal, encontrar regularidades, relaciones y patrones en la situacion
que se considera, traducir el problema a un modelo matematico, utilizar herramientas y recursos
adecuados. Todas estas actividades sugieren usos de la letra en distintas formas y niveles. Asi por
ejemplo, comprender la relacion entre el lenguaje natural y el simbdlico, exige un manejo de ambos
sistemas de representacion y, en el caso del simbolico, el manejo de la letra en el papel adecuado a
la situacion.

En la tercera etapa del proceso de modelizacion, la letra se emplea para resolver el problema, lo que
conlleva una serie de actividades por parte del estudiante desde el punto de vista de la
matematizacion. En concreto: usar el lenguaje simbdlico, formal y técnico y sus operaciones,
refinar y ajustar los modelos matematicos; combinar e integrar modelos, argumentar, generalizar.

Por tltimo en la etapa final, la letra es interpretada de acuerdo al fendmeno estudiado.

Este analisis lo ilustramos a partir del esquema de la figura 6.
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Figura 6. La letra, la modelizacion y la matematizacion

Este esquema nos permite mirar con mayor profundidad las tareas que plantean los profesores para
favorecer que los alumnos lleven a cabo la modelizacion (contemplada como matematizacion). Por
ejemplo, una propuesta de tarea matematica escolar que lleve a representar la situacion real de
diferentes modos, como por ejemplo, empleando esquemas, diagramas, tablas, etc., puede
mostrarnos que el docente ha tomado en cuenta el uso de la letra en forma mas concreta y explicita,
antes de afrontar la simbolizacion y el uso de la letra como incdgnita. En el caso de las profesoras
estudiadas, éstas consideran el uso de diagramas en el disefio de las tareas, otorgandoles en una
primera instancia un rol verificador del modelo matematico que los alumnos construyen. Mas
adelante, en el proceso reflexivo las docentes le dan un rol mediador para la construccion del
modelo matematico, evidenciando una mayor profundizacion en su problematica.

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado algunos elementos del analisis de contenido dentro de lo que es el
analisis didactico referido a la ensefianza del algebra. Esta profundizacion nos ha obligado a
examinar como se entiende la modelizacién en algebra y como se relaciona con el papel de las
letras. De esta forma hemos contado con elementos més precisos para analizar la reflexion de las
profesoras estudiadas, apreciando qué protagonismo conceden al papel de las letras y caracterizar
qué entienden por modelizacion en 4algebra. Asi hemos podido interpretar las diversas
reformulaciones en las tareas de ensefianza propuestas por las profesoras investigadas, examinando
manifestaciones de la reflexion que realizan sobre su practica. Con ello ampliamos la vision del
andlisis didactico como herramienta para apreciar el conocimiento profesional del profesor de
matematicas (Rojas, Flores y Ramos, 2013), incluyendo otras funciones como las consideradas en
este escrito.
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Resumen

En esta comunicacion se analizan dificultades y recursos que tienen los estudiantes para profesores
de Educacion Primaria y Secundaria al resolver problemas de Matematicas, que se proponen como
tareas y actividades basicas en un plan de formacion inicial de Profesores de Matematicas en la
Educacion Obligatoria, que facilitan el desarrollo de competencias profesionales utiles

Palabras clave: resolucion de problemas, dificultades, recursos, formacion de profesores.

Abstract

We analyze in this communication the difficulties and students resources for teachers of primary
and secondary education to solve mathematical problems, which are proposed as basic tasks and
activities in an initial plan of training teachers of Mathematics in Compulsory Education, that
facilitate the development of useful skills.

Keywords: problem solving, difficulties, resources, teacher training.
INTRODUCCION

El analisis de los resultados obtenidos en diversas evaluaciones, a nivel nacional e internacional, ha
puesto de manifiesto que la mayoria de los alumnos tienen serias dificultades al enfrentarse a la
resolucion de problemas de Matematicas.

Varias han sido las revistas que han dedicado nimeros monograficos a este tema. En especial
destacan: SEIEM (2008), la Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik ZDM (2008) y The
Mathematics Enthusiast TME (2013).

En el Simposio de la SEIEM (2008) diferentes autores hacen una revision sobre el estado de la
resolucion de problemas en el Seminario titulado: Resolucion de problemas: 30 afios después.

En la ZDM, titulada Problem solving around the world — Summing up the state of the art, pone de
manifiesto como durante algiin tiempo la “resolucion de problemas” ha sido un tema fundamental
en la investigacion y en los curriculos. En los variados trabajos se comprueba como el término
“resolucion de problemas” tiene diversos significados en diferentes paises, € incluso en el mismo
pais. Los articulos tratan de responder a dos preguntas: ;cudles son los principales temas en la
investigacion? y jen los curriculos?, ;qué relaciones se establecen entre ambos? y muestra una
variedad amplia de respuestas de los diferentes paises (Torner, Schoenfeld y Reiss, 2008).

La segunda, la revista TME, en los numeros 1 y 2, volumen 10, International Perspectives on
Problem Solving Research in Mathematics Education, a través de 18 articulos y mas de 500

Socas, M. M., Hernandez, J., y Palarea, M. M. (2014). Dificultades en la resolucién de problemas de Matematicas de
estudiantes para Profesor de Educacion Primaria y Secundaria. En J. L. Gonzalez, J. A. Fernandez-Plaza, E. Castro-
Rodriguez, M. T. Sanchez-Compaia, C. Fernandez, J. L. Lupiafiez y L. Puig (Eds.), Investigaciones en Pensamiento
Numérico y Algebraico e Historia de las Matemdticas y Educacion Matematica - 2014 (pp. 145-154). Malaga:
Departamento de Didactica de las Matematicas, de las Ciencias Sociales y de las Ciencias Experimentales y SEIEM.
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paginas, ofrece al lector una presentacion de la situacion actual de la resolucion de problemas, con
trabajos de investigadores de México, Francia y Espafia y autores pioneros como A. Schoenfeld, R.
Lesh, F. Lester, entre otros (Santos-Trigo y Moreno-Armella, 2013).

Conviene destacar, en la problematica sobre la resolucion de problemas, el papel esencial del
profesorado de Educacion Primaria y Secundaria, en la consecucion de un aprendizaje efectivo en
Matematicas y de manera especial en resolucion de problemas. Es, en este contexto, en el que
emerge la necesidad de Programas de Formacion de Profesores de Matematicas. El trabajo que se
presenta se situa en el marco de un Programa de Formacion de Profesores de Matematicas que se
viene implementando en los ltimos afos en la Universidad de La Laguna, resaltando el papel de la
Resolucion de Problemas en la propuesta de formacidn, en la que se proponen tareas (buenas
practicas) que facilitan el desarrollo de competencias profesionales utiles para propiciar una
ensenanza efectiva de las Matematicas y de la Resoluciéon de Problemas, estudios que tienen su
origen a finales de los afios noventa en la universidad citada, en los que han participado también
alumnos de otras universidades espafiolas, y que muestran las enormes deficiencias de los alumnos
que inician los estudios de Maestros de Educacion Primaria en recursos basicos de Matematicas.
Los resultados obtenidos manifiestan que los alumnos utilizan como estrategia general, la tendencia
a operar con los datos del problema, sin mostrar una clara comprensién del mismo y sin identificar
las relaciones operacionales, conceptuales o procesuales que se dan. Aportan muchas veces
soluciones que no pueden ser validas para las condiciones del problema, lo que evidencia, ademas
de una carencia de estrategias cognitivas (métodos heuristicos), una falta de pensamiento critico
(Palarea, Hernandez y Socas, 2001).

En estudios posteriores los alumnos no mejoran los datos obtenidos con anterioridad, encontrandose
que el énfasis que la ensefianza de las Matematicas pone en el pensamiento operacional, puede estar
creando dificultades y obstaculos al alumno en la aplicacion, por ejemplo, de heuristicos y
estrategias en la resolucion de situaciones problematicas que estan mas asociadas a un pensamiento
estructural e incluso procesual, y que crea dificultades en la consecucion de las competencias
matematicas (Socas y otros, 2009).

El marco conceptual utilizado toma como referencia el Enfoque Logico Semidtico, ELOS (Socas,
2001, 2007), propuesta tedrico-practica que aporta instrumentos para el analisis, la descripcion y la
gestion de situaciones problematicas en el microsistema educativo y centra su estudio en uno de los
grandes problemas de la Educacion Matematica, las dificultades y errores de los alumnos en el
aprendizaje de las Matematicas. En Socas (1997) se establecen cinco procedencias diferentes de las
dificultades que tienen los alumnos en la construccion del conocimiento matematico y estan
relacionadas con: la complejidad de los objetos de las Matematicas, las especificidades de los
procesos de pensamiento matematico, los procedimientos de ensefianza desarrollados para el
aprendizaje de las Matematicas, los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos, y las actitudes
afectivas y emocionales hacia las Matematicas.

En este Enfoque, se toma como punto de partida el Modelo de Competencia Matematica Formal
(CMF), que permite describir el campo conceptual del objeto mateméatico con sus funciones y su
fenomenologia, en términos operacionales, estructurales y procesuales y sus relaciones (Socas,
2010).

De manera resumida se puede expresar que cualquier actividad matematica puede ser descrita en
relacion a las tres componentes: operaciones, estructuras y procesos, y cada una de ellas queda
determinada, a su vez, por otros tres elementos. Las Operaciones por operaciones, algoritmos y
técnicas; las Estructuras por conceptos, propiedades y estructura; y los Procesos por sustituciones
formales, generalizacion y modelizacion.

Ademas las actividades matematicas estan siempre situadas en un contexto que debemos analizar, y
que viene descrito por las tres componentes: Situaciones problematicas, Representaciones y
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Argumentos. En las Situaciones problematicas, se consideran las tres fases de la resolucion de un
problema: identificacion, planteamiento y resolucion, ademds de los contenidos matematicos
implicados en ellas; en las representaciones (lenguajes): el reconocimiento, la transformacion y la
elaboracion de las mismas; y en los Argumentos (razonamientos): la descripcion, justificacion y
razonamientos implicados.

Describimos brevemente, ahora, la propuesta de formacion de los estudiantes para profesor de
Matematicas en la educacion obligatoria (Socas y Hernandez, 2013). Se trata de una propuesta
global, desde una perspectiva profesional, que pretende facilitar un acercamiento desde el
conocimiento matematico disciplinar, al conocimiento matematico curricular, al conocimiento
didactico matematico y al conocimiento de la practica educativa, mediante una propuesta que va
desde la globalidad general del curriculo y del conocimiento matematico disciplinar implicado, a la
totalidad organizada de un contenido curricular como contenido para ensefiar.

La propuesta toma en consideracion el conocimiento del profesor de Matematicas, considerado
como conocimiento profesional (Shulman, 1986; Hill, Ball, y Schilling, 2008).

Las consideraciones anteriores, sobre los conocimientos matematicos de los estudiantes para
profesores y los resultados de la investigaciéon en Educacion Matematica sobre el conocimiento
matematico para la ensefianza (MKT: Mathematical Knowledge for Teaching), lleva a considerar
que los conocimientos y competencias para la organizacion de los contenidos matematicos, desde la
perspectiva disciplinar, necesitan en los estudiantes para profesores una revision de la disciplina en
términos de unas ‘“Matematicas” para formar profesionalmente a los Profesores, que mejore, no solo
sus conocimientos matematicos sino sus creencias sobre la finalidad de estos conocimientos en la
Educacion Obligatoria.

Es en este marco en el que los autores desarrollan la investigacion en relacion con la resolucion de
problemas de Matematicas. En la misma se considera de gran importancia determinar los recursos
matematicos que los estudiantes para profesores usan en la resolucion de los problemas propuestos
asi como la identificacion de las dificultades que tienen cuando se enfrentan a estos problemas.

Por ello las preguntas siguientes son las que han dirigido el propoésito de esta investigacion.

(Qué tipo de recursos eligen los estudiantes para profesor de Matematicas de Educacion Primaria y
Secundaria para resolver los problemas propuestos?

(Qué tipo de dificultades tienen estos estudiantes al resolver los problemas propuestos?

En resumen, este trabajo es un estudio que tiene como objetivo analizar los recursos y las
dificultades que exteriorizan los alumnos, estudiantes para profesores de Matematicas en Primaria y
Secundaria, cuando resuelven problemas de Matematicas.

METODOLOGIA

Se analizan los problemas planteados a dos grupos de alumnos: 25 de un grupo de 90, del 3. curso
del Grado de Maestro en Educacion Primaria, que cursan la materia Didactica de la numeracion, el
azar y la probabilidad y 12 de un grupo de 27 alumnos de 3. curso de la Licenciatura de
Matematicas en la materia optativa: Didactica de las Matemadticas I (Licenciatura en extincion). La
seleccion de los estudiantes se realiza a través del criterio de asistencia a las clases y participacion
en las tareas y actividades propuestas. En este informe de investigacion consideraremos, para
mostrar el andlisis que realizamos, Unicamente, a cuatro estudiantes para profesores, dos de
Educacion Primaria y otros dos de Educacion Secundaria.

Los instrumentos para la recogida de la informacion fueron: cuestionarios, informes y analisis en
grupo o puestas en comun.
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Se elaboraron dos cuestionarios, uno para cada nivel de profesores, en los que algunos problemas
coincidian. A modo de ejemplo, seleccionamos una situacion problematica del primer cuestionario
(la 5) y dos del segundo (la 1 y la 2); planteadas en el formato “problemas” y comunes a los dos
niveles. Estos problemas los hemos llamado: nlimeros cuadrados, puertas y trenes, respectivamente

Los cuestionarios se realizaron previamente y en los informes analizaron las respuestas correctas,
erroneas y las no contestadas, de forma individual. Por ejemplo, en relacion con el primer Informe
que aborda aspectos sobre el Conocimiento Operacional, Estructural y Procesual, los alumnos
respondieron a cuestiones como:

* Andlisis de los errores cometidos en el cuestionario. Determinacién del origen de los errores.
En las cuestiones erroneas o sin contestar, explicar las razones y contestarlas correctamente.

* Andlisis de los conocimientos operacionales, estructurales y procesuales utilizados en las
respuestas dadas en el cuestionario, tanto las correctas como las incorrectas.

* Autoevaluacion sobre los tipos de pensamiento utilizados en las respuestas.

En relaciéon con el segundo Informe, que aborda especificamente cuestiones relacionadas con la
resolucion de problemas, los alumnos respondieron a cuestiones como:

* Resolver correctamente los problemas planteados (sin contestar o incompletos).
* Andlisis de las dificultades y errores cometidos en la resolucion de los problemas.

a. Identificar en cada problema las fases aceptacion, bloqueo y exploracion.
b. Determinar el origen de las dificultades y errores.

* Identificar diferentes razonamientos o heuristicos utilizados en las respuestas dadas al
cuestionario.

* Plantear y resolver problemas mediante el uso de los diferentes heuristicos tratados, para un
ciclo o nivel determinado.

* Elegir un problema y elaborar un mapa de los conocimientos implicados en el mismo.

En estas tareas propuestas es necesario, ademds de confirmar la validez como instrumento de
medida, realizar el andlisis del contenido matematico implicito en cada uno de ellos, a efectos de
poder estudiar los diferentes recursos y significados que los estudiantes muestran en su resolucion.
El Andlisis del Contenido nos permite determinar los dominios de la actividad matematica en
relacion con la Competencia Matematica Formal (CMF).

En la tarea 5, por ejemplo, se propone una situacion problemadtica que se sitia en el conocimiento
procesual, en la que se pide la identificacion y resolucion del problema. Se trata de un proceso de
generalizacion, en el que se da, de forma explicita, una descripcion organizada de un
comportamiento regular, en dos representaciones diferentes, en el que la regla, sin embargo, no
viene dada de forma explicita. Se trata de establecer una igualdad, en la que alguna operacion o
alguna parte son desconocidas y estan por determinar. Se sitia la tarea en el desarrollo de las
competencias generales de todo proceso matematico: reconocerlo, formularlo y manipularlo, que en
este caso, se concreta en los cuatro momentos que caracterizan el proceso de generalizacion.

La tarea se organiza, en diferentes apartados, en la que se pide determinar otros nimeros cuadrados
mas o menos cercanos a los que se facilitan, en uno de los dos registros, para terminar expresando
el nuimero cuadrado en la posiciéon “n”.

En resumen, el dominio de la actividad matematica de cada una de las tareas, nos permite situarlas,
como punto de partida, en uno de los ambitos del campo conceptual estudiado: operacional,
estructural y procesual, contextualizadas como situaciones problematicas que los alumnos deben
identificar y resolver, que implican diferentes escrituras y razonamientos, es decir, tareas que estan
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disefiadas para provocar, inicialmente una posible respuesta operacional, estructural o procesual,
aunque ello no garantiza que ésta sea la respuesta inicial del alumnado, sin embargo, el modelo de
competencia que describe el analisis del contenido, permite observar las diferentes situaciones e
itinerarios que siguen los alumnos.

ANALISIS DE DATOS Y DISCUSION

Consideramos en primer lugar el problema de “las puertas”; en ¢l encontramos estudiantes que no
tienen dificultades para resolverlo, es decir, que no sufren un bloqueo en su resoluciéon y se apoyan
en diferentes recursos, y estudiantes que tienen verdaderas dificultades y manifiestan:

“En este problema me encontré en una fase de bloqueo, ya que no sabia como enfrentarme a él.
Intenté buscar la solucion, simplificando el problema, tomando 10 armarios, pero no llegué a la
solucion correcta. Creo que la forma en la que pensé en resolverlo inicialmente no fue la mas
adecuada ya que hacer una simplificacion del problema, no nos daban datos lo suficientemente
precisos como para llegar a una conjetura, la dificultad en este problema se centra en que teniamos
que llegar a varias conjeturas, que en ese momento desconocia por completo el resultado que
teniamos que usar para poder llegar a la solucion (los tnicos nimeros que tienen un numero impar
de divisores son los nimeros cuadrados)”

Solo es capaz de dar una respuesta como (Figura 1):

2) En el instituto Viera y Clavijo hay 1000 armarios y 1000 alumnos. Cada afio, el
primer dia, los estudiantes se alinean y realizan el siguiente ritual: el primer
estudiante abre todos los armarios; el segundo cierra cada dos armarios
empezando por el segundo; el tercero cambia la situacidn de cada tres armarios
empezando por el tercero (abre las cerradas y cierra las abiertas). El cuarto
estudiante hace lo mismo cada cuatro armarios y asi sucesivamente. Después
de este ritual, ¢qué armarios quedan abiertos?
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Figura 1. Respuesta de un estudiante para profesor de Primaria al problema de “las puertas”

Este es un ejemplo de un estudiante para profesor de Primaria. En el caso de estudiantes de
Secundaria encontramos situaciones analogas (Figura 2):
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3) En el instituto Viera y Clavijo hay 1000 armarios y 1000 alumnos. Cada afo, el
primer dia, los estudiantes se alinean y realizan el siguiente ritual: el primer
estudiante abre todos los armarios; el segundo cierra cada dos armarios
empezando por el segundo; el tercero cambia la situacion de cada tres armarios
empezando por el tercero (abre las cerradas y cierra las abiertas). El cuarto
estudiante hace lo mismo cada cuatro armarios y asi sucesivamente. Después
de este ritual, ¢ qué armarios quedan abiertos?
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Figura 2. Respuesta de un estudiante para profesor de Secundaria al problema de “las puertas”

En el problema de “los trenes”, encontramos diferentes formas de resolver el problema que van
desde la que muestra la figura 3 hasta situaciones como la que muestra la figura 4:

Z2) Dos trenes, separados entre si por una distancia de 120 km/h se dirigen uno
hacia otro en rumbo de colisién y ambos circulan a una velocidad de 30 km/h.
Un pdjaro vuela sin parar a una velocidad de 75 km/h entre las columnas de
humo de los dos trenes, dando lo vuelta al instante de llegar a cada extremo.
Esto se prolonga hasta que ambos trenes colisionan dejando un montdn de
acero retorcido y algunas plumas. ¢ Qué distancia recorrié el pdjaro volando?
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Figura 3. Respuesta de un estudiante para profesor de Primaria al problema de “los trenes”
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Figura 4. Respuesta de un estudiante para profesor de Secundaria al problema de “los trenes”

En el problema “numeros cuadrados”, volvemos a encontrar situaciones de bloqueo, como las dadas
por las figuras 5y 6:

Figura 5. Respuesta de un estudiante para profesor de Primaria al problema “niimeros cuadrados”

Hasta alumnos que responden correctamente con una variedad de razonamientos aplicados,
llegando a una solucion valida. Los alumnos utilizan diferentes tipos de conocimientos aunque
predominen los operacionales, también identifican estructuras y desarrollan procesos como la
sustitucion formal, la generalizacion y la modelizacion
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5.- Los nimeros 1, 4, 9, 16,... reciben el nombre de nimeros cuadrados, ya que pueden
ser dispuestos en forma de cuadrados

También se pueden escribir 1=1; 4=1+43; 9= 1+3+S;' 1;5 ='1+3’+5+7
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5.1.- Calcula el nimero cuadrado siguiente al 16
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5.2.- Calcula el nimero cuadrado que ocupa la posicién 6

sea.] ) =36

5.3.- Calcula el niimero cuadrado que ocupa la posicién 20
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5.4.- Calcula el numero cuadrado que ocupa la posicién 11
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Figura 5. Respuesta de un estudiante para profesor de Secundaria al problema “numeros cuadrados”

Unos estudiantes pasan por la fase de bloqueo que no llegan a superar:

“Me bloqueé en el momento de saber si los calculos los tenia que hacer sobre el total o sobre el
restante.”

“Mis dudas surgieron a la hora de calcular porque, a pesar de que lo representé, no sabia qué
operaciones eran las adecuadas.”

“Fue dificil comprender el problema por como estaba redactado, estaba un poco enrollado.”
“Sabia que consistia en hallar una féormula, pero no sabia como. Me bloqueé en ese momento.”
“Me bloqueo a la hora de sacar la generalizacion, pues no veo ninguna relacion.

“Pensaba que era un tipico problema de ecuaciones, pero me doy cuenta que no tengo datos
suficientes para resolverlo de esa manera, asi que me bloqueo y no puedo continuar.”
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Algunos identifican, para este tipo de problemas, que sus recursos le permiten seguir con la
exploracion del mismo, a pesar de haberse bloqueado. Buscan la manera de resolverlo utilizando
diferentes heuristicos, e intentan llegar una solucion y aunque no los resuelven todos correctamente,
no dejan ninguno en blanco

En general el origen de las dificultades depende del problema, unas veces estd asociado a la
complejidad de los objetos matematicos implicados en el problema, y manifiestan que han tenido
que releerlo varias veces e irlo desglosando en partes.

Encuentran dificultades vinculadas con la afectividad y las emociones, por ejemplo, en los
problemas de moviles que siempre han rechazado, por el proceso de pensamiento que generan y se
pierden en el razonamiento. También en determinar el orden en que hay que realizar las
operaciones, siendo incapaces de seguir un pensamiento ldgico. Algunas veces tienen dificultad
para identificar con claridad lo que le piden o para aplicar la heuristica, aunque en general utilizan
razonamientos heuristicos como “ensayo-error”, parece predominar “la analogia”, afirman “recordé
otros ejercicios de ese tipo que habia hecho”.

La simplificacion y la construccion de un modelo son también otros tipos de razonamiento
heuristico presentes en diversos estudiantes, ya que representan la situacion para facilitar, de
manera visual, la organizacién de los datos y la comprension del problema. Por ejemplo la
referencia al problema de las puertas es muy comun: “Replanteé el problema con menos puertas,
con 100 en vez de con 1000 para ver si asi descubria la secuencia. Ademas construi un modelo
para ver si eso me ayudaba a comprender el problema. No dibujé 1000 puertas, sino que
simplifique y dibujé 100 y las fui tachando segun se abrian o cerraban. Mi objetivo en este
problema era buscar regularidades para luego generalizar, pero no lo consegui”.

En resumen, del andlisis de la resolucion de estos problemas y de los informes elaborados por los
estudiantes, encontramos que los alumnos presentan diferentes tipos de dificultades. Unas
relacionadas con los Conocimientos lingiiisticos, asociados a la falta de comprension del texto;
Conocimientos semanticos, no saber el significado de las palabras; Conocimientos de la
estructura del problema o conocimiento esquematico, que implica la comprension global del texto
y el conocimiento de los distintos tipos de problemas; Conocimientos del lenguaje o de las
representaciones que pueden utilizar para resolver el problema; Conocimientos de los
razonamientos, las estrategias generales, los heuristicos en los que se pueden apoyar;
Conocimiento de las operaciones (operaciones, algoritmos y técnicas); Conocimiento de las
estructuras (definiciones, propiedades y estructuras); y, Conocimiento de los procesos
(sustitucion formal, generalizacion y modelizacion).
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