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algebraico
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» Dra. Natividad Adamuz Povedano (Universidad de Coérdoba): Treinta afios de in-

vestigaciones sobre desarrollo de sentido numérico en educacion primaria.

= Dra. Alicia Bruno Castafieda (Universidad de La Laguna): Investigaciones sobre el
desarrollo del sentido numérico en el aula de secundaria.

» Dra. Barbara M. Brizuela (Tufts University, EEUU): Practicas algebraicas en los
primeros cursos de educacion primaria.






UNA PANORAMICA DE LAS INVESTIGACIONES SOBRE
PENSAMIENTO NUMERICO Y PENSAMIENTO ALGEBRAICO

An overview of research on numerical thinking and algebraic thinking

Maria C. Cafiadas’

'Universidad de Granada

Resumen

En este seminario presentamos una panoramica de las investigaciones sobre pensamiento numérico
y pensamiento algebraico. Nuestros objetivos son: (a) mostrar una vision general de la
investigacion en pensamiento numérico y pensamiento algebraico, (b) visibilizar ejemplos de
estudios concretos y (c) identificar lineas de investigacion en las cuales avanzar en el futuro. Tras
mostrar algunas ideas generales sobre ambos constructos, introducimos las principales lineas
tematicas relacionadas de investigadores espanoles. Finalmente introducimos las tres ponencias
que constituyen el seminario, que estaran a cargo de tres expertas investigadoras. Las dos
primeras ponentes se centran en el pensamiento numérico. Natividad Adamuz aborda el
pensamiento numérico en educacion primaria y Alicia Bruno el pensamiento numérico en
educacion secundaria. La tercera, Barbara Brizuela, pone el foco en el pensamiento algebraico en
educacion primaria.

Palabras clave: pensamiento algebraico, pensamiento numérico, educacion primaria, educacion
secundaria.

Abstract

In this seminar we present an overview of research on numerical thinking and algebraic thinking.
Our objectives are: (a) to show an overview of research in numerical thinking and algebraic
thinking, (b) to show examples of specific studies, and (c) to identify future lines of research. After
presenting some general ideas about both constructs, we introduce the main related thematic lines
among Spanish researchers. Finally, we introduce the three papers that constitute the seminar, led
by three expert researchers. The first two speakers focus on number thinking. Natividad Adamuz
addresses number thinking in primary education and Alicia Bruno number thinking in secondary
education. The third, Barbara Brizuela, focuses on algebraic thinking in elementary education.

Keywords: algebraic thinking, elementary education, numerical thinking, secondary education.

En este seminario presentamos una panoramica de las investigaciones que se vienen desarrollando
en las ultimas décadas en el grupo Pensamiento Numérico y Pensamiento Algebraico (PNA) de la
SEIEM. Existen diferentes aproximaciones validas e interesantes para organizar un seminario sobre
pensamiento numérico y pensamiento algebraico en el contexto de la SEIEM. Aunque hay aspectos
compartidos con otros grupos, nuestro objetivo ha sido centrarnos en elementos especificos que
forman parte de la agenda de investigacion de PNA. Abordamos temadticas en las que se esta
trabajando en la actualidad en este grupo y que estdn dando lugar a publicaciones en revistas de
reconocido prestigio.

Nos planteamos tres objetivos con este seminario: (a) mostrar una vision general de la investigacion
en las tematicas de nuestro grupo, (b) visibilizar ejemplos de estudios concretos y (c) evidenciar
lineas de investigacion en las que avanzar a medio plazo.

Cafiadas, M. C. (2023). Una panoré}mica de las investigaciones sobre pensamiento numérico y pensamiento
algebraico. En C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo y P. Ivars (Eds.), Investigacion en Educacion
Matematica XXVI (pp. 3-9). SEIEM.
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Este documento tiene tres partes diferenciadas. En primer lugar, presentamos algunas ideas
generales sobre los marcos conceptuales en los que nos ubicamos para abordar el pensamiento
numérico y el pensamiento algebraico. En segundo lugar, introducimos las principales lineas
tematicas relacionadas con ambos tipos de pensamiento en las que han trabajado investigadores
espafioles. Finalmente, introducimos las tres ponencias que constituyen el seminario, que estaran a
cargo de tres expertas investigadoras: las doctoras Natividad Adamuz-Povedano (Universidad de
Cordoba, Espafia), Alicia Bruno (Universidad de la Laguna, Espafa) y Barbara Brizuela (Tufts
University, Estados Unidos).

PENSAMIENTO NUMERICO

El pensamiento numérico trata de aquello que la mente puede hacer con los nimeros: pensar sobre
ellos, razonar a través de ellos, aplicarlos para resolver problemas, entre otros. Desde la
investigacion en Didactica de la Matematica, se considera que el pensamiento numérico esta
presente en todas aquellas actuaciones que realizan los seres humanos y que tienen relacioén con los
nimeros. Si bien el concepto de nimero es un concepto abstracto, los numeros naturales nos
resultan bastante familiares. De entre todos los conjuntos numéricos, este es con el que estamos mas
familiarizados y sobre el que mayor nimero de investigaciones existen (Castro, 2008).

El pensamiento numérico estd estrechamente relacionado con otros constructos que permiten su
desarrollo y lo potencian, entre ellos estan el pensamiento relacional, el pensamiento cuantitativo
flexible y el sentido numérico.

Las dos ponencias que abordan el pensamiento numérico en este seminario se centran en el sentido
numérico, del que se comenzd a hablar a finales de los afios 80, entendiéndolo como una forma no
algoritmica de pensar sobre los nimeros, que conlleva una profunda comprension de su naturaleza,
asi como de las operaciones que se pueden realizar con ellos (Arcavi, 1994; Resnick y Ford, 1991;
Sowder, 1992).

No hay una definicion consensuada de sentido numérico, pero las ideas de que se “desarrolla
gradualmente como resultado de explorar los nimeros, visualizarlos en variedad de contextos y
relacionarlos de manera que no se limiten por los algoritmos tradicionales” (Howden, 1989, p. 11) y
que “implica la comprension de los numeros de un modo flexible para tomar decisiones
matematicas y desarrollar estrategias utiles para manipular nimeros y operaciones” (Mclntosh et
al., 1992) son comunmente aceptadas (Almeida et al., 2014).

Historicamente, los aspectos numéricos han estado contemplados en el curriculo espafiol. En la
actualidad siguen incluyéndose bajo la terminologia de “sentido numérico” en la educacion
obligatoria. Una de las ponentes realiza un estudio bibliométrico sobre el sentido numérico en
educacion primaria (Adamuz, 2023).

El sentido numérico no solo tiene cabida en la educacion primaria. Para mostrar evidencia de esto,
la segunda ponencia (Bruno, 2023) aborda el sentido numérico en educacion secundaria.

PENSAMIENTO ALGEBRAICO

Existen diferentes definiciones sobre pensamiento algebraico, algunas de ellas con diferencias
sutiles que hacen que no haya un consenso a nivel internacional (Canadas et al., 2012). Si existe
acuerdo en que el pensamiento algebraico es un proceso cognitivo que proporciona herramientas a
los estudiantes para explorar, establecer y construir relaciones matematicas generales, y que puede
emerger en ausencia de la notacion algebraica (Carraher y Schliemann, 2007).

Desde nuestra perspectiva tedrica, el pensamiento algebraico puede entenderse a través de cuatro
practicas esenciales: (a) generalizar; (b) representar; (c) justificar y (d) razonar con estructuras y
relaciones matematicas (Blanton et al., 2011; Kaput, 2008). Ademas, estas cuatro practicas deben
estar presentes en la actividad algebraica, independientemente del enfoque del algebra escolar que
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se considere. Existen varios enfoques que reconocen la multidimensionalidad del algebra escolar:
patrones, aritmética generalizada, funciones, igualdades, desigualdades, ecuaciones e inecuaciones
suelen estar presentes en la bibliografia consultada (e.g., Blanton et al., 2011; Drijvers et al., 2011;
Kieran, 2004, 2022; Mason et al., 1985; Usiskin, 1999). La tercera de las ponentes se centrara en
dos de las practicas mencionadas (generalizar y representar) y en el enfoque focalizado en las
funciones (Brizuela, 2023).

En diferentes foros, en los inicios de la investigacion en esta temdatica en Espafia hace ahora diez
aflos, encontramos cierta reticencia a hablar de “algebra” en los primeros niveles educativos, siendo
contenidos que se solian asociar mas a educacion secundaria y niveles superiores. La justificacion
era principalmente curricular, ya que el éalgebra ha aparecido histéricamente en educacion
secundaria y no antes (Cafiadas, 2022). En cambio, el sentido algebraico forma parte del curriculo
de educacion primaria en la actualidad (Ministerio de Educacion y Formacion Profesional, 2022b).
De ahi que hayamos seleccionado este nivel educativo para mostrar algunos ejemplos en la tercera
de las ponencias.

Existen conexiones importantes entre el pensamiento numérico y el pensamiento algebraico. Esta
razon fue la que hizo que se fundara un grupo de investigacion denominado ‘“Pensamiento
Numérico y Algebraico” en la SEIEM. Tradicionalmente ha sido uno de los grupos mas numerosos
de la SEIEM (https://www.seiem.es/org/prospectiva.shtml) y sus miembros cuentan con
publicaciones de reconocido prestigio a nivel nacional e internacional. Existen diferentes nucleos de
investigadores en universidades en Espafia que han venido trabajando en estas tematicas. Menciono
a continuacion algunos de los mas destacados a través de sus publicaciones.

LINEAS TEMATICAS DE INVESTIGADORES ESPANOLES EN PENSAMIENTO
NUMERICO Y PENSAMIENTO ALGEBRAICO

El actual curriculo espafiol, que estructura los saberes basicos en seis sentidos (socioemocional,
numérico, de la medida, espacial, algebraico y pensamiento computacional y sentido estocastico)
recoge un nuevo planteamiento, a nivel curricular, de las matematicas. El sentido numérico plasma
algunas ideas que se vienen trabajando en investigacion desde hace décadas en el contexto de la
SEIEM. El sentido algebraico es la primera vez que se recoge de forma explicita en un documento
curricular de educacién primaria en Espafia. En ambos casos estamos esperanzados en que las
investigaciones que se desarrollan desde hace afios en nuestra disciplina (tanto a nivel nacional
como internacional) puedan tener repercusion a nivel curricular en Espafia. Destaco algunos de
estos estudios a continuacion.

En Andalucia hay un grupo de investigacion desde 1988, del Plan Andaluz de Investigacion
llamado “Didéctica de la Matematica: Pensamiento Numérico”, dirigido durante décadas por Luis
Rico, de la Universidad de Granada. En ¢l se han tratado temas de esta agenda de investigacion
(https://fgm193.ugr.es/). Sus investigadores han publicado trabajos desde diferentes enfoques (e.g.,
Gonzalez-Mari et al., 2009). Enrique Castro ha liderado una linea sobre calculo aritmético y
estimacion (Segovia y Castro, 2009) y problemas aritméticos (Castro y Frias, 2013). Sobre
problemas aritméticos también encontramos publicaciones indexadas en las universidades de
Extremadura (Gil et al., 2006) y Valencia (Goémez y Puig, 2014). Los aspectos numéricos no se
centran Unicamente en el conjunto de los naturales. En la Universidad de Alicante, por ejemplo, se
han abordado los nimeros racionales en diferentes estudios (e.g., Gonzalez-Forte et al., 2022).

A partir de Encarnacion Castro (1995) surge otra linea de investigacion centrada en patrones y
generalizacion que se desarrolla a través de varios proyectos de investigacion hasta 2013 (Cafiadas
et al., 2009; Molina et al., 2008). Desde 2014, destacamos tres proyectos [+D con financiacioén del
Ministerio competente, sobre pensamiento algebraico con nifios de 3 a 12 afios
(https://pensamientoalgebraico.es/es). Estos proyectos se centran en diferentes aproximaciones al
pensamiento algebraico (Ayala-Altamirano y Molina, 2020; Pinto et al., 2021; Ramirez et al., 2022;
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Torres et al., 2021). De forma paralela, investigadores de estos proyectos han abordado aspectos
algebraicos en educacion secundaria, en concreto: la invencion de problemas en algebra (Cafiadas et
al., 2018; Fernandez-Millan y Molina, 2016), y los errores y dificultades de los estudiantes (Castro
et al., 2022; Molina et al., 2017). Cabe mencionar a De Castro (2018) y Alsina (2016), con una
trayectoria reconocida a través de sus trabajos con nifios de 3 a 6 afios sobre el pensamiento
numérico y el pensamiento algebraico. Ademas, en la Universidad de La Laguna se han realizado
investigaciones relevantes sobre errores y dificultades de los estudiantes en algebra (Socas, 2007) y
sentido numérico (Almeida et al., 2014).

En la Universidad de Valencia ha habido una tradiciéon de investigacion sobre estudios historicos,
analisis de libros de texto, y resoluciéon de problemas, como por ejemplo Puig (2018) o los
diferentes libros y capitulos de libros de Gomez (e.g., Gémez, 2013).

Como parte de la agenda espafiola de investigacion, algunos grupos se han centrado en los procesos
de aprendizaje de nifios con necesidades educativas especiales, como el sindrome de Down o el
autismo (TEA) y el aprendizaje de la aritmética (Bruno y Noda, 2019; Polo-Blanco et al., 2021), o
los alumnos con talento matematico y pensamiento algebraico (Gutiérrez et al., 2018).

Los trabajos citados en las lineas anteriores de diferentes universidades espafiolas surgen de un
esfuerzo por sintetizar muchos afios de trabajo en temdticas relacionadas con el pensamiento
numérico y el pensamiento algebraico desarrolladas por diferentes investigadores que han liderado
lineas de trabajo a nivel nacional, aunque son muchos mas los autores y publicaciones que ameritan
su reconocimiento.

TRES PONENCIAS EN ESTE SEMINARIO

Este seminario esta constituido por tres ponencias que abordan tres intereses de investigacion. Las
dos primeras se centran en el sentido numérico. La primera presta atencion a la educacion primaria
y la segunda a la educacion secundaria. La tercera pone el foco en el pensamiento algebraico en
educacion primaria. Presentamos un breve resumen de cada una a continuacion.

Natividad Adamuz, en su trabajo titulado “Treinta afios de investigaciones sobre desarrollo de
3

sentido numérico en educaciéon primaria” (Adamuz-Povedano, 2023) realiza un estudio

bibliométrico de las investigaciones en desarrollo del sentido numérico en la etapa de educacion

primaria a través de la revision de la produccion cientifica publicada en SCOPUS. La autora

describe las corrientes tematicas de investigacion en sentido numérico, con el fin de orientar futuras

investigaciones.

Alicia Bruno, a través de la contribucion titulada “Investigaciones sobre el desarrollo del sentido
numérico en el aula de secundaria” (Bruno, 2023) aborda unas tematicas particulares sobre sentido
numérico que no se han abordado hasta la fecha y presenta dos investigaciones concretas sobre
sentido numérico en educacién secundaria. La autora destaca la importancia de desarrollar un
sentido numérico creativo y flexible en este nivel educativo y presenta algunas lineas potenciales de
investigacion para el futuro.

Bérbara Brizuela presenta un trabajo titulado “Practicas algebraicas en los primeros cursos de
educacion primaria” (Brizuela, 2023). Con base en afios de investigaciones en Estados Unidos y
desde el enfoque funcional del early algebra, ejemplifica como dos de las cuatro practicas
algebraicas (representacion y generalizacion) pueden unificar la educacidon matematica escolar. La
autora enfatiza la relevancia e importancia de enfocarnos en el desarrollo de las practicas
algebraicas en nifos en los primeros cursos de educacion primaria.

Agradecimiento

Este trabajo se ha realizado en el Proyecto PID2020-113601GB-I00 financiado por
MCIN/AEI/10.13039/501100011033.



Una panoramica de las investigaciones sobre pensamiento numérico y pensamiento algebraico!

Referencias

Adamuz-Povedano, N. (2023). Treinta afios de investigaciones sobre desarrollo de sentido numérico en
educacion primaria. En C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo y P. Ivars (Eds.), Investigacion en
Educacion Matematica XXVI (pp. 11-25). SEIEM.

Almeida, R., Bruno, A. y Perdomo, J. (2014). Estrategias de sentido numérico en estudiantes del Grado en
Matematicas. Enserianza de las Ciencias, 32(2), 9-34. https://dx.doi.org/10.5565/rev/ensciencias.997

Alsina, A. (2016). El curriculo del nimero en educacion infantil. Un analisis desde una perspectiva
internacional. PNA, 10(3), 135-160.

Arcavi, A. (1994). Symbol sense: Informal sense-making in formal mathematics. For the Learning of
Mathematics, 1(3), 24-35.

Ayala-Altamirano, C. y Molina, M. (2020). Meanings attributed to letters in functional contexts by primary
school students. [International Journal of Science and Mathematics Education, 18(7), 1271-1291.
https://dx.doi.org/10.1007/s10763-019-10012-5

Blanton, M. L., Levi, L., Crites, T. y Dougherty, B. (2011). Developing essential understanding of algebraic
thinking for teaching mathematics in Grades 3-5. NCTM.

Brizuela, B. (2023). Practicas algebraicas en los primeros cursos de educacion primaria. En C. Jiménez-
Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo y P. Ivars (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XXVI. (pp.
43-57). SEIEM.

Bruno, A. y Almeida, R. (2023). Investigaciones sobre el desarrollo del sentido numerico en el aula de
secundaria. En C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo y P. Ivars (Eds.), Investigacion en
Educacion Matematica XVI (pp. 27-41). SEIEM.

Bruno, A. y Noda, A. (2019) The concept of tens and hundreds in students with down syndrome.
International ~ Journal  of  Disability, — Development and  Education, 66(2), 171-185.
https://dx.doi.org/10.1080/1034912X.2018.1530343

Caiiadas, M. C. (2022). Proyecto investigador. Documento no publicado.

Caiiadas, M. C., Castro, E. y Castro, E. (2009). Using a model to describe students’ inductive reasoning in
problem solving. Electronic Journal of Research in Educational Psychology, 7(1), 261-278.

Caiiadas, M. C., Dooley, T., Hodgen, J. y Oldenburg, R. (2012). CERME7 Working Group 3: Algebraic
thinking. Research in Mathematics Education, 14(2), 189-190. http://dx.doi.org/10.1080/14794802.
2012.694284

Cafiadas, M. C., Molina, M. y Del Rio, A. (2018). Meanings given to algebraic symbolism in problem
posing. Educational Studies in Mathematics, 98, 19-37. https://dx.doi.org/10.1007/s10649-017-9797-9

Castro, E. (1995). Exploracion de patrones numéricos mediante configuraciones puntuales. Tesis Doctoral.
Comares.

Castro, E. (2008). Pensamiento numérico y Educacion Matematica. En J. M. Cardefioso y M. Peiias (Eds.),
X1V Jornadas de investigacion en el aula de matematicas (pp. 23-32). Departamento de Didactica de la
Matematica y Thales.

Castro, E., Canadas, M. C., Molina, M. y Rodriguez-Domingo, S. (2022). Difficulties in semantically
congruent translation of verbally and symbolically represented algebraic statements. Educational Studies
in Mathematics, 109, 593-609. https://doi.org/10.1007/s10649-021-10088-3

Castro, E. y Frias, A. (2013). Two-step arithmetic word problems. The Mathematics Enthusiast, 10(1,2), 37-
64. https://doi.org/10.54870/1551-3440.1272

De Castro, C. (2018). El papel de las imagenes en el proyecto “jA contar!” para el aprendizaje de las
matematicas en la educacion infantil. Union, 53, 138-157.

Drijvers, P., Dekker, T. y Wijers, M. (2011a). Algebraic education: Exploring topics and themes. En P.
Drijvers (Ed.), Secondary algebra education (pp. 5-26). Sense Publishers.



Maria C. Canadas

Fernandez-Millan E. y Molina, M. (2016). Indagacion en el conocimiento conceptual del simbolismo
algebraico de estudiantes de secundaria mediante la invencion de problemas. Ensefianza de las Ciencias,
34(1), 53-71. https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.1455

Gil, N., Blanco, L. y Guerrero, E. (2006). El papel de la afectividad en la resolucion de problemas
matematicos. Revista de Educacion, 340, 551-569.

Gomez, B. y Puig, L. (2014). Resolver problemas. Estudios en memoria de Fernando Cerdan. Universidad
de Valencia.

Gonzalez-Forte, J. M., Fernandez, C., Van Hoof, J. y Van Dooren, W. (2022) Profiles in understanding
operations with rational numbers, Mathematical Thinking and Learning, 24(3), 230-247.
https://doi.org/10.1080/10986065.2021.1882287

Gonzalez-Mari, J. L., Rico, L. y Gallardo, J. (2009). Diversidad estructural y semiotica en el proceso
didactico de ampliacion de los naturales a los enteros: un estudio sobre comprension en el campo de la
relatividad aditiva. Electronic Journal of Research in Educational Psychology, 7(1), 309-340.

Gutiérrez, A., Benedicto, C., Jaime, A. y Arbona, E. (2018). The cognitive demand of a gifted student’s
answers to geometric pattern problems. En F. M. Singer (Ed.), Mathematical creativity and mathematical
giftedness (pp. 169-198). Springer.

Howden, H. (1989). Teaching number sense. Arithmetic Teacher, 26(6), 6-11.

Kieran, C. (2004). The core of algebra: Reflections on its main activities. En K. Stacey, H. Chick y M.
Kendal (Eds.), The future of teaching and learning of algebra: The 12th ICMI Study (pp. 21-33). Kluwer
Academic Publishers.

Kieran, C. (2022). The multi-dimensionality of early algebraic thinking: Background, overarching
dimensions, and new directions. ZDM-Mathematics Education, 54(6), 1131-1150. http://dx.doi.org/
10.1007/s11858-022-01435-6

Mason, J., Graham, A., Pimm, D. y Gowar, N. (1985). Routes to roots of algebra. Open University Press.

Mclntosh, A., Reys, B. J. y Reys, R. E. (1992). A proposed framework for examining basic number sense.
For the learning of mathematics, 12(3), 2-8.

Molina, M., Castro, E. y Castro, E. (2008). Third graders’ strategies and use of relational thinking when
solving number sentences. En O. Figueras, J. L. Cortina, S. Alatorre, T. Rojano y A. Sepulveda (Eds.),
Proceedings of the Joint Meeting of PME 32 and PME-NA XXX (Vol. 3, pp. 399-406). Cinvestav-
UMSNH.

Molina, M., Rodriguez-Domingo, S., Cafiadas, M. C. y Castro, E. (2017). Secondary school students’ errors
in the translation of algebraic statements. Infernational Journal of Science and Mathematics Education,
15(6), 1137-1156. https://doi.org/10.1007/s10763-016-9739-5

Pinto, E., Caniadas, M. C. y Moreno, A. (2021). Functional relationships evidenced and representations used
by third graders within a functional approach to early algebra. International Journal of Science and
Mathematics Education, 20, 1183-1202. https://doi.org/10.1007/s10763-021-10183-0

Polo-Blanco, I., Gonzalez, M. J., Bruno, A. y Gonzéilez, M. J. (2021). Teaching students with mild
intellectual disability to solve word problems using schema-based instruction. Learning Disability
Quarterly, Online first. https://doi.org/10.1177/07319487211061421

Puig, L. (2018). Dos errores famosos en la Arithmetica Algebratica de Marco Aurel reconsiderados. En D.
Ruiz-Berdin (Ed.), Ciencia y técnica en la universidad: trabajos de historia de las ciencias y de las
técnicas (Vol 11, pp. 215-228). Universidad de Alcala-Sociedad Espafola de Historia de las Ciencias y de
las Técnicas.

Ramirez, R., Brizuela, B. y Blanton, M. (2022). Kindergarten and first-grade students’ understandings and
representations of arithmetic properties. Early Childhood Education Journal, 50, 357. https://doi.org/
10.1007/s10643-020-01123-8

Resnick, L. y Ford, W. (1991). La ensefianza de las matematicas y sus fundamentos psicologicos. Paidos.

8
!



Una panoramica de las investigaciones sobre pensamiento numérico y pensamiento algebraico!

Segovia, 1. y Castro, E. (2009). Computational and measurement estimation: curriculum foundations and
research carried out at the University of Granada, Mathematics Didactics Department. Electronic Journal
of Research in Educational Psychology, 17,7, 499-536.

Socas, M. (2007). Dificultades y errores en el aprendizaje de las matematicas. Andlisis desde el enfoque
logico semidtico. En M. Camacho, P. Flores y M. P. Bolea (Eds.), Investigacion en Educacion
Matematica XI (pp. 19-52). SEIEM.

Sowder, J. (1992). Making sense of numbers in school mathematics. En G. Leinhardt, R. Putnam y R. A.
Hattrup (Eds.), Analysis of arithmetic for mathematics teaching (pp. 1-51). Routledge.

Torres, M. D., Moreno, A. y Canadas, M. C. (2021). Generalization process by second grade students.
Mathematics, 9, 1109. https://doi.org/10.3390/math9101109

Usiskin, Z. (1999). Conceptions of school algebra and uses of variables. En B. Moses (Ed.), Algebraic
thinking, Grades K-12: Readings from NCTM’s school-based journals and other publications (pp. 7-13).
NCTM.







TREINTA ANOS DE INVESTIGACIONES SOBRE DESARROLLO
DE SENTIDO NUMERICO EN EDUCACION PRIMARIA

Thirty years of research on number sense development in primary education

Adamuz-Povedano, Natividad?
aUniversidad de Cordoba

Resumen

El presente trabajo forma parte del seminario de investigacion “Una panoramica de investigaciones
sobre pensamiento numérico y pensamiento algebraico”. De forma mas especifica, el objetivo de
este estudio es ofrecer una vision general de las investigaciones en desarrollo del sentido numérico
en la etapa de educacion primaria a través de la revision de la produccion cientifica publicada en
SCOPUS en ese ambito. Se han seleccionado 219 publicaciones (articulos, libros y capitulos de
libros) y se han analizado desde tres perspectivas: contexto, impacto y contenido de las
publicaciones. Del andlisis se extrae que la investigacion en este ambito se ha centrado
fundamentalmente en medir el sentido numérico manifestado por los estudiantes para vincularlo con
el rendimiento académico o con posibles dificultades posteriores en matematicas, mas que en el
desarrollo e implementacion de programas formativos que promuevan el desarrollo del sentido
nUMErico.

Palabras clave: educacion primaria, revision sistemdtica, sentido numérico.
Abstract

This paper is part of the research seminar "An overview of research on number thinking and
algebraic thinking". More specifically, the aim of this study is to provide an overview of research on
the development of number sense in primary education through a review of the scientific production
published in SCOPUS in this field. A total of 219 publications (articles, books and book chapters)
have been selected and analysed from three perspectives: context, impact and content of the
publications. The analysis shows that research in this area has focused mainly on measuring students’
number sense in order to link it to academic performance or to possible later difficulties in
mathematics, rather than on the development and implementation of training programmes that
promote the development of number sense.

Keywords: number sense, primary education, systematic review.
INTRODUCCION

La investigacion sobre el desarrollo del sentido numérico (SN) tiene importantes implicaciones para
la ensefianza de las matematicas. Quizas por eso, es un concepto que ha generado gran interés desde
distintos ambitos, principalmente desde la Educacion Matematica y desde la Psicologia Cognitiva.
No obstante, ambas corrientes conciben el SN de forma distinta, llegando a definiciones diferentes.
Segun Reynvoet et al. (2016), los cientificos cognitivos podrian llegar ya a una definicién de SN que
aunara bastante consenso. En cambio, dentro de la investigacion en Educacion Matematica todavia
divergimos en la definicion. Este hecho puede tener una doble lectura. Por un lado, la ausencia de
definiciones precisas puede debilitar la relevancia de los hallazgos de la investigacion y dificultar la
comunicacion académica generando confusion respecto a la naturaleza del SN (Ghazali et al., 2021).
Por otro lado, la segmentacion de la definicion de SN en funcién del tema concreto que se aborda
permite una inmensa riqueza conceptual. Asi, para Carroll et al. (2000), las diferentes
representaciones numéricas son una estrategia importante para el sentido numérico, mientras que
Howell y Kemp (2010) lo ven como la habilidad de componer y descomponer numeros. Kerschen et

Adamuz-Povedano, N. (2023). Treinta afios de investigaciones sobre desarrollo del sentido numérico en
educacion primaria. En C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo y P. lvars (Eds.), Investigacion en
Educacion Matematica XXVI (pp. 11-25). SEIEM.
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al. (2018), por su parte, destacan la importancia del sentido numérico para identificar magnitudes
relativas y absolutas de los niimeros. Otros autores, como Yang et al. (2008) y Kim, Shin y Lee
(2013), consideran la comprension conceptual de las operaciones y la estimacion como elementos
clave del sentido numérico, mientras que Lee y Lembke (2016) se refieren a la habilidad para realizar
calculos mentales y juzgar la razonabilidad de un calculo. Otros autores incorporan
conceptualizaciones mas amplias basandose en aspectos que denotan posesion de SN (Resnick, 1989;
Sowder, 1992).

A través de una revision bibliografica realizada sobre el término, Andrews y Sayers (2015)
encontraron tres perspectivas interconectadas sobre el SN. La primera, el sentido numérico preverbal,
se refiere a la capacidad innata de todos los seres humanos para comprender pequefias cantidades y
compararlas. La segunda, el sentido numérico fundacional, incluye los conocimientos numéricos que
se adquieren durante los primeros afos escolares a través de la instruccion. La tercera, el sentido
numeérico aplicado, es un conjunto de conocimientos basicos relacionados con los nimeros que son
necesarios para cualquier adulto, independientemente de su profesion, en linea con la definicion de
Mclntosh et al. (1992). Por tanto, el objetivo de la etapa de educacion primaria en relacion con el
desarrollo del sentido numérico es promover aprendizajes que hagan que los nifios adquieran ese
sentido numérico fundacional y transiten hacia el sentido numérico aplicado. Veamos, entonces, con
mas detalle ambas perspectivas.

Andrews y Sayers (2015) establecen 8 dimensiones o componentes del sentido numérico fundacional
(FoNS8) de sus siglas en inglés) que permiten analizar las oportunidades de aprendizaje relacionadas
con dicho sentido que surgen en las aulas. Estas son: (a) reconocimiento de nimeros, (b) conteo
sistemadtico, (c) conciencia de la relacion entre nimero y cantidad, (d) discriminacion de la cantidad,
(e) comprension de las diferentes representaciones de los niimeros, (f) estimacion, (g) competencia
aritmética simple y (h) conciencia de los patrones numéricos. Ademas, conforman un marco con gran
potencial para analizar libros de texto (Andrews y Sayers, 2015; Sayers etal., 2021) y para
caracterizar la practica docente (Fernandez-Ahumada et al., in press).

En el caso del sentido numérico aplicado encontramos de utilidad las componentes de SN establecidas
por Mclntosh et al. (1992), a saber: conocimiento y habilidad sobre los nimeros, conocimiento y
habilidad sobre las operaciones, y aplicacion del conocimiento y habilidad con los nimeros y las
operaciones a distintos contextos. En estudios posteriores, como el de Yang y Li (2008), se perfilaron
estas componentes ampliandolas a 5: comprender el significado de los nimeros y las operaciones,
reconocer el tamafio relativo de los niimeros, ser capaz de componer y descomponer nimeros,
reconocer el efecto relativo de las operaciones sobre los numeros y desarrollar estrategias flexibles y
juzgar la razonabilidad de los resultados.

Considerando esto, el objetivo de este estudio es examinar la documentacion existente acerca de SN
en el &mbito de la educacion primaria durante las ultimas décadas y evaluar las corrientes tematicas
de investigacion a través del andlisis de las publicaciones. Mediante esta revision, se busca ofrecer
una vision precisa acerca de esta tematica, con el fin de orientar futuras investigaciones.

METODOLOGIA

El analisis bibliométrico tiene un gran potencial para hacer revisiones de la literatura, ya que nos
proporciona un proceso de revision transparente y replicable. Ademads, nos facilita un andlisis
estructurado de una gran cantidad de informacion, permite inferir tendencias a lo largo del tiempo en
una disciplina, mostrar a las personas que trabajan en ese ambito y, en definitiva, presentar el
panorama general de la investigacion existente basdndonos en la evidencia (Aria y Cuccurullo, 2017).
La mayoria de los analisis bibliométricos se hacen desde tres enfoques: (a) andlisis del contexto de
estudio, (b) del impacto y (c) del contenido. En este trabajo, abordaremos esos tres enfoques,
comenzando por la descripcion del contexto de estudio con la produccion diacrdnica, autores y
autoras mas productivas y paises mas destacados. Continuaremos con el impacto de la produccion,
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mostrando resultados vinculados con el numero de citas de autores y documentos. Por ultimo,
abordaremos el analisis de contenido, que serd el que pondra en evidencia las tendencias tematicas
en relacion con el desarrollo del SN en educacion primaria en los afios de estudio.

La base de datos escogida para el anélisis ha sido SCOPUS por considerar que cubre un espectro mas
amplio de revistas y volumen de citacion (Martin-Martin et al., 2021; Singh et al., 2021). La primera
busqueda se hizo con el término clave number sense. De ella, se obtuvieron 872 registros.
Posteriormente, se afladié a la busqueda el condicionante de la etapa educativa, ya que nuestra
revision de la literatura pretende encontrar documentos que aborden el SN en la etapa de educacion
primaria. Por tanto, se afiadi6 a la cadena de busqueda, con el operador booleano “AND” una serie
de términos clave que identifican esta etapa. La cadena de busqueda final fue:

"number sense" AND ("primary mathematics" OR "Elementary school" OR "primary school" OR "1th
graders" OR "2nd graders" OR "3rd graders" OR "4th graders" OR "5th graders" OR "6th graders"
OR "1th-grade" OR "2nd-grade" OR "3rd-grade" OR "4th-grade" OR "5th-grade" OR "6th-grade" OR
"First graders" OR "Second graders" OR "Third graders" OR "Fourth graders" OR "Fifth graders" OR
"Sixth graders" OR "First-grade" OR "Second-grade" OR "Third-grade" OR "Fourth-grade" OR
"Fifth-grade" OR "Sixth-grade" OR "Grade one" OR "Grade two" OR "Grade three" OR "Grade four"
OR "Grade five" OR "Grade sixth" OR "young children" OR "year one " OR "year two" OR "year
three" OR "year four" OR "year five" OR "year six")

Esto arrojo un total de 245 documentos y aplicando los criterios bibliométricos de inclusion
mostrados en la Tabla 1, se obtuvo el total de la muestra a analizar, 219 documentos. La descarga
final de datos se hizo el dia 8 de mayo de 2023. Este proceso de seleccion de documentos se muestra
en la Figura 1.

Figura 1. Proceso de seleccion de documentos

Registros identificados en SCOPUS
(n=872)

'

Registros revisados de acuerdo
conlos criterios de exclusion -
(n=245)

Registros excluidos
(n=26)

v

Documentos evaluados para
determinar su admisibilidad
(n=219)

Tabla 1. Criterios bibliométricos de inclusion de documentos en el analisis

Criterio Inclusion

Tipo de documento Articulos, libros, capitulos de libros y revisiones
Areas Matematicas, Psicologia y Ciencias Sociales
Estado de la publicacion Final y en prensa

Una vez hecha la descarga de la base de datos, el andlisis bibliométrico se llevo a cabo usando el
paquete de R bibliometrix (Aria y Cuccurullo, 2017).
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RESULTADOS

En relacién con la produccion diacronica, en la Figura 2, podemos distinguir tres periodos o fases. La
fase inicial, de 1993 a 2002, en la que apenas hay produccion cientifica sobre SN en educacion
primaria; una fase intermedia, de 2003 a 2013, en la que se observa una mayor produccion y, por
tanto, se considera que hay un mayor interés en el area de estudio, y por ultimo, de 2014 hasta la
actualidad, donde se produce un aumento de la produccion alcanzandose el méaximo en el afio 2021,
con 22 publicaciones. En esta década se acumula el 63% de la produccién cientifica publicada en
SCOPUS sobre SN en educacion primaria. Por tanto, podemos considerar que en este periodo se
produce una consolidacion de la tematica.

Figura 2. Produccién diacronica
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Como dato curioso, podemos ver que el primer articulo que aparece indexado en la base de datos es
de 1993 y se trata del articulo de Nira Hativa (1993) Constructing conceptual knowledge and
promoting "number sense" from computer-managed practice in rounding whole numbers publicado
en Mathematics Education Research Journal. En ¢l se examind el proceso de aprendizaje de
estudiantes de alto rendimiento al desarrollar actividades basadas en ordenador para aprender nuevos
conceptos de aritmética, especificamente el redondeo de nimeros naturales.

En la muestra analizada han participado 160 autores y autoras, de los cuales, destaca Der Ching Yang
con 23 documentos, que suponen algo mas del 10% del total, como puede observarse en la Tabla 2.
Este autor y sus colaboradores han analizado ampliamente distintos aspectos del desarrollo del SN en
la educacion primaria de Taiwan. En Yang (2003), el primero de sus articulos en la muestra, compara
dos clases de quinto curso de educacién primaria; en la experimental, implementa una metodologia
especifica para el desarrollo del SN y en la de control, se desarrolla la metodologia habitual,
obteniendo diferencias significativas en favor del grupo experimental. En Yang et al. (2004) se
presenta un estudio similar, pero en sexto de educacion primaria. Sus publicaciones van
evolucionando hasta llegar a la creacion de varios instrumentos (test que se aplican con el ordenador)
que miden el desarrollo del SN en los ultimos cursos de la etapa de educacion primaria (e.g., Cheung
y Yang, 2018; Sianturi et al., 2023; Yang, 2022).

Tabla 2. Autores méas productivos en SN en educacion primaria

Nombre autor/a N.° documentos Porcentaje
Yang, D. C. 23 10,50%
Aunio, P. 7 3,20%
Jordan, N. C. 7 3,20%
Clarke, B. 6 2,74%
De Smedt, B. 5 2,28%
Glutting, J. 5 2,28%
Kroesbergen, E. H. 5 2,28%
Reynvoet, B. 5 2,28%
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Nombre autor/a N.° documentos Porcentaje
Van Luit, J. E. H. 5 2,28%
Hautamaki, J. 4 1,83%

El segundo autor en numero de documentos publicados es Pirjo Aunio, con 7 trabajos desde 2004
hasta 2023. Los estudios de este autor y colaboradores han indagado en el SN desarrollado por
estudiantes en paises como Finlandia, Hong Kong, Singapore o China. En tercer lugar, se encuentra
Nancy Jordan, con 6 trabajos, en los que analiza, fundamentalmente, el desarrollo del SN en los
primeros cursos de educacion primaria en escuelas de Estados Unidos, como predictor del dominio
de las matematicas en cursos posteriores, prestando especial atencion al estatus socioeconémico. Los
trabajos de Ben Clarke se centran en el uso del SN como predictor de futuras dificultades en
matematicas y en la medicion de la eficacia de programas de intervencion en el area de matematicas,
poniendo el foco en la posible relacion entre el grado de desarrollo del SN de los estudiantes y el
estado de riesgo de alfabetizacion temprana. Son investigaciones con estudiantes de tltimo curso de
infantil y primer curso de primaria. Bert de Smedt es el primer autor que nos encontramos con
investigaciones de corte mas psicologico, que indagan en el papel de las funciones ejecutivas y la
metacognicion, y el procesamiento de magnitudes simbolicas en la aritmética, o en la utilidad de los
datos de seguimiento ocular para investigar el desarrollo del SN. Bert Reynvoet, investigador del area
de psicologia cognitiva, analiza el desarrollo de los procesos numéricos simbolicos y no simbolicos,
y la cognicién numérica. Los 5 trabajos de Joseph Glutting son en co-autoria con Nancy Jordan, de
modo que ya estan incluidos en los trabajos de esta autora. Nos encontramos en la misma situacion
con Johannes Van Luit y Jarkko Hautamiki, ya que sus trabajos son en co-autoria con Aunio. De
manera sintética, vemos que, de los 10 autores mas productivos, 8 son investigadores del 4ambito de
la Educacion Matematica y 2 del ambito de la Psicologia.

Por otro lado, tanto o mas importante que el nimero de articulos que publica un autor, es el impacto
de sus publicaciones en el resto de la comunidad cientifica. En la Tabla 3 se muestran los 5 autores
con mas impacto dentro de la muestra de estudio. Asi, podemos observar que, en lineas generales,
Nancy Jordan es la autora mas influyente, a pesar de tener, aproximadamente, un tercio de las
publicaciones del autor mas productivo en este campo. Esto pone de manifiesto que, dentro de la
comunidad cientifica recogida en este estudio, hay un especial interés por las implicaciones que puede
tener el desarrollo del SN en los primeros afos de aprendizaje en el éxito matematico posterior.

Tabla 3. Impacto local de los autores

Autor/a h index TC NP PY start
Yang, D. C. 11 309 22 2003
Jordan, N. C. 7 964 7 2008
Aunio, P. 6 257 7 2004
Van Luit, J. E. H. 6 215 6 2004
Clarke, B. 5 391 6 2004
Nota: h_index se refiere al indice h, TC es el nimero total de citas, NP es el nimero de articulos y PY_start es el primer afio en el que publica un

articulo.

Analizando la produccion de los autores a lo largo del tiempo, podemos obtener informacion cruzada
entre el nimero de publicaciones y el impacto de los autores. Asi, en la Figura 3, vemos que, a pesar
del gran impacto que tienen los trabajos de Jordan, esta autora no tiene publicaciones relacionadas
con este tema desde 2014. En cambio, Yang, se presenta como un autor muy consolidado en este
ambito de estudio, ya que ha permanecido activo desde que publico su primer articulo en esta tematica
en 2003.
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Figura 3. Produccion de autores a lo largo del tiempo

'YANG D-C - r =)
AUNIO P~ e .
JORDAN NC - . . Y - - o N.Articles

1
2

CLARKE B - °

3

4

5

VAN LUIT JEH -

DE SMEDT B- > o S TC per Year
0
5
GLUTTING J- 3 . - N
® 15
KROESBERGEN EH - > . o e 20

REYNVOET B - < @

HAUTAMAKI J -

2003
2005
2007
2009
2011

2013
2015
2017
2019
2021

2023

Nota: Realizada con bibliometrix

A continuacion, analizamos el impacto que tienen los documentos, de forma que podamos ver son
articulos o capitulos de libros mas influyentes en la teméatica. Para ello, en la Tabla 4 mostramos los
15 documentos con mas citas dentro de la muestra analizada. En ella se presenta tanto la citacion
local (nimero de citas a ese documento dentro de los 219 documentos que componen nuestra muestra
de estudio), como el numero de citas globales (total de citas recibidas por ese documento dentro y
fuera de la muestra). Con estos valores podemos obtener la ratio entre ambos, de modo que este valor
indica como es la influencia de ese documento. Cuanto mas alto es el porcentaje, la influencia de ese
trabajo es mayor dentro de la muestra analizada. Por el contrario, cuanto mas bajo es el porcentaje
quiere decir que es un documento que influye menos en nuestra muestra, pero si tiene gran impacto
a nivel global.

El primer documento de la tabla es el articulo The importance of number sense to mathematics
achievement in first and third grades, de Nancy Jordan, Joseph Glutting y Chaitanya Ramineni
(2010), publicado en la revista Learning and Individual differences. En este documento se evaluo el
SN de 454 nifios y nifias al inicio del primer curso. Posteriormente, se midié su rendimiento en
matematicas al final del primer y tercer curso. Encontraron que el SN se relaciond significativamente
con el rendimiento en matematicas en ambos cursos, observandose que su capacidad predictiva no
disminuyd con el tiempo. Este documento, a pesar de ser el que mas citas acumula a nivel global,
parece que no ha presentado demasiado interés dentro de los trabajos centrados en SN en educacion
primaria. Una situacion similar se encuentra en el trabajo de Ben Clarke y Mark R. Shinn (2004),
titulado 4 preliminary investigation into the identification and development of early mathematics
curriculum-based measurement, publicado en School Psychology Review. La situacion problematica
de la que parten son los bajos niveles en matematicas alcanzados en Estados Unidos. Los autores, a
través del marco teodrico, argumentan que una de las claves para prevenir futuras dificultades en
matematicas es la deteccion e intervencion precoz en aquellos estudiantes que corren el riesgo de
fracasar en esta area. En ese trabajo prueban la fiabilidad, validez y sensibilidad de varios
instrumentos para la identificacion temprana y la evaluacion formativa en matematicas: cuatro de
caracter experimental, vinculados al SN (conteo oral, identificacion de nimeros, discriminacién de
cantidades y nimeros que falta) y tres test estandarizados. Estos tltimos son utilizados para examinar
la validez concurrente y predictiva de las medidas experimentales. Se trata de un trabajo de corte muy
psicologico que pretende ser un punto de partida para el disefio de un instrumento eficaz que detecte,
de forma temprana, posibles dificultades en el 4rea de matematicas. Este documento presenta una
ratio de 10,16%, lo que implica que es de gran interés a nivel global en investigaciones sobre SN,
pero de escasa influencia en los trabajos centrados en la educacion primaria. En cambio, encontramos
el trabajo de Elisabeth Dunphy (2007) titulado The primary mathematics curriculum: enhancing its
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potential for developing young children's number sense in the early years at school y publicado en
Irish Educational Studies, que tiene algo mas de la tercera parte de las citas que el documento de
Jordan y colaboradores, dentro de la muestra de estudio, pero presenta una ratio de 68,42%. Esto
indica que es un trabajo de mucho interés para otros investigadores que estudian el desarrollo del SN
en la etapa de educacion primaria. En este trabajo la autora parte de la idea de que el SN es
fundamental para el aprendizaje de las matematicas y que la normativa curricular no ha quedado ajena
a ello. Por tanto, analiza el curriculo de matematicas de Irlanda para ver como se define el SN. Para
ello la autora define un marco sociocultural relacionado con el SN que contempla 4 aspectos: placer
e interés por los nimeros, pensamiento cuantitativo, conciencia numeral y comprension del propdsito
de los numeros. En su analisis, detecta algunas deficiencias en las orientaciones para el profesorado
y perfila algunas vias de mejora.

Si nos fijamos en los trabajos de Yang, uno de los autores mas presentes en nuestra muestra, vemos
que aparecen 4 trabajos suyos dentro de los 15 mas citados y todos ellos con un porcentaje de citacion
que ronda el 50%. Esto indica que aproximadamente la mitad de sus citas son de autores dentro de
nuestra muestra de estudio y la otra mitad son de autores de fuera de la muestra. Por tanto, ese puede
considerar un autor muy influyente en la tematica analizada.

Tabla 4. Documentos mas citados

Autor. afio. revista Aiio Citacion Citacion Ratio
T local global  CL/CG (%)

Jordan, N. C., 2010, Learning and Individual Differences 2010 36 246 14,63
Clarke, B., 2004, School Psychology Review 2004 19 187 10,16
Yang, D. C., 2008, International Journal of Science and

Mathematics Education 2008 17 33 51,52
Dunphy, E., 2007, Irish Educational Studies 2007 13 19 68,42
Locuniak, M. N., 2008, Journal of Learning Disabilities 2008 13 186 6,99
Yang, D. C., 2010, Journal of Educational Research 2010 12 25 48,00
Griffin, S., 2004, Early Childhood Research Quarterly 2004 11 153 7,19
Chard, D. J., 2005, Assessment for Effective Intervention 2005 10 116 8,62
Jordan, N. C., 2009, Developmental Disabilities Research

Reviews 2009 10 201 4,98
Jordan, N. C, 2010, School Psychology Review 2010 9 66 13,64
Yang, D. C., 2004, International Journal of Science and

Mathematics Education 2004 9 22 40,91
Dyson, Ni, 2013, Journal of Learning Disabilities 2013 8 113 7,08
Sood, S., 2007, Journal of Special Education 2007 8 44 18,18
Yang, D. C., 2013, Educational Technology and Society 2013 8 18 44,44

Por tltimo, en relacion con las autorias, mostramos la estructura intelectual de la muestra de estudio,
lo cual se visualiza en las redes de co-citacion, ya que cuando dos trabajos aparecen en el mismo
listado de referencias se considera que se establece entre ellos una conexion intelectual. Asi, en la
Figura 4 observamos tres clusteres. En el cluster rojo podemos ver la red cuyos nodos principales los
constituyen autores como Geary, Dehaene, Mazzoco o Siegler. Esto significa que hay muchos
trabajos de nuestra muestra que citan a estos autores simultaneamente, siendo todos ellos trabajos de
corte mas psicoldgico. Si analizamos los estudios que contribuyen a esta red, encontramos que
predominan las investigaciones que se centran en analizar el rendimiento matematico en estudiantes
con problemas de aprendizaje; también hay investigaciones que analizan componentes cognitivos en
el procesamiento matematico. En el cluster azul, se identifican 3 autores muy influyentes: Jordan,
Gersten o Berch. Fundamentalmente, sus investigaciones estan centradas en la prediccion de
dificultades en matematicas a través de diferentes mediciones de componentes de SN. Por ultimo,
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encontramos el clister verde, que es menos influyente que los otros dos. Aglutina trabajos que han
citado a Yang, McIntosh, Reys Swoder, Resnick o Markovits. Son investigaciones centradas en la
evaluacion de programas de intervencion para el desarrollo del sentido numérico y la evaluacion de
componentes del SN en distintos cursos de la educacion primaria.

Figura 4. Red de co-citacion de autores
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Nota: Realizada con bibliometrix

Centrandonos ahora en la produccion por paises, se observa que 43 paises son responsables de toda
la produccion analizada. En la Figura 5 se muestran los 10 primeros paises, destacando Estados
Unidos con el 26,6% de la produccion, seguida de Taiwan (debido a los trabajos de Yang y
colaboradores, fundamentalmente). También se observa que Espafa aparece en séptima posicion con
10 trabajos (igualada con Bélgica y Alemania). De ellos, podemos destacar como mas relevantes los
de De Ledn y colaboradores, en los que se usa el SN como una medida de deteccion de estudiantes
con riesgo de fracaso en matematicas (de Leon et al., 2021, 2022). También encontramos trabajos en
los que se relaciona el SN en educacion primaria con el pensamiento algebraico y pensamiento
relacional (Adamuz-Povedano et al., 2021; Molina y Castro, 2021).

Figura 5. Documentos por paises
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Una lectura interesante de la produccion es la que nos ofrece el impacto de las revistas donde se
publica. Esto nos muestra cudles son las revistas donde mas se publica y, por lo tanto, las que
presentan mas impacto en esta tematica. Asi, en la Tabla 5 vemos que la revista en la que mas articulos
de esta tematica se han publicado es Frontiers in psychology. Sin embargo, no es la mas influyente.
Podemos decir que, teniendo en cuenta el indice h, las revistas Journal for research in mathematics
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education, International journal of science and mathematics education y Educational studies in
mathematics son las que tienen mayor impacto y, por tanto, son las mas influyentes en la tematica
analizada.

Tabla 5. Impacto de las revistas en las que se publica sobre SN en educacion primaria

Ne Afio 1?
Revista h index @ TC documentos publicacion

Journal for Research in Mathematics Education 7 356 8 1998
International Journal of Science and Mathematics

Education 6 121 9 2003
Educational Studies in Mathematics 5 184 5 1994
Developmental Science 4 302 4 2008
Educational Studies 4 92 4 2004
Frontiers in Psychology 4 156 11 2013
Journal of Educational Psychology 4 250 4 2009
Journal of Experimental Child Psychology 4 261 4 2011
Journal of Learning Disabilities 4 349 6 2008
Journal of Mathematical Behavior 4 85 5 1995

A continuacidn, centramos el andlisis en la estructura conceptual de la muestra de estudio, es decir,
de qué se habla en este frente de investigacion. Para ello, comenzamos mostrando la red de co-
ocurrencia de las palabras de autor en la Figura 6.

Figura 6. Red de co-ocurrencia de términos en los resumenes

Nota: Red representada con bibliometrix

Vemos que de lo que mas se habla en esos trabajos se representa con los clusteres mas grandes. Asi,
en el cluster azul vemos que aparecen términos como working memory (memoria de trabajo),
academic achievement (rendimiento académico), assessment (evaluacion), learning disabilities
(problemas de aprendizaje) o at risk (en riesgo). Se puede decir que en la muestra de estudio los
trabajos que mas abundan son los que abordan temas mas transversales al SN. El cluster morado, que
seria el siguiente en orden de importancia, engloba términos como estimation (estimacion), counting
(conteo), arithmetic (aritmética), children’s strategies (estrategias de los nifios) o numerical cognition
(cognicion numérica). Son términos muy relacionados con algunas de las componentes de SN
descritas en el FoONS8. Aunque también podemos ver algunos términos muy vinculados a las
componentes del SN como approximate arithmetic (célculo aproximado) o number line (recta
numeérica), que no estan conectados con esta red. Por ultimo, encontramos clusteres mas pequenos,
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como el verde, que agrupa términos relacionados con dificultades de aprendizaje o el rojo que tiene
que ver con comprension conceptual.

Como comentamos en el andlisis de la produccion diacrénica, el periodo de consolidacion de la
investigacion sobre desarrollo del SN en la etapa de educacion primaria era del 2013 en adelante.
Serd, por tanto, interesante analizar coémo ha sido la evolucion de temadticas. Para ello, establecemos
dos periodos, el que va desde 1993 hasta 2013 y el periodo que va de 2014 hasta la actualidad. En las
figuras 7 y 8 se representa una visualizacion distinta de la red de palabras de la Figura 6, consistente
en tomar pequefios clusteres de la red completa, asignar una palabra que caracteriza los términos de
ese cluster y representarlo como un circulo en uno de los cuadrantes del grafico, atendiendo al grado
de relevancia y grado de desarrollo de los términos de ese clister. Asi, en el cuadrante 1 tenemos los
temas motores, es decir, los temas principales de nuestro campo de estudio. En el cuadrante 2,
tenemos los temas periféricos, que son temas vinculados a los temas principales, pero que aparecen
poco. En el cuadrante 3 tenemos temas que, o bien son emergentes, o estan en declive. Y, por tltimo,
en el cuadrante 4 aparecen los temas transversales.

Figura 7. Mapa tematico de documentos publicados entre 1993 y 2013
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Nota: Extraida de bibliometrix

En la Figura 7, se observa que, en el periodo de 1993 a 2013, aparece como uno de los temas
principales el cluster de mathematics curriculum (curriculo de matematicas). Los trabajos mas
relevantes en este clister son 5 articulos de Yang y colaboradores (Yang, 2003, 2005; Yang et al.,
2004, 2008; Yang y Huang, 2004), por lo que va a tener un claro sesgo geografico porque todos ellos
son estudios centrados en Taiwan. Llama la atencion que aparezca el término spatial structures
(estructuras espaciales) como una de los temas motores relacionados con SN en educacion primaria.
En ¢l influyen fundamentalmente los trabajos de Fenna van Nes y colaboradores en los que disenan
una trayectoria de aprendizaje hipotética para favorecer la capacidad de estructuracion de los
participantes. Para ello, parten de la premisa de que la comprension de las estructuras espaciales
influye positivamente en el desarrollo del SN a través del aprendizaje de procedimientos numéricos
como determinacion, comparacidbn y operar con cantidades. Sus hallazgos refuerzan otras
investigaciones previas que asocian la capacidad de estructuracion espacial con el desempefio en
matematicas como una componente mas a tener en cuenta en el desarrollo del SN (van Nes y
Doorman, 2011; van Nes y van Eerde, 2010).

También vemos que el cluster representado por mathematics achievement (rendimiento en
matematicas) estd entre los temas motores. Este cluster engloba términos como pensamiento
matematico, dificultades en matematicas o habilidades matematicas. Los articulos mas influyentes en
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esta tematica son trabajos centrados en la medida del SN como predictor del rendimiento matematico
(Geary et al., 2009; Keijzer y Terwel, 2003; Locuniak y Jordan, 2008; Raches y Mazzocco, 2012;
Rotem y Henik, 2013).

Otro de los temas motores de este periodo es estimation strategies (estrategias de estimacion) del que
podemos destacar el trabajo de Star y colaboradores (2009), que disefiaron intervenciones en el aula
con estudiantes de quinto y sexto de primaria para promover la flexibilidad de estrategias de
estimacion computacional.

Centrandonos en la Glltima década del periodo analizado, se observa que, a pesar de haber mucha mas
produccion que en el periodo anterior, los temas principales parece que estdn mas definidos
apareciendo solo 4 clusteres: result revealed (resultados obtenidos), mathematics achievement
(rendimiento en matematicas), mathematical learning (aprendizaje matematico) y arithimetic tasks
(tareas aritméticas) (ver Figura 8). Dentro del cluster de result revealed (parece que la etiqueta elegida
por el programa no es muy apropiada) aparecen términos como conceptual understanding
(comprension conceptual), low performance (bajo desempeno), three-tier test (test de tres fases) y
student performed (desempefio de estudiantes). Los trabajos mas influyentes en esta tematica son
practicamente todos los trabajos de Yang y colaboradores publicados en este periodo y los trabajos
de Sinclair (2015) y Pareto (2014). En la temética de arithmetic tasks podemos destacar como mas
influyente el trabajo de Joonkoo Park y Elizabeth Brannon (2014) en el que disefian varios
experimentos para ejercitar a los participantes en el uso de actividades con operaciones no simbdlicas,
encontrando que este tipo de entrenamiento mejora el rendimiento en aritmética simbolica. El cluster
de mathematical learning es el mas grande, pero también es el que aborda temas mas transversales.

Figura 8. Mapa tematico de documentos publicados entre 2014 y 2023
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Nota: Extraida de bibliometrix
Por ultimo, vemos que en esta ultima década aparece como un tema emergente el clister de
pensamiento algebraico donde aparecen los trabajos que relacionan SN con pensamiento algebraico

y patrones. En €l influyen especialmente trabajos muy recientes como son los de Adamuz-Povedano
et al. (2021), Somasundram (2021), Somasundram et al. (2019) y Thinwiangthong et al. (2021).

CONCLUSION

El estudio presenta un analisis de la produccion cientifica sobre SN en la etapa de educacion primaria
en los ultimos 30 afios. Los datos revelan un crecimiento significativo en el tema de estudio en la
ultima década duplicando el nimero de trabajos publicados en los primeros 20 afios. Se podria inferir
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que este crecimiento estd muy vinculado con la aparicion del SN en los curriculos de muchos paises
a partir del comienzo del siglo XXI.

En cuanto al analisis de autoria, encontramos que Der Ching Yang es el autor mas productivo con 23
documentos publicados desde 2003. Ademas, teniendo en cuenta el impacto de sus publicaciones, ese
puede considerar el autor mas influyente dentro de la muestra de estudio. Por tanto, sus trabajos
deberian ser tenidos en cuenta antes de iniciar una investigacion dentro de esta tematica.

En la visualizaciéon de redes de co-citacion, hemos perfilado la estructura intelectual de los
documentos de la muestra, encontrando tres grandes grupos: trabajos del ambito de la psicologia
cognitiva y problemas de aprendizaje, investigaciones centradas en el uso del sentido numérico como
predictor de dificultades de aprendizaje y estudios focalizados en medir diferentes componentes del
SN y en la evaluacion de programas de intervencion.

En relacion con la estructura conceptual, la visualizacion de la red de co-ocurrencia de palabras clave
nos ha permitido detectar que aunque aparecen términos vinculados con las componentes de Andrews
y Sayer (2015) y de Yang y Li (2008), no llegan a abarcarse todos, ademas aparecen disgregados, lo
que refleja la falta de un listado de componentes estables. Otra conclusion a destacar es que, a pesar
de que hemos visto que hay numerosas investigaciones vinculan positivamente el desarrollo del SN
con el éxito en matematicas, hay pocas investigaciones que se centren en la implementacion de
programas formativos o metodologias que promuevan un mayor desarrollo de SN en los primeros
afios de aprendizaje y muchas mas las que se centran en medir el sentido numérico manifestado por
los estudiantes para vincularlo con el rendimiento académico o con posibles dificultades posteriores
en matematicas. Lo que abre una posible continuacion de este trabajo, incluyendo un nuevo nivel de
concrecion, rescatando los trabajos que se centran en el disefio de propuestas metodoldgicas o
programas formativos con el objetivo de promover el desarrollo del SN.

El analisis presentado en este trabajo nos ofrece una panoramica general de las tematicas abordadas,
lo que nos facilita detectar dmbitos por los que deberia avanzar la investigacion sobre sentido
numeérico en la etapa de primaria. En ese sentido la investigacion deberia avanzar tendiendo puentes
entre la investigacion educativa y la escuela, disefiando, implementando y evaluando el impacto de
actividades que promuevan eficazmente el desarrollo del sentido numérico.

Agradecimientos:! Este trabajo se ha realizado en el proyecto con referencia PID2020-113601GB-100
financiado por MCIN/AEI/10.13039/501100011033.
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INVESTIGACIONES SOBRE EL. DESARROLLO DEL SENTIDO
NUMERICO EN EL AULA DE SECUNDARIA

Research on the development of number sense in the secondary school
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Universidad de La Laguna
Resumen

El sentido numeérico se ha utilizado en la educacion matematica desde diferentes perspectivas y
actualmente tiene especial importancia en el curriculo espaniol por ser un elemento de la
organizacion curricular de la Educacion Primaria y Secundaria. En este trabajo se presentan, en
primer lugar, las componentes que organizan el sentido numérico. A parir de ellas, se detallan dos
investigaciones realizadas en la Universidad de La Laguna con alumnado de Educacion
Secundaria Obligatoria (ESO). En la primera, se analizan y comparan respuestas de estudiantes de
2.° (13-14 anos) y 4.° de ESO (14-16 arios) a tareas numéricas en las que ponen en uso
componentes del sentido numérico relacionadas con la estimacion y los puntos de referencia. Los
resultados indican mejores resultados en 4.° de ESO frente a 2.° de ESO, si bien no se consideran
lo suficientemente adecuados en ninguno de los niveles, dadas las caracteristicas de las tareas. En
la segunda parte, se presenta una investigacion realizada en 2° de ESO en la que se establecen
perfiles de estudiantes en cuanto al uso de las componentes del sentido numérico, y como estos
perfiles se modificaron, después de una intervencion de aula centrada en fomentarlas. Se reflexiona
sobre la importancia de desarrollar un pensamiento numérico creativo y flexible en la educacion
secundaria.

Palabras clave: sentido numérico, estimacion grafica, puntos de referencia, perfiles de estudiantes,
educacion secundaria.

Abstract

Number sense has been used in mathematics education from different perspectives and is currently
of special importance in the Spanish curriculum as it is an element of the curricular organisation of
Primary and Secondary Education. In this paper we first present the components that structure
number sense. Based on these, two research studies carried out at the Univesidad de La Laguna
with secondary school students are detailed. In the first one, we analyse and compare the responses
of second (13-14 years old) and forth (14-16 years old) year of secondary school students to
numerical tasks in which they use components of number sense related to estimation and reference
points. The results indicate better results in forth than in second, although they are not considered
adequate enough at either of the two levels given the characteristics of the tasks. In the second part,
an investigation is presented in which student profiles were established in terms of the use of
number sense components and how these profiles were modified after a classroom intervention
focused on fostering number sense. Finally, we discuss the importance of developing creative and
flexible number thinking in secondary education.

Keywords: number sense, graphical estimation, benchmarks, student profiles, middle school.
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INTRODUCCION

El término sentido numérico (en inglés number sense) aparece en la década de los 80 del siglo XX
en documentos curriculares de diferentes paises, asi como en publicaciones de innovacion y de
investigacion sobre la ensefianza-aprendizaje de los numeros (Greeno, 1991; Howden, 1989;
NCTM, 1989; Sowder, 1992). Entre las primeras aproximaciones a esta expresion destaca la
aportada por Howden (1989, p.11) quien indicod que: “El sentido numérico puede describirse como
una buena intuicion sobre los numeros y sus relaciones. Se desarrolla gradualmente como
resultado de explorar los numeros, visualizarlos en diversos contextos y relacionarlos de formas
que no estan limitadas por los algoritmos tradicionales”. Veamos un ejemplo de una conversacion,
narrada por Carraher et al. (1985), entre un niflo-vendedor de 12 afos (llamado M), que vendia
productos en mercados callejeros en Brasil y un cliente.

Cliente: ¢Cuanto cuesta un coco?

M.: 5.

Cliente:  Quiero diez. {Cuanto cuesta?

M.: Tres seran 105: con tres mas, serdn 210. (Pausa) Necesito cuatro mas. Son...(pausa) 315...creo
que son 350.

El nifio-vendedor podria haberse limitado a afiadir un 0 al 35, un método muy sencillo si has
recibido instruccion tradicional escolar, lo que no era este caso. A lo mejor para M el precio de tres
cocos era un calculo frecuente en su dia a dia, por lo que se habia convertido en una “cantidad de
referencia”; o M pudo haber reconocido que el precio de tres cocos estaba cerca de 100, separando
las sumas de 100 y las sumas de 5 para conjuntos de tres cocos. El ejemplo recuerda que el sentido
numérico se manifiesta de formas muy diversas, dependiendo de las personas y de las
circunstancias en las que se aplica. Este aspecto se refleja perfectamente en la definicion de Sowder
(1992) al sefialar que el sentido numérico es una red conceptual bien organizada que permite
relacionar los numeros y las operaciones, sus propiedades y resolver los problemas numéricos de
una forma creativa y flexible (p.381). Sin duda, son los rasgos de creatividad y flexibilidad los que
ha llevado a otorgar importancia a esta forma de entender el aprendizaje numérico. Lo cierto es que
somos capaces de reconocer el sentido numérico, aunque no tengamos su definicion precisa. Greeno
(1991) sefiala que una persona posee sentido numérico cuando manifiesta un célculo mental
flexible, realiza buenas estimaciones numéricas y hace juicios e inferencias basandose en cantidades
numéricas. Simultdneamente, McIntosh et al. (1992) desarrollaron el marco que mas influencia ha
tenido en el desarrollo curricular y en la investigacion sobre sentido numérico, al describirlo a
través de diferentes componentes. Estas componentes tuvieron una primera aproximacion en la
publicacion curricular del NCTM (1989), y que se desglosan de la siguiente forma:

el Conocer y tener facilidad con los numeros: comprender el sentido del orden de los
numeros; reconocer el tamafio relativo y absoluto de la magnitud de los nlimeros; usar
puntos de referencia; usar multiples representaciones de los nimeros.

e Conocer y tener facilidad con las operaciones: comprender el efecto de las operaciones;
comprender las propiedades matematicas; comprender las relaciones entre las
operaciones.

e Aplicar el conocimiento y mostrar facilidad con los numeros y las operaciones en la
resolucion de problemas numéricos: comprender la relacion entre el contexto del
problema y la operacion necesaria; ser consciente de que existen multiples estrategias
(célculo mental, escrito, estimacion...); a utilizar una representacion y/o un método
eficiente; revisar los datos y los resultados.
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Aunque estas componentes se presenten separadas, estan fuertemente relacionadas, siendo habitual
que en una misma tarea matematica se vean involucradas varias de ellas. Ademas, seria complejo
delinear las componentes del sentido numérico de manera estricta, pues sus ramificaciones son muy
amplias. El sentido numérico que construye una estudiante crece y se expande a lo largo de la
enseflanza primaria, secundaria e incluso, mas alld del dmbito académico. Es probable que el
conjunto del sentido numérico sea mayor que sus partes. Diferentes investigaciones han modificado
estas componentes del sentido numérico, en ocasiones desglosandolas o agrupandolas, en funcion
de sus objetivos (NCTM, 1989; Mclntosh, et al., 1992; Reys y Yang, 1998; Yang y Sianturi, 2021).

El curriculo actual en Espafia, presenta el aprendizaje matematico en la ESO organizado en
diferentes “sentidos” (Real Decreto 217/ 2022) (al igual en la Educacion Primaria). Asi, el Sentido
numérico aglutina el conocimiento numérico a desarrollar en esta etapa educativa caracterizandose
por: “...la aplicacion del conocimiento sobre numeracion y calculo en distintos contextos y por el
desarrollo de habilidades y modos de pensar basados en la comprension, la representacion y el uso
flexible de los numeros y las operaciones”. Se situa en una vision del sentido numérico proéximo al
indicado por Sowder (1992). A su vez, entre las competencias especificas en secundaria se hace
referencia a que el alumnado debe ser capaz de “analizar las soluciones de un problema usando
diferentes técnicas y herramientas, evaluando las respuestas obtenidas, para verificar su validez e
idoneidad desde un punto de vista matematico y su repercusion global”, que coincide con la Gltima

componente referenciadas anteriormente (Mclntosh et al., 1992).

El reflejo de que el sentido numérico ha sido considerado un constructo importante en la educacion
matematica son las numerosas publicaciones e investigaciones realizadas bajo esta expresion, las
cuales se agrupan en diferentes intereses: una perspectiva psicoldgica asociado al inicio del
concepto de nimero por parte de los nifios en la etapa infantil o con alumnado con dificultades de
aprendizaje (Berch, 2005; Gersten et al. 2005; Greeno, 1991); el desarrollo de sus componentes de
forma que sea aplicable curricularmente (NCTM, 1989; Mclntosh et al., 1992; 1997; Sowder, 1992;
Reys, 1994); el disefio de actividades orientadas a fomentar el desarrollo del sentido numérico en el
aula (Anghileri, 2006; Markovits y Sowder, 1994; Reys y Barger, 1991); y la indagacién sobre
como los estudiantes emplean y comprenden las diferentes componentes (Almeida y Bruno, 2019;
Cheung y Yang, 2020; Yang, 2019a; 2019b; Yang y Sianturi, 2021; Yang, et al., 2008). En esta
ultima linea nos situamos en nuestras investigaciones de los tltimos afios en la Universidad de La
Laguna. Asi, hemos realizado diversas investigaciones sobre al sentido numérico focalizadas en
futuro profesorado de secundaria (Almeida, et al., 2014; 2016; 2017), en alumnado de Educacion
Primaria (Sanfiel et al., 2022) y en alumnado de Educacion Secundaria (Almeida y Bruno, 2014;
2017; 2019; Farifia y Bruno, 2021). En el presente trabajo mostramos algunos de los resultados
obtenidos con alumnado de secundaria.

(SE DESARROLLA EL SENTIDO NUMERICO A LO LARGO DE LA SECUNDARIA?

Las investigaciones sobre sentido numérico se han realizado principalmente con alumnado de
educacion primaria (Alsawaie, 2011; Mohamed y Johnny, 2010; Sengul y Gulbagci, 2012; Yang,
2019a; 2019b; Yang, et al., 2008), y menos de educacion secundaria (Akkaya, 2016; Markovits y
Sowder, 1994; Purnomo, et al. 2014; Reys y Yang, 1998; Veloo, 2010). En ambos grupos, los
resultados coinciden en que los estudiantes se inclinan por seguir procedimientos rutinarios, aplicar
reglas y resolver con algoritmos, en tareas en las que podrian aplicar mas facilmente otras
estrategias numéricas. Por otra parte, los estudios no muestran consenso sobre si los estudiantes
incrementan su sentido numérico a medida que avanzan en los niveles educativos. Akkaya (2016),
en un estudio realizado en Turquia con 576 estudiantes de 5.° (10-12 afios) a 8.° grado (13-14 afos),
muestra que el rendimiento de los estudiantes en diferentes componentes del sentido numérico es
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muy bajo para lo que se esperaba en estos niveles educativos. Observé que la componente
relacionada con saber usar multiples representaciones de los numeros.

En esta linea nos planteamos evaluar, en el contexto espafiol, dos componentes del sentido
numeérico: usar puntos de referencia y usar multiples representaciones de los numeros, por parte de
estudiantes de secundaria en actividades de estimacion, principalmente. Nos planteamos observar si
alumnado de los niveles de 2.° (13-14 afos) y 4.° de ESO (15-16 afios) muestra un uso efectivo de
estas componentes, y si cambian las estrategias numéricas en ambos cursos.

Para realizar el analisis planteamos a los estudiantes tareas en las que no era necesario seguir reglas
y algoritmos, pudiendo realizarse con estimacion numérica, estimacion grafica o uso de propiedades
numéricas. Se disefid una prueba con 12 tareas cuyo contenido numérico correspondia, como
maximo, a 1.° de ESO (12-13 afos), referidas a distintos tipos de numeros (naturales, fracciones y
decimales), en las que se pedia: ordenar numeros, estimar el nimero dado con diferentes
representaciones (elementos discretos, recta numeérica, barra y diagrama de sectores), estimar el
resultado de una operacion, todo ello en contextos abstracto o cotidiano. Las tareas se presentaron
en hojas separadas y se les indic6 que para resolverlas no era necesario realizar célculos exactos,
sino que podian recurrir a otras estrategias que conocieran. Ademas, se les pidio escribir todo lo que
pensaran, aunque no formara parte de su respuesta final. La prueba la contestaron 447 estudiantes:
248 de 2.° de ESO y 199 de 4.° de ESO, de 7 centros publicos de Tenerife (Espana) en un hora.

Figura 1. Tareas 1, 2 y 3 de la prueba escrita

Tarea 1. Sefiala en cada caso qué numero representa | Tarea 2. Estimar los numeros decimales que indica la
mejor la cantidad sombreada. flecha en la recta numérica:
a.;Qué porcentaje representa mejor la  porcion

sombreada?

— N

A. 20% B. 33% C. 50% D. 80%

b. Si consideramos que el rectangulo es la unidad
™ ’

A. 0,018 B. 04 C. 015 D. 0,81 Q

c. Si consideramos que el rectangulo es un millon

~—..

A.20000  B. 40000 C. 200000 D. 400 000

Tarea 3. Aproximadamente ;qué porcentaje dedicas a
las siguientes actividades durante un dia completo?

Represéntalo graficamente.
d. Si consideramos que el rectangulo es la unidad

L *1 Dormir %

Estar en clase %
A% B2/ C.% D.27 Comer %

Resto de actividades %

Los resultados estan publicados parcialmente en Almeida et al. (2017) y Farifia et al. (2017) y, a
continuacion, los complementamos con las respuestas a tres tareas que tienen un objetivo comun: el
uso de la estimacion grafica (barras, recta numérica y diagrama de sectores) con diferentes tipos de
numeros (naturales, fracciones, decimales y expresion en porcentajes). En ellas los estudiantes
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podian poner de manifiesto dos componentes de sentido numérico objeto de estudio. Las tareas se
muestran en la Figura 1 y las denominamos de la siguiente forma:

Tarea 1. Estimacion a partir de una representacion grafica de barras.
Tarea 2 Estimacion de decimales en la recta real.
Tarea 3. Uso de los porcentajes y representacion en sectores en una situacion contextual.

Se presenta el andlisis de las tres tareas observando las diferencias en el éxito entre 2.° y 4°. de ESO,
destacando las principales dificultades de los estudiantes.

Resultados de la Tarea 1. Estimacion a partir de una representacion grdfica de barras

La Tabla 1 muestra los resultados de las cuatro preguntas de la Tarea 1 en la que, a partir de una
representacion de barras, debian estimar numéricamente la zona sombreada, expresando: a)
porcentajes, b) decimales, ¢) nimeros naturales y d) fracciones.

Tabla 1. Porcentajes de éxito en la Tarea 1 (a, b, c y d)

Tarea 1-a Tarea 1-b Tarea 1-c Tarea 1-d
Curso 2.0 4.0 2.0 4. 2.0 4.0 2.0 4.0
Opcion A 14,1 12,7 18,5 11,5 73 25 165 35
clegida 82,7 85,5 12,5 12,5 263 17,6 303 322
C 2,8 1,6 61 71,3 9,4 50 246 166
D 0,40 0,2 8,0 4,52 569 749 258 452
Blanco 2.8 2,5

Nota: En negrita se ha sefialado la respuesta correcta.

Se observa que el éxito cambia considerablemente entre los cuatro apartados y en ambos cursos la
tendencia es similar. La estimacion numérica de la representacion con porcentajes es la mas sencilla
de interpretar (82,7% y 85,5%), siendo la siguiente opcion mas elegida la A (20% de la barra), con
el porcentaje mas proximo al correcto. Es un resultado razonable dado que los niimeros son
manejables (enteros menores que 100) y es una representacion con la que estan habituados por la
tecnologia (descargas, grabaciones, etc.). Las tareas 1-b y 1-c tienen una dificultad media (entre
61% y 56,9% en 2.° de ESO y 71,3% y 74,9% en 4.° de ESO). No por ello responde al éxito que se
espera para estos niveles educativos. Parece que para muchos estudiantes no es facil estimar
nimeros “grandes” o “pequefios” en la barra. Sin lugar a duda, los resultados que llaman la
atencion, por su bajo nivel de éxito (incluso con respuestas en blanco), son los referidos a la
estimacion grafica asociada a la fraccion 2/7. En ambos niveles, muchos estudiantes optaron por la
fraccidn mas cercana a la correcta (2/5), pero sorprende que otros optaran por las dos fracciones que
claramente no podian ser el resultado (1/2 y %). Se podria pensar que interpretaron la zona blanca y
no la sombreada, pero no parece ser esto asi, puesto que se comprobd que en los otros apartados
daban muestras de haber respondido teniendo en cuenta la zona sombreada en gris.

Los resultados en 4.° de ESO son superiores en los cuatro apartados a los de 2.° de ESO, siendo esta
diferencia casi el doble en la Tarea 1-d. Parece que el tamafio de los nimeros y su expresion tienen
una influencia importante en la realizacion de buenas estimaciones a partir de un grafico tan
habitual como el de barra y que no se logran altos niveles de dominio al finalizar la secundaria.

Resultados de la Tarea 2. Estimacion de decimales en la recta real

En la Tabla 2 se muestran los resultados de la tarea 2 en la que los estudiantes debian estimar un
nimero decimal indicado en la recta numérica, dadas referencias diferentes (1 y 0,1). Al tratarse de
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una estimacion, establecimos como intervalos de respuesta correcta [0,05, 0,08] para la tarea 2-a y
[0,005, 0,008] para tarea 2-b.

Tabla 2. Porcentajes de éxito en la Tarea 2 (ay b)

Resultado Tarea 2-a Tarea 2-b
2.° 4.° 2.° 4.°
Exito 60,9 73,9 53,6 724
Fracaso 32,3 21,1 38,7 22,6
Blanco 6.9 5,0 7,7 5,0

En 2.° de ESO, el porcentaje de éxito en la tarea 2-a fue superior a la tarea 2-b (60,9% y 53,6%),
mientras que en 4.° de ESO la dificultad fue similar (73,9% y 72,4%). Aunque mas de la mitad de
los estudiantes de 2.° de ESO y casi tres cuartas parte de 4.° de ESO respondieron correctamente,
cabria esperar mejores resultados, teniendo en cuenta que la representacion de numeros decimales
en la recta numérica es tratada en el curriculo espafiol desde final de la Educacion Primaria y
durante la Educacion Secundaria.

Las representaciones dadas en ambos apartados contienen varias informaciones: los extremos de un
intervalo concreto, las divisiones de dicho intervalo en partes iguales y el numero que ocupa la
primera de esas divisiones. A priori podria pensarse que, cuanta mas informacion se incluya en una
representacion, mas fécil resultard utilizarlas, lo cual no siempre es cierto (Siegler y Thompson,
2014). Hemos observado dos tipos de errores cuyas frecuencias se muestran en la Tabla 3:

1)! Escribir un niimero decimal fuera del rango considerado correcto, pero perteneciente al
primer intervalo sefialado (es decir, 0-0,1 en la Tarea 2-a y 0-0,01 en la Tarea 2-b). Por
ejemplo, en la Tarea 2-a algunos estudiantes escribieron 0,01 6 0,02.

2)! Escribir un nimero decimal no perteneciente al primer intervalo sefialado, por una
interpretacion incorrecta de los puntos de referencia indicados o por haber obviado dichas
referencias. Por ejemplo, en ambas tareas escribir 0.15, 0.16, 0.5, 0.6.

En ambos niveles el segundo tipo de error fue ligeramente superior.

Tabla 3. Porcentajes de errores en la Tarea 2 (a y b) respecto al total de alumnos

Tipo de error Tarea 1-a Tarea 1-b

2.° 4.° 2° 4.°

Decimal en el intervalo, con estimacion

fuera del rango correcto 141 8.0 12,1 8,0

Decimal fuera del intervalo 18,1 13,1 25,8 14,6

Resultados de la Tarea 3. Uso de los porcentajes y representacion en sectores de una situacion real

En las tablas 4 y 5 mostramos los resultados a la Tarea 3 para 2.° y 4.° de ESO, respectivamente. En
este caso, se ha distinguido en los éxitos y fracasos en la estimacion del tiempo empleado en sus
actividades diarias, lo cual se solicitaba en porcentajes, y el éxito para representarlo en un diagrama
de sectores. Dado que era una estimacion personal, se establecié un rango amplio de porcentajes
para dar por correcto cada una de las tareas (dormir: 25-50, estar en clase 20-35, comer 5-20, resto
hasta completar 100).

Se observa que en las dos partes de la tarea los resultados son superiores en 4.° de ESO (45,2% y
42,7%), siendo casi el doble que en 2.° de ESO (27,8% y 29,8%). También es asi el porcentaje de
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alumnado que responde correctamente a las dos partes de la tarea, siendo este muy bajo en ambos
cursos (12,5% en 2.° de ESO y 27,1% en 4.° de ESO).

Tabla 4. Porcentajes de éxito en la Tarea 3 de 2.° de ESO

Estimacion de porcentajes en las actividades diarias

Resultado Exito Fracaso Blanco Total

Estimacién en el Exito 12,5 14,9 0,4 27,8
grafico de sectores Fracaso 16,5 48 1,6 66,2
Blanco 0,8 2,5 2.4 6,0

Total 29,8 65,7 4.4 100

Tabla 5. Porcentajes de éxito en la Tarea 3 de 4.° de ESO

Estimacion de porcentajes en las actividades diarias

Resultado Exito Fracaso Blanco Total
Estimacion en el Exito 27,1 15,6 0 42,7
grafico de sectores Fracaso 17,1 33,7 0 50,8
Blanco 1,0 3,5 2,0 6.5
Total 45,2 52,8 2 100

Las mayores dificultades para estimar las actividades diarias las encontramos en situarlas con
porcentajes adecuados (Tabla 6). Por ejemplo, algunos estudiantes otorgaron alto porcentaje para
comer, escaso porcentaje para dormir y, muchos de ellos, establecieron el porcentaje de estar en
clase justamente como 50% del dia, entendemos que el tiempo en el instituto lo sienten largo e
intenso, o simplemente piensan que “estan la mitad del dia en clase” (Figura 2). Los otros tipos de
errores se refieren a que la suma de los porcentajes se queda por encima o por debajo de 100%.

Tabla 6. Errores en la distribucion de porcentajes de las actividades diarias en la Tarea 3

Tipo de error 2.° 4.°

Los porcentajes de las tareas diarias suman 100 y fuera de los rangos 33,1 29,6

Los porcentajes de las tareas diarias suman mas de 100 19 7,5
Los porcentajes de las tareas diarias suman menos de 100 9,3 5
Otros 6,4 5

La representacion grafica en el diagrama se sectores resultd especialmente compleja para el
alumnado de 2.° de ESO, realizando representaciones que no cumplian los requisitos. Por ejemplo,
se marcaban porciones de circulo que no eran sectores circulares (Figura 3) o no partian del centro.
Quizas en algunos grupos de los encuestados no habian trabajado lo suficiente la construccion de
estos diagramas. En ambos niveles los errores se basaban en estimaciones incorrectas de los
sectores que les llevd a representar mas de cuatro sectores, pues sobraba una parte del circulo
(Figura 2). En algunos casos, los porcentajes los estimaron como si fuera grados.

Siegler y Booth (2005) indican que la estimacion de cantidades es un importante proceso en la
educacion matematica, ya que muchas veces requiere ir mas alld de los razonamientos rutinarios y
aplicar conocimiento matematico de forma flexible. Es por eso que forma parte de las componentes
del sentido numérico. El estudio presentado, parte de uno mas amplio, pone el énfasis en el uso de
estimaciones a partir de representaciones, apoyandose en puntos de referencia (numéricos o
contextuales). Tal y como se esperaba, los porcentajes de éxito en 4.° de ESO son superiores a los
de 2.° de ESO en las tres tareas presentadas, lo cual es positivo porque indica que la formacion
matematica que se recibe durante esta etapa contribuye a mejorar las estrategias propias del sentido
numeérico. Sin embargo, dificilmente pueden considerarse resultados adecuados para alumnado de
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secundaria, dado el nivel curricular de las tareas planteadas, lo que es consecuente con
investigaciones realizadas en otros contextos educativos (por ejemplo, Akkaya, 2016).

Figura 2. Representacion de diagrama de sectores Figura 3. Representacion de diagrama de sectores
incorrecto (alumno de 4.° de la ESO) incorrecto (alumno de 2.° de la ESO)

Dormir Q0 %

Estar en clasege %
Comer [0 %

Resto de actividades2o %

PERFILES DE SENTIDO NUMERICO EN ESTUDIANTES DE SECUNDARIA

La investigacion descrita en el apartado anterior basa sus resultados en las respuestas a pruebas
escritas de los estudiantes de secundaria, al igual que se habia realizado en otros paises (Akkaya,
2016; Veloo, 2010, Yang y Sianturi, 2021). Aunque las pruebas escritas son utiles para diferenciar
el grado de adquisicion de ciertas habilidades asociadas al sentido numérico, no nos permiten tener
certeza de si los estudiantes tienen otros modos de razonar. Muchos estudiantes se sienten comodos
o seguros con procedimientos basados en reglas (Sengul y Gulbagci, 2012) o piensan que eso es lo
que el profesor espera de ellos y de ahi que sean sus respuestas mas frecuentes. Por otra parte, es
notorio que se ha realizado menos investigacion respecto a intervenciones de aula efectivas que
promuevan un aprendizaje numérico con estrategias flexibles y creativas (Markovits y Sowder,
1994; Swoder, 1992). Por ello, nos planteamos focalizar nuestra investigacion en estos dos
aspectos. Por un lado, profundizar a través de entrevistas, si los estudiantes conocen estrategias
diferentes, aunque solo muestren una inicial, y por otro lado, si hay cambios en sus modos de
razonar numéricamente cuando siguen intervenciones de aula que fomentan componentes del
sentido numérico. Ello se plasmo a través de los siguientes objetivos de investigacion, recogidos en
Almeida y Bruno (2016, 2017 y 2019):

1.! Establecer perfiles de alumnado de secundaria ante tareas que pueden abordarse con
componentes de sentido numérico.

2.! Analizar cambios en los perfiles de los estudiantes después de una secuencia de ensefanza
en la que se trabajan componentes del sentido numérico, a través de la busqueda de
diferentes estrategias.

Para ello se realizo una investigacion con 47 estudiantes de dos grupos de 2.° de ESO (de 25 y 22
estudiantes, respectivamente), de un centro publico de Tenerife (Espafia), situado en un entorno
semiurbano. Nos centramos principalmente en tres componentes concretas del sentido numérico:
usar puntos de referencias; usar multiples representaciones de los nimeros y las operaciones; y
revisar los datos y resultados. Todo ello en actividades sobre nlimeros decimales y fracciones que
correspondian con los contenidos y el momento del curso escolar del alumnado objeto de estudio.
El estudio tuvo diferentes fases:

e Prueba inicial escrita. Se realizd una prueba escrita a los 47 estudiantes, al inicio del
estudio con tareas numéricas que podian ser resueltas haciendo uso del sentido numérico
(tareas semejantes a las del estudio expuesto en el apartado anterior).

e Entrevista inicial. La prueba escrita permitio seleccionar a 11 estudiantes (E1, E2,...E11) en
funcion del tipo de estrategias utilizadas y/o uso de sentido numérico mostrado. Se
establecieron perfiles de estudiantes segin sus respuestas.
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el Desarrollo de una secuencia de aprendizaje. Se disefid e implementd una secuencia de
aprendizaje con los 47 estudiantes, con actividades numéricas que fomentaban las
componentes numéricas implicadas en el estudio.

e Entrevistas finales. Al finalizar la secuencia de aprendizaje se entrevistd de nuevo a los 11
alumnos de la entrevista inicial, con el objetivo de determinar si observaban los mismos
perfiles y si la intervencion habia producido cambios en cada estudiante, en particular.

Desarrollo de una secuencia de aprendizaje

Se disefid e implementd una secuencia de aprendizaje sobre nimeros decimales y fracciones que
promovia el uso del sentido numérico. Las tareas numéricas presentaban diferentes objetivos:
valorar la razonabilidad de los datos y las respuestas, usar puntos de referencia (para comparar
racionales, para estimar magnitudes y para estimar operaciones), usar diferentes representaciones
graficas (recta numérica, barras, areas de rectangulos...) para comparar numeros, estimar
operaciones, todo ello en problemas abstractos o contextualizados en situaciones reales. La
intervencion tuvo lugar durante once sesiones de 50 minutos, en la hora habitual de Matematicas.
La metodologia de aula, siguiendo las propuestas de Reys y Barger (1991), se basaba en un
aprendizaje colaborativo en el que predominaba el debate y la discusion de las diferentes estrategias
que podian seguirse para una misma tarea numérica. Los alumnos resolvieron tareas en pequefios
grupos de modo que podian compartir su conocimiento, posteriormente, con la toda la clase.

Entrevistas inicial y final

El objetivo de la realizacion de las entrevistas inicial y final era detectar las estrategias de
resolucion de las tareas numéricas que pudieran manifestar los estudiantes, mas alla de su primera
respuesta, con el fin de establecer tendencias en funcion del uso (o no) de componentes de sentido
numeérico. Durante las entrevistas se sigui6 el mismo esquema con cada alumno (Figura 4).

Figura 4. Esquema seguido en las entrevistas inicial y final para cada tarea numérica

[ Resolver el item ]
Opl: SN )
Op2: BR Op4: NS

Op3: RI

A4

® ;Qué has pensado para responder?
e ;Qué razonamiento seguiste?
e ;Podrias explicarme como lo has resuelto?

|

(Se te ocurre otra manera de resolverlo? ]

e Y silo representas?
e ;Con un dibujo?

Se les presentaron cinco tareas numéricas en hojas independientes. Una vez que acabaron las cinco
tareas, se realiz6 un recorrido por cada una de ellas, observando su opcion de respuesta (Op):

Opl: SN, razonamiento basado en sentido numérico; Op2: BR, razonamiento basado en reglas;
Op3: RI, razonamiento incorrecto; Op4: NS, no sabe responder o explicar.

A continuacion, se les pidid una explicacion de su respuesta y se les solicitd que buscasen otra
justificacion o resolucion para llegar al resultado. En el caso de que no supiesen responder (Op4), se
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les animd a hacer uso de representaciones gréaficas, por ser una de las componentes objeto de
estudio. De forma esquematica, se repetia el esquema de la Figura 4 en cada tarea, hasta que no
hubiese mas respuestas por parte del entrevistado.

Perfiles de alumnado de secundaria en tareas numeéricas

En las entrevistas iniciales se establecieron cuatro perfiles de estudiantes en funcion de sus
estrategias en la resolucion de cuestiones numéricas. El perfil lo hemos entendido como una
“inclinacion” o “tendencia”, es decir, no significa que el estudiante responda con una unica
estrategia en todas las tareas propuestas, pero si en la mayoria ellas. En lo que sigue describimos los
perfiles encontrados, ejemplificdndolos con la respuesta a una tarea de la entrevista inicial. En ella
se les pedia ordenar de menor a mayor los siguientes nimeros: 2/5, 4/3 'y 7/8.

Perfil 1 (P1): Tendencia al uso de estrategias de sentido numérico

Los estudiantes de este perfil tienden a hacer uso de estrategias de sentido numérico en su primera
opcién de respuesta y cuando se les solicita estrategias alternativas a la inicial. Demuestran
flexibilidad para buscar distintas estrategias. Aunque en alguna ocasidon intentan hacer uso de
reglas, se muestran capaces de evitarlas cuando conoce una estrategia de sentido numérico. En el
ejemplo que sigue el estudiante E2 muestra conocer dos estrategias adecuadas sentido numérico
comparando los numeradores y los denominadores, y a través de una representacion grafica.

A: [Escribe la respuesta de la Figura 5]

Figura 5. Primera respuesta del estudiante E2

Miré todo, y como que el 4 se pasa, la fraccion da mas de 1 (haciendo referencia a la fraccion
4/3), el 7 se aproxima casi al 8 (haciendo referencia a la fraccion 7/8) y el 2 esta separado del
5 (haciendo referencia a la fraccion 2/5).

I: O sea, /ta miraste si eran mayores que 1?
A: Si.
I: .Y en la fraccion 7/8?
A: Estaba casi en uno.
I: .Y en esta (sefialando la fraccion 2/5)?
A: Era mas pequefio.
I: (Conoces otra forma de hacerlo?
A: (Con una tarta?
I: Como a ti se te ocurra...
A: Yo haria un circulo y lo partiria.
I: A ver, enséfiamelo.
A: [Dibuja la Figura 6]
Figura 6. Segunda respuesta del estudiante E2
X N
I: Entonces con el dibujo, ;sabrias también ordenarlo?
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A: iClaro! Aqui ya son 2 (sefialando los dos ultimos circulos para 4/3), aqui ocupa todo, casi todo
(refiriéndose al segundo circulo para la fraccion 7/8) y aqui no ocupa casi nada (sefialando el
primer circulo para la representacion de la fraccion 2/5).

Perfil 2 (P2): Tendencia a uso de reglas y algoritmos. Conoce estrategias de sentido numérico.

Se caracterizan por tomar como primera opcion de respuesta, una regla y/o algoritmo, en general
correctos, y cuando se les solicita otras respuestas, demuestran conocer y ser capaz de utilizar
estrategias de sentido numérico, también correctas. Muestran apego a las reglas o los algoritmos,
argumentando que para justificar sus razonamientos necesita “escribir algtn tipo de célculo”. En el
ejemplo que se muestra en la Figura 7, el estudiante E3 ordena las fracciones después de calcular un
denominador comun, a pesar de ser muy costoso en este caso. Al solicitarle otro método dibuja
correctamente las barras para cada una de las tres fracciones y ratifica su respuesta.

Figura 7. Primera respuesta (izda.) y segunda respuesta (dcha.) del estudiante E3

Perfil 3 (P3): Tendencia a uso de reglas y algoritmos. No conoce estrategias de sentido numérico

Se caracterizan porque contestan principalmente haciendo uso de reglas y/o algoritmos, pero al
solicitarle un método alternativo demuestra no conocer otras estrategias. En ocasiones, las
respuestas basadas en reglas pueden ser incorrectas. En su intento de hacer uso de otras estrategias,
muestran dificultades conceptuales que les lleva a la eleccion de respuestas incorrectas y
razonamientos erroneos. El apego a utilizar reglas puede deberse a sus escasa seguridad en aspectos
conceptuales, pues estas no les requieren una justificacion mas alla del propio proceso. En el
ejemplo de la Figura 8 el estudiante E8, en su primera respuesta, ordena de forma incorrecta porque
se equivoca en las divisiones y al realizar una representacion grafica poco precisa para 7/8, esta no
le ayuda a corregir su error.

Figura 8. Primera respuesta (izda.) y segunda respuesta (dcha.) del estudiante E8

“

Perfil 4 (P4): Dificultades con el contenido matemdtico. No conoce estrategias de sentido numérico

Como primera estrategia, no tienen una tendencia determinada al uso de reglas y/o algoritmos, pero
tampoco al uso otras estrategias. Sus respuestas se caracterizan por una falta de dominio de los
conceptos matematicos, que les lleva a hacer uso de razonamientos incorrectos, cuando se les pide
otros métodos. En muchas ocasiones, sus razonamientos son dificilmente clasificables y en ellos se
observan dificultades numéricas conceptuales. En el ejemplo de la Figura 9, el estudiante E10 llega
a su primera repuesta con razonamientos incorrectos (como se puede leer en el extracto de
entrevista) y en la segunda respuesta ordena correctamente a pesar de una representacion incorrecta
de 4/3, sin conectar ambas respuesta.

A: [Escribe 4/4, 2/5 7/8]

I: (Por qué las ordenaste asi?
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A: Porque yo de cuando dimos esto,... me parece que me acuerdo, que no tenia nada que ver que
el nimero de debajo fuese més pequeno que el de arriba, o sea, que el de arriba no tenia que
ser mas pequeno que el de abajo. Entonces te fijabas més en el de abajo.

Figura 9. Primera respuesta (izda.) y segunda respuesta (dcha.) del estudiante E10

-
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@ |
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o

P

(En el denominador?

A: Como 3 es mas pequeilo que 4, entonces es 4/3 es el mas pequefio. 5 es mayor que 2, pero
como aqui (sefialando la fraccion 4/3) son mas pequefios entre si, pues yo los coloqué asi, por
el numero de abajo y no por el de arriba.

I: O sea, tu tienes claro que 4/3 es el més pequefio porque el 3 es mas pequefio que el
numerador...mmm (Y los otros 2 por qué?

A: Porque el de abajo...5 es mas pequefio que 8.

I: (Sabrias hacerlo de otra forma?, ;con un dibujo?
[La alumna representa las fracciones de la Figura 10, dcha.].
Entonces ahora segun los dibujos, ;cual es el mas pequefio?
Este (senala el primer circulo).
Vale, (que ese se corresponde con...?

I:

A

I:

A: Con este (senalando la fraccion 2/5)
I: Y el siguiente ;cual seria?

A

Este (senala la representacion de 4/3), no,...este (sefiala la representacion de 7/8).Y después
este (sefiala 4/3).

Cambios en los perfiles de los estudiantes

En la Tabla 7 se muestran los perfiles de los estudiantes en las entrevistas inicial y final. En las
entrevistas finales se ratificaron los perfiles y se observd como algunos estudiantes se movieron
hacia otros después de la intervencion de aula. Estos cambios fueron, en su mayoria, positivos, es
decir, pasaron de un perfil menor a uno mayor, en cuanto a uso de sentido numeérico.

Tabla 7. Perfiles de los estudiantes en las entrevistas inicial y final

El E2 E3 E4 ES E6 E7 E8 E9 E10 ElI

Entrevista inicial ~ P1 P1 P2 P2 P2 P3 P3 P3 P3 P4 P4

Entrevista final P1 P1 P1 P1 P2 P1 P2 P2 P4 P4 P4

Se observa que los estudiantes que se encontraban clasificados en el perfil P1 en la entrevista inicial
(E1 y E2), continuaron haciendo uso de estrategias de sentido numérico en la entrevista final,
demostrando mucha flexibilidad en la busqueda de estrategias de este tipo. Los estudiantes E3 y E4,
de perfil inicial P2, y el E6, de perfil inicial P3, cambiaron hacia el P1, pues en ningiin momento de
la entrevista final recurrieron a reglas memorizadas o calculos escritos. Por otra parte, el estudiante
E5, que en la entrevista inicial se encontraba en el perfil P2 permanece en este perfil. Los
estudiantes E7 y E8 que en la entrevista inicial se situaron en un perfil P3, demostraron hacer uso,
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en ocasiones, de estrategias de sentido numérico, sin abandonar como primera opcion, aquellas en
las que predominan los algoritmos (perfil P2). Los alumnos E10 y E11 de perfil P4 en el inicio,
caracterizado por una carencia de conocimientos numéricos, intentan en las entrevistas finales hacer
uso de las representaciones graficas para responder a las cuestiones, pero sus errores conceptuales
seguian presentes. Las mismas dificultades encontramos para el caso de E9, cuya evolucion fue
negativa en los términos de esta investigacion. Los tres estudiantes del perfil final P4 necesitan
mejorar en sus ideas conceptuales, en este caso sobre los nimeros racionales, y el tiempo dedicado
a la instruccidn no fue suficiente para desarrollar estrategias de sentido numérico.

Los resultados de esta investigacion son congruentes con las investigaciones previas. Asi, Reys y
Yang (1998) concluyeron que los estudiantes de secundaria tendian a usar principalmente técnicas
computacionales, pero los que tenian capacidades matematicas mas altas eran mas propensos a
separarse de los métodos basados en reglas. También observaron que esas rupturas se producian
solo cuando se les daba la oportunidad a través de preguntas como: ";Puedes hacerlo de otra
manera? Por otra parte, Markovits y Sowder (1992) afirman que el sentido numérico es una
habilidad que se desarrolla a largo plazo y que estd intimamente vinculada al aspecto conceptual de
los nimeros y el significado de las operaciones. Establecer perfiles de estudiantes tiene una
repercusion en el aprendizaje, ya que ayuda a desarrollar secuencias de aprendizaje que tenga en
cuenta estas caracteristicas. La ensefanza debe permitir que los alumnos que prefieren las reglas
puedan valorar las estrategias alternativas que ya conocen y las pongan en juego, no limitando las
respuestas a las puramente algoritmicas, y en general, debe ayudar a todos a ampliar sus
razonamientos numéricos, apoyandose en los aspectos conceptuales.

REFLEXIONES FINALES

Es necesario continuar con investigaciones que profundicen en coémo usan los estudiantes
componentes del sentido numérico, mas ain, en cdmo desarrollarlas en el aula. Por nuestra parte,
seguimos investigando en procesos de ensefianza que fomentan la evaluacion de los datos o de las
repuestas en tareas numeéricas, lo que se ha denominado razonabilidad numérica de la solucion
(Farifia y Bruno 2021). A pesar de los esfuerzos curriculares por incluir el sentido numérico en el
aprendizaje de los niimeros, se sigue dedicando un porcentaje muy alto de la instruccion a la
practica de algoritmos y reglas. Se valoran menos las respuestas basadas en representaciones
graficas, en estimaciones o en el uso de relaciones numéricas. Ello implica que los estudiantes
sientan que no pueden desviarse de procedimientos estandares que por otro lado, les resultan mas
comodos, pues no requieren razonamientos costosos. En la actualidad, tenemos una oportunidad
importante de cambio del aprendizaje numérico, a través del curriculo de Matematicas que ha
entrado en vigor en Espafia (Real Decreto, 217/2022), el cual recoge caracteristicas del sentido
numeérico expuestas en la investigacion educativa. Sin embargo, todavia hay un amplio camino que
recorrer para alcanzar los objetivos que se plantean desde los documentos oficiales en términos de
habilidades y competencias relacionadas con el sentido numérico. No debemos olvidar que esto
debe ir acompafiado de cambios metodologicos en el aula. Se trata de crear ambientes colaborativos
que propicien el compartir con los iguales las estrategias de pensamiento. La formacion del
profesorado de los niveles obligatorios puede contribuir a ello, asi como los materiales curriculares
y libros de texto que se disefien. Creemos que hay un amplio trabajo por realizar en términos de
investigacion, pero también de innovacion.
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PRACTICAS ALGEBRAICAS EN LOS PRIMEROS CURSOS DE
EDUCACION PRIMARIA

Algebraic Practices in Early Elementary School

Brizuela, B.M.

Tufts University

Resumen

En el presente trabajo comparto ejemplos de estudios anteriores, asi como también de estudios en
curso donde investigamos el uso de prdcticas algebraicas en los primeros cursos de educacion
primaria en escuelas en el noreste de Estados Unidos. Especificamente, en este trabajo me centraré
en dos practicas clave en estas edades tempranas: la representacion y la generalizacion.
Argumento que, asi como hemos identificado a las funciones como contenido unificador para el
dalgebra escolar, las practicas algebraicas también funcionan como unificadoras para la educacion
matemdtica escolar.

Palabras clave: educacion primaria, generalizacion, prdcticas algebraicas, representacion.
Abstract

In this paper I share examples of previous as well as ongoing studies where we have investigated
the use of algebraic practices in the first grades of primary education in schools in the Northeast of
the United States. Specifically, in this paper I will focus on two key practices in these early ages
research: representation and generalization. I argue that in the same way that we have identified
functions as a unifying content thread for school algebra, algebraic practices also function as a
unifying thread for Kindergarten-Grade 12 school mathematics education.

Keywords: algebraic practices, elementary education, generalization, representation.
INTRODUCCION

En el presente trabajo compartiré ejemplos de estudios anteriores, asi como también de estudios en
curso y futuros donde investigamos e investigaremos el uso de practicas algebraicas en los primeros
cursos de educacion primaria en escuelas en el noreste de Estados Unidos. Especificamente, en este
trabajo me centraré en dos practicas clave en estas edades tempranas: la representacion y la
generalizacion. En respuesta al efecto perjudicial de “guardabarrera” de un enfoque tradicional al
algebra, argumentamos que los estudiantes necesitan experiencias sostenidas y a largo plazo con los
contenidos y las précticas algebraicas a lo largo de su escolaridad, desde el comienzo de su
educacion formal, aprovechando sus intuiciones naturales.

CONTENIDO Y PRACTICAS ALGEBRAICAS EN EDUCACION PRIMARIA

Durante las tltimas cuatro décadas distintas investigaciones han apuntado a la importancia de
incluir y resaltar tanto el contenido como las practicas algebraicas desde los primeros cursos de la
escolaridad (e.g., Carraher y Schliemann, 2007; Kaput, 2008; Kaput et al., 2008). Estas
investigaciones en las ultimas décadas han resaltado los efectos tanto a corto como a largo plazo de
integrar el contenido y las practicas algebraicas con los contenidos que tipicamente identificamos
como aritméticos (e.g., Blanton et al., 2019; Brizuela et al., 2013; Schliemann et al., 2012). Esta
area de investigacion ha sido llamada early algebra en inglés, o algebra temprana en castellano.

Siguiendo el marco establecido por Kaput (2008) y luego detallado por Blanton et al. (2011),
entendemos que el contenido algebraico incluye: (1) la aritmética generalizada; (2) la equivalencia,

Brizuela, B. M. (2023). Précticas algebraicas en los primeros cursos de educacion primaria. En C.
Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo y P. Ivars (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XXVI
(pp. 43-57). SEIEM.
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las expresiones, las ecuaciones y las desigualdades (o simplemente las ecuaciones); (3) el
razonamiento cuantitativo y (4) el pensamiento funcional. La aritmética generalizada implica
generalizar las relaciones aritméticas, incluidas las propiedades del niimero y las operaciones y
razonar explicitamente con estas generalizaciones. Implica razonar sobre la estructura de las
expresiones aritméticas mas que sobre su valor computacional. Los conceptos asociados con las
ecuaciones incluyen una comprension relacional de la igualdad que permite interpretar las
ecuaciones como una expresion matematica que indica la equivalencia de dos cantidades o
expresiones. Otros conceptos incluyen, por ejemplo, representar y razonar con expresiones y
ecuaciones en su forma simbolica. El razonamiento cuantitativo implica describir relaciones entre
cantidades generalizadas que pueden o no ser equivalentes. El pensamiento funcional es el proceso
de construir, describir y razonar con y sobre funciones. Incluye la generalizacion de relaciones entre
cantidades covariantes; representar esas relaciones de multiples maneras usando lenguaje natural,
notacion algebraica, tablas y graficos; y razonar con fluidez con estas representaciones para
interpretar y predecir el comportamiento de la funcion. Todos estos dominios de contenido
representan vias significativas y fructiferas para el pensamiento algebraico temprano y, de hecho,
tienen importantes puntos de interseccion entre ellos.

De los cuatro dominios de contenido de la investigacion en early algebra, en este trabajo me enfoco
en el pensamiento funcional. Las funciones, consideradas durante mucho tiempo por los
matematicos como un concepto poderoso en matematicas, también pueden servir como un hilo
unificador en el curriculo (Freudenthal, 1982; Hamley, 1934; Schwartz, 1990). Sin embargo, hasta
hace pocas décadas, el estudio de las funciones, cuya comprension histéricamente se pensaba que
requeria el pensamiento formal y abstracto por parte de los alumnos, se trataba en gran medida
dentro del dominio del algebra en los cursos superiores de la educacion primaria y en la educacion
secundaria. Sin embargo, junto con la reconceptualizacion del algebra como una rama curricular a
lo largo de todos los cursos de la escolaridad (National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2000), la investigacion en early algebra ha contribuido a llevar el estudio de las funciones
a la educacion primaria y a entender early algebra como una parte importante de la ensefianza del
algebra. De hecho, el pensamiento funcional en los primeros cursos de la educacion primaria es
considerado por los primeros investigadores de early algebra como una ruta importante hacia el
algebra (Carraher y Schliemann, 2007).

Ademas de lo que podria describirse como el contenido matematico del early algebra, hay cuatro
practicas matematicas significativas que caracterizan el pensamiento algebraico (temprano): (1)
generalizar relaciones y estructuras matematicas, (2) representar relaciones generalizadas de
diversas maneras, (3) justificar relaciones generalizadas y (4) razonar con relaciones generalizadas
(Blanton et al., 2011; Kaput, 2008). Estas practicas han servido como un marco para la
investigacion del algebra en educacion primaria. Una caracteristica importante de estas practicas es
que no ocurren de forma aislada, sino que estan fundamentalmente integradas en las dimensiones
del contenido alrededor de las cuales se ha fusionado gran parte de la investigacion temprana del
algebra y que representan una extension de los conocimientos matematicos (ver, por ejemplo, Cai y
Knuth, 2011; Kaput et al., 2008).

Generalizar es el corazon del razonamiento algebraico (Cooper y Warren, 2011; Kaput, 2008) y el
ntcleo mismo de la actividad matematica (Mason, 1996). Como un proceso de darse cuenta de la
estructura y las relaciones, su desarrollo en los cursos de primaria es fundamental porque desvia la
atencion de los nifios de los detalles de las instancias aritméticas hacia las relaciones y la estructura
que definen cémo se relacionan las instancias particulares (Blanton, 2008). Es una forma critica de
razonamiento y sentido debido a que requiere que los estudiantes comprendan una situacion, la
conecten con su conocimiento existente y saquen conclusiones en forma de afirmaciones
generalizadas.
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Aunque la generalizacion podria describirse como el corazén del razonamiento algebraico, el
proceso de generalizacion permanece oculto sin sistemas de representacion que saquen a la luz el
pensamiento de los nifios (e.g., Fuentes y Cafiadas, 2021, 2022). Los nifios estan razonando
algebraicamente mientras representan generalizaciones matematicas—ya sea a través de palabras,
tablas, graficos, imagenes o través de la notacion algebraica (simbolica) — y cuando navegan entre
estas representaciones. Ademads, sus representaciones no son solo evidencia de las generalizaciones
que observan en situaciones en problemas matematicos, sino que la accion de representar ayuda a
moldear la naturaleza misma de su razonamiento. Morris (2009) sefiala, por ejemplo, que el acto de
representar cantidades generalizadas ayuda a desarrollar la comprension de los nifios de que una
accion se aplica a un conjunto infinito de objetos, y no a un solo caso. Esto, a su vez, puede ayudar
a fortalecer la comprension de los nifios de la naturaleza generalizada de una afirmacion, un atributo
importante de la generalizacion.

Quizas la mas compleja de estas practicas matematicas sea el razonamiento algebraico, que implica
actuar sobre, o razonar con, generalizaciones como objetos en si mismos. Si bien las cuatro
précticas reflejan razonamiento algebraico, el razonamiento que actlia sobre una generalizacion es
unico en el sentido de que implica razonar con una generalizacion como objeto. Es decir, una vez
que los nifios han notado y representado una generalizacion de un problema matematico, es
importante que sean capaces de usar esta generalizacion como un objeto en su pensamiento cuando
resuelven nuevos problemas. Cognitivamente, esto significa una orientacion hacia los objetos que
es muy avanzada y en la que la generalizacion ha sido cosificada en el pensamiento del nifio (Sfard,
1991). Asi, cultivar esta practica de pensamiento representa un objetivo importante en el
aprendizaje del algebra.

Justificar generalizaciones también es una practica fundamental del pensamiento algebraico.
Nuestra experiencia con esta practica es que la inversion requerida para desarrollar el pensamiento
de los estudiantes mas alla de los argumentos empiricos y los argumentos no simbolicos como las
pruebas basadas en representaciones (Schifter, 2009) es significativa.

La importancia de estas practicas de pensamiento algebraico se ejemplifica ain més dadas sus
conexiones con las practicas matematicas establecidas en los Estdndares Estatales Basicos Comunes
en Estados Unidos (Common Core State Standards Initiative [CCSSI], National Governors
Association Center for Best Practices and Council of Chief State School Officers [NGA Center y
CCSSO0], 2010), o Standards for Mathematical Practice en inglés—en particular, las practicas de
razonar de manera abstracta y cuantitativa, modelar con matematicas, buscar y hacer uso de
estructuras, y buscar y expresar la regularidad en razonamientos repetidos. Las practicas
matematicas suelen pensarse como hdbitos mentales que son relevantes mas alla del contenido y del
curso de escolaridad. Otros investigadores se refieren a las practicas matematicas como similares a
las practicas que utilizan los profesionales en su quehacer diario. En nuestro caso diriamos entonces
que los matematicos profesionales utilizan las practicas de representar, generalizar, razonar y
justificar en su quehacer matematico diario y que estas mismas practicas son las que queremos que
los nifios de educacion primaria desarrollen.

Las dimensiones de contenidos y practicas algebraicas que aqui describo no deben tomarse como
unicas. Hay otras caracterizaciones que se han identificado y que considero como consistentes con
las que aqui utilizo. La eleccion de unas sobre otras es en gran medida pragmatica (por ejemplo, ver
Blanton et al., 2011; Carraher y Schliemann, 2007; Cooper y Warren, 2011).

GENERALIZACION Y REPRESENTACION

En este trabajo me centraré en las dos practicas algebraicas en las que nos hemos enfocado
mayormente en nuestra investigacion: la generalizacion y la representacion. Ambas pueden
considerarse como el corazon del algebra en los primeros cursos de educacion primaria. Ambas
también pueden considerarse como totalmente integradas a las otras dos practicas de razonamiento
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y de justificacion. Me atreveria incluso a decir que sin generalizacion y sin representacion no hay
algebra.

Asimismo, entre las representaciones algebraicas me centraré en la notacion algebraica, las tablas y
los graficos de coordenadas cartesianas (o simplemente graficos). Estas tres representaciones
también pueden considerarse como las representaciones de tipo algebraico mas distintivas. Es decir,
estas tres representaciones son también parte del corazon del algebra y se distinguen de otras
posibles representaciones como el dibujo, las expresiones verbales y los diagramas, por ejemplo,
por ser especificamente algebraicas y por su capacidad de expresar la generalizacion de relaciones y
estructuras matematicas.

Notacion algebraica

De particular interés para nosotros es la comprension y el uso de la notacion algebraica por parte de
nifios en los primeros cursos de educacion primaria, especialmente la notacion algebraica para
representar generalizaciones, las dos practicas algebraicas en las que me enfoco en este trabajo. Los
enfoques tradicionales hacia la ensefanza del algebra retrasan la introduccion de la notacion
algebraica hasta cursos mas avanzados de educacion primaria o cursos de secundaria. Esos
enfoques tradicionales sufren de trampas similares al enfoque de “algebra tardia”, que ha excluido a
muchos estudiantes, en particular a los de grupos marginados (e.g., Kaput, 2008; Moses y Cobb,
2001), ejemplificando el efecto de “guardabarrera” mencionado anteriormente. Trabajos mas
recientes indican que la notacion algebraica est4 al alcance de los nifios pequeios (e.g., Brizuela et
al., 2015; Dougherty, 2008, 2010; Torres et al., 2018), y que los tipos de interpretaciones que tienen
los nifios pequefios sobre la notacion algebraica no son tan diferentes a las interpretaciones de los
estudiantes de cursos mas avanzados. Esto nos ha llevado a considerar a la notacion algebraica
como una herramienta potencialmente poderosa a través de la cual los nifios pueden representar la
generalizacion.

Un hallazgo importante en nuestros estudios (e.g., Brizuela et al., 2015) es que en sus entrevistas
individuales 4 semanas después del comienzo de un experimento de ensefianza, los estudiantes de
primer curso de primaria buscaban identificar cantidades especificas como ejemplos cuando no
usabamos notacion algebraica. Sin embargo, cuando introdujimos la notacion algebraica en estas
mismas entrevistas, los estudiantes dejaron de tratar de identificar cantidades especificas. Esto
provee evidencia en favor de nuestro argumento de que la introduccion de notacion algebraica antes
de lo habitual podria facilitar la reflexion de los estudiantes sobre cantidades indeterminadas y
asimismo su construccion de generalizaciones.

Aqui comparto datos de un trabajo publicado en 2015 (Brizuela et al., 2015) en el cual
documentamos los tipos de comprensiones sobre la notacion algebraica de nifios de seis afios, en
primer curso de educacion primaria. Habiamos trabajado en una escuela publica en una zona urbana
en la region noreste de los Estados Unidos. Implementamos 16 sesiones de clase durante un
experimento de enseflanza en un aula con 22 nifios. Durante las entrevistas individuales llevadas a

cabo con cuatro nifios de esta clase, obtuvimos evidencia de las compresiones detalladas en la Tabla
1.

Asimismo, al comparar las comprensiones que pudimos documentar con aquellas informadas en
estudios anteriores con nifios en los cursos mas avanzados de escolaridad primaria y en la escuela
secundaria (e.g., Knuth et al., 2011; Kiichemann, 1981; MacGregor y Stacey, 1997) pudimos
observar que las comprensiones expresadas por estos nifios de seis aflos también suelen ser
expresadas por niflos mayores (ver Tabla 2). Adicionalmente, algunas de las comprensiones menos
sofisticadas expresadas por nifios adolescentes (e.g., la letra no se evalua, recurrir inmediatamente a
un valor numérico, la letra no se usa, la letra se ignora) no fueron expresadas por los nifios de seis
afios con los que trabajamos.
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Tabla 1. Comprensiones sobre la notacion algebraica expresada por estudiantes de primer curso de primaria
en entrevistas individuales (Brizuela et al., 2015, p. 51).

Comprensiones sobre la notacion algebraica Zyla Nyah Tia Leo
Notacion algebraica como una etiqueta u objeto X
Notacion algebraica como representacion de una cantidad X X X X
indeterminada
Usan el orden alfabético de las letras para expresar X X

relaciones entre cantidades, aunque la variable
independiente no se especifique

Evitan combinar letras y nimeros en una misma ecuacion X

Tabla 2. Comprensiones sobre la notacion algebraica expresada por estudiantes de primer curso de primaria
y estudiantes adolescentes.

Kiichemann 1981 Knuth et al. 2011 MacGregor y Stacey Brizuela et al. 2015
nifos de 14 afios nifos de 11 afios 1997 nifos de 6 afios
nifos de 11-12 afios

La letra no se usa Ninguna respuesta/no se  La letra se ignora _
La letra se usa como Objeto Palabra abreviada La notacion algebraica se
objeto usa como etiqueta u
objeto
Valor alfabético Usan el orden alfabético

de las letras para
expresar relaciones entre
cantidades, aunque la
variable  independiente
no se especifique

La letra como cantidad mnumero especifico Cantidad desconocida La notacion algebraica se
desconocida especifica usa como una cantidad
desconocida especifica

La letra como numero valores multiples Cantidad desconocida
generalizado

La letra como variable

Uso de una Iletra
diferente  para cada
cantidad desconocida

Evita combinar letras y
numeros en una misma
ecuacion

Ahora comparto, como ejemplo, el caso de Leo en una entrevista individual después de haber
participado en el experimento de ensefanza durante cuatro semanas. Se le presentd una situacion en
la cual habia una persona de una altura desconocida que se ponia sombreros de copa de distintas
alturas y tenia que representar la altura de la persona sin el sombrero y con el sombrero. La Figura 1
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muestra su trabajo escrito cuando trabajaba con una situacion en la cual el sombrero media 3 pies de
alto (izquierda) y otra situacion en la cual el sombrero media 4 pies de alto (derecha).

Vemos el trabajo de Leo en la Figura 1, como representa y también utiliza la representacion,
especificamente la notacidon algebraica, para expresar la relacion general entre cantidades en la
situacion bajo consideracion. Por ejemplo, usamos B en la izquierda (usando la primera letra de mi
nombre, Barbara, ya que yo lo entrevistaba) para representar la altura de una persona, no importa
qué altura fuera esta. Para representar la altura de la persona con el sombrero de copa de 3 pies de
alto, Leo podria haber utilizado cualquier otra letra o podria haber escrito B+3. Sin embargo,
represento la altura con el sombrero como E ya que es “3 letras més que B”: después de B viene C,
D y luego E. Asimismo, y utilizando la misma estrategia, utiliz6 la notacion algebraica para
generalizar la relacion entre cantidades cuando la altura de la persona era representada con L: 3
letras mas que L es O (M, N, O). Continud utilizando la misma estrategia de representacion para
generalizar cuando el sombrero media 4 pies: si una persona mide a pies, entonces su altura total
con un sombrero de 4 pies es e (4 letras mas alla de a: b, ¢, d, €). Argumentamos que en estos
ejemplos del caso de Leo el uso de la notacion algebraica le facilitd la representacion de la
generalizacion. Al utilizar solo niimeros, como vemos en la Figura 1, la generalizacion de la
relacion entre las cantidades no es tan explicita como cuando uso letras.

Figura 1. Trabajo escrito de Leo al trabajar con un sombrero de 3 pies de alto (izquierda) y de 4 pies de alto
(derecha). (Brizuela et al., 2015, p. 50)

wméastred with hat

La evidencia de que la notacion algebraica podria haber estado actuando como una herramienta
mediadora (Kaput, 1991; Kaput et al., 2008) que facilito este tipo de reflexiones y generalizaciones
entre los estudiantes estd alineada con nuestra posicion tedrica de que las comprensiones
conceptuales no necesariamente tienen que preceder a la introduccion de simbolos, que los
significados y los simbolos pueden co-emerger (e.g., Sfard, 2000) y las formas y funciones de las
notaciones pueden cambiar con el tiempo (e.g., Saxe, 1999, 2005; Saxe y Esmonde, 2005). El
trabajo de estos estudiantes en los primeros cursos de escolaridad primaria con la notacion
algebraica nos recuerda al trabajo de Cusi et al. (2011) que hablan del “balbuceo algebraico” (o el
“proceso de construccion/interpretacion/refinamiento de formulas en ‘borrador’ [p. 492]). Nuestra
posicion es que los entornos de ensefanza y aprendizaje pueden brindar a los nifios periodos de
tiempo prolongados y sostenidos durante los cuales puedan adquirir mayor fluidez y comodidad con
la notacion algebraica, un aspecto esencial del lenguaje matematico.

Tablas

Entre las representaciones que incluimos en nuestros estudios con nifios en los primeros cursos de
educacion primaria, ademas de la notacion algebraica también utilizamos las tablas. Algunos
estudios previos han explorado los usos y la comprension de las tablas por parte de nifios de entre
primer y quinto curso de educacion primaria (e.g., Brizuela y Alvarado, 2010; Brizuela y Lara-
Roth, 2002; Marti, 2009; Schliemann et al., 2007; Torres et al., 2021, 2022). Otros investigadores
también han estudiado las comprensiones de los nifios sobre las funciones cuando utilizan tablas.
Tanisli (2011), por ejemplo, investigd el pensamiento funcional de estudiantes de quinto curso de
primaria mientras usaban tablas y concluyd que los estudiantes podian explorar relaciones
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funcionales y generalizarlas mientras usaban tablas. De manera similar, Schliemann et al. (2001)
encontraron que estudiantes de tercer curso de primaria que participaban en actividades que
involucraban completar una tabla con articulos y precios para ayudarlos a comprender la
multiplicacion como una relacion funcional, eran capaces de organizar datos en tablas. Ademas,
Blanton y Kaput (2011) encontraron que nifios de primer curso de primaria pueden comprender las
tablas y también determinar las relaciones funcionales subyacentes a los datos en las tablas.

Al mismo tiempo, las investigaciones sugieren que, aunque las tablas parecen simples, su
comprension no lo es y que aprender sobre tablas es especialmente complejo para los nifios
pequenos (Marti, 2009). Los estudiantes de segundo y quinto curso de primaria en el estudio de
Marti (2009) tendieron a crear listas en lugar de aprovechar la informacion coordinada de las tablas.
Ademas, Marti (2009) sefial6é que no es lo mismo la capacidad de interpretar informacion y datos en
tablas que la capacidad de construir y utilizar tablas. Incluso entre los adultos, comprender las tablas
no es una tarea sencilla. Ehrenberg (1986) sefiala que leer una tabla no es facil de ensefiar ni
siquiera para los adultos.

En nuestros estudios hemos explorado como los nifios pueden utilizar la representacion de las tablas
para generalizar relaciones entre cantidades. Aqui comparto datos de un trabajo publicado en 2021
(Brizuela et al., 2021) en el que presentamos el caso de un nifio en educacion infantil (5 afos), y nos
concentramos en los datos de sus entrevistas individuales a lo largo de un experimento de
ensefianza en el que participd durante unos dos meses.

En la primera entrevista individual con Max, que tuvo lugar antes de que comenzara el experimento
de ensefianza en su salon de clase en una escuela publica en el noreste de Estados Unidos, la
entrevistadora y Max trabajaron sobre la relacion entre cantidades de perros y cantidades de narices.
La entrevistadora dibujo una linea vertical y otra horizontal para documentar distintos pares de
valores (ver Figura 2, izquierda). Max facilmente pudo decir que si hay 1 perro, hay 1 nariz; si hay
2 perros, hay 2 narices; y asi sucesivamente para los distintos pares hasta 6. En ese momento la
entrevistadora preguntdé a Max qué mostraba cada columna en la tabla y €l senal6 su dibujo de un
perro para el lado izquierdo y respondié verbalmente “cudntas narices” para la columna derecha.
Sin embargo, cuando la entrevistadora le pregunté a Max si veia algiin patrén en los niimeros en la
tabla, Max respondio que los nimeros eran los mismos, haciendo un gesto horizontal a lo largo de
cada fila de la tabla (ver Figura 2, izquierda):

Entrevistadora (E): { Ves alguna relacion aqui? ;Algo que esté diciendo que esté pasando, algin patron
en estos numeros? Cuéntame sobre ellos.

Max (M): [Mueve el lapiz a lo largo de cada fila.]
E: (Qué significa eso?

M: Son iguales...

E: ;Son iguales?

M: ...numeros.

Argumentamos que la tabla actué como una herramienta representacional que facilité para Max la
generalizacion entre las cantidades. Visualmente, la tabla despliega los pares de datos y se muestra
explicitamente como los pares de cantidades de perros y de narices son siempre los mismos.

Después de 16 sesiones de trabajo con nosotros en el experimento de ensefianza, en la entrevista
final Max empez6 a dibujar una tabla inmediatamente, solo, tan pronto como escucho el escenario
del problema (ver Figura 2, derecha).

E: En la primera parada, [el tren] recoge dos vagones. En la segunda parada, recoge dos vagones mas. En
la tercera parada, recoge dos vagones mas y sigue asi. Entonces, en la parada nimero uno,
[cuantos vagones recoge?
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Figura 2. Izquierda: la primera tabla de Max en la primera entrevista (Brizuela et al., 2021, p. 179). Derecha:
la tabla de Max en la entrevista final (Brizuela et al., 2021, p. 184).
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Max primero dibujo una linea vertical y luego una linea horizontal para dividir el espacio. Luego,
escribi6 “paradas” (sfops en inglés) en el lado izquierdo y “vagones” (cars en inglés) en el lado
derecho (ver Figura 2, derecha). Max se refiri6 a “nlimero de paradas” y “ntimero de vagones” a lo
largo de la entrevista, y entendemos su referencia a “paradas” y “vagones” como abreviaturas de
cantidades, no de objetos (Blanton et al., 2017).

E: Bien, aunque no tengo suficientes vagones aqui para mostrarte [usando un tren de juguete],
supongamos que se detuvo cuatro veces. ;Puedes decirme cuantos vagones tendria después de
cuatro paradas?

M: [Escribe 4 en la columna de la izquierda y 8 en la columna de la derecha.]
E: Bueno, cuéntame sobre esto.
M: Uno, dos; dos, cuatro; tres, seis; cuatro, ocho [sefialando cada una de las filas en la tabla].

En resumen, durante la primera entrevista, Max recibid apoyo considerable por parte de la
entrevistadora para construir su tabla. Cuando llegd el momento de la entrevista final, 8 semanas
mas tarde, Max construy6 una tabla por su cuenta. Ademas, en esta entrevista, Max pudo escribir
una ecuacion para representar las relaciones funcionales usando notacion algebraica, y articul6 las
relaciones generales, describiéndolas como “duplicacion”. Argumentamos que Max utilizo la
representacion tabular que €l construy6 para representar la funcion de manera general, usando una
ecuacion que incluia notacion algebraica para expresar la generalizacion.

Graficos de coordenadas cartesianos

Por ultimo, aqui comparto datos inéditos sobre una investigacion en curso en la cual incluimos
graficos en el trabajo con nifos en infantil y primer y segundo curso de primaria. No hemos
encontrado estudios que trabajen los graficos con nifios de 5-7 afos. Schliemann et al. (2013)
usaron graficos con nifios de 8-10 afios en su trabajo sobre funciones y proporcionaron ejemplos de
sus comprensiones. En su trabajo, comenzaron el experimento de ensefanza con rectas numéricas
en tercer curso de primaria (8 afios) e introdujeron el espacio cartesiano a niflos de cuarto curso de
primaria representando primero las relaciones en rectas numéricas paralelas y luego colocandolas
en angulos rectos para construir el plano cartesiano, con un fuerte enfoque en los intervalos a lo
largo de la recta numérica y a lo largo de los ejes del espacio cartesiano. Después de tres afios de
trabajo con estudiantes que habian sido introducidos al espacio cartesiano de esta manera, los
estudiantes que pertenecian al grupo de intervencion del experimento de ensefianza se
desempeiaron tan bien como sus compafieros en el grupo control en la identificacion de puntos en
el plano, pero mostraron una comprension significativamente mejor de los elementos que
involucran representaciones funcionales lineales en el espacio cartesiano. La intervencion que
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describen Schliemann et al. (2013) ayud6 a los nifios a explorar cuestiones de covariacion y
promovio la comprension de las relaciones entre los intervalos a lo largo de los dos ejes en el
espacio cartesiano y, aunque la mayoria de los nifios preferian concentrarse en los puntos en el
grafico, en lugar de los intervalos a lo largo de la recta numérica, podian usar un enfoque de un
punto a otro punto para determinar como un intervalo en un eje corresponde a un intervalo en el
otro. Al concluir la intervencion al finalizar quinto curso de primaria, los estudiantes del grupo de
intervencion superaron a los estudiantes del grupo control en preguntas de la evaluacion escrita que
requerian la consideracion de intervalos y en la interpretacion y comparacion de graficos de
funciones lineales.

Recogimos los datos del estudio en curso en una escuela en el noreste de Estados Unidos, en un
salon de segundo curso de primaria (en el cual los nifios tienen aproximadamente 7 afios). En los
siguientes ejemplos me enfoco en cobmo Mia, una de las nifias que entrevistamos individualmente,
us6 los graficos para generalizar relaciones funcionales. En la primera entrevista individual con
Mia, antes de que comenzara el experimento de ensefianza en su curso, se le presentd una situacion
en la cual se consideraba la cantidad de pajaros y la cantidad de alas de pajaro.

Entrevistadora 1 (E1): Vamos a hablar de péajaros. Digamos que tengo un pajaro. ;Cémo podriamos
saber cuantas alas tenemos en total?

Mia (M): Dos.
De ahi, la entrevistadora presentd los casos de dos, tres, cuatro y cinco pajaros y Mia rapidamente

pudo responder cuantas alas habia en total. Luego, se le pidid que organizara los pares de valores en
una tabla (ver Figura 3, izquierda).

Figura 3. Trabajo de Mia en la primera entrevista.
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Al finalizar la tabla, la entrevistadora le preguntd sobre la relacion entre la cantidad de pajaros y la
cantidad de alas, buscando que Mia intentara generalizar la relacion. Mia contestd de la siguiente
manera: “Porque estamos contando de dos en dos, porque en cada pajaro hay dos alas. Asi que
estamos contando de dos en dos”. Aunque no podemos recurrir a ningun argumento de tipo causal,
fue luego del trabajo con la tabla y de su interaccién con la representacion tabular que Mia
generaliz6 la relacion entre la cantidad de pajaros y la cantidad de alas. Luego, la entrevistadora le
mostr6 a Mia el grafico que se muestra en la Figura 3 (derecha) y las dos tuvieron el siguiente
dialogo:

El: ;Habias visto esto antes?

M: Nunca en mi vida.

El: Bien.

M: Sélo como el sexto curso o algo asi. ... Creo que, como, creo que los estudiantes de séptimo curso
hacen esto.

El: Si, creo que guardan esto para la secundaria. Hablemos de ello un poco.
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La entrevistadora continud con el didlogo con Mia de la siguiente manera:
E1l: ;Puedes decirme por qué estos puntos estan en el grafico?
M: ;Qué puntos?
El: Estos.
M: Ah, los puntos.
E1: Puntos. Si, llamamos a esos puntos. ;Puedes decirme por qué estan ahi?
M: No sé.
E1l: ;O qué significan?
M: No sé, ;por qué no lo hacemos (ininteligible) en secundaria? Todavia estoy en segundo grado.
La entrevista parecia haber terminado, pero una segunda investigadora intervino en este momento:

Entrevistadora 2 (E2): Mia qué te parece-, mira-, si miras el primer punto, el primer punto- [E1 sefiala el
punto 1;2].

M: Es un niimero 2. Esta en la linea nimero 2. Y esta en la linea nimero 1 en la parte inferior.
E2: ;Qué crees que significan el 1 y el 2?

M: Tres. No sé.

E2: Entonces, ;crees que tomas, crees que tomas el 1 y el 2 y los sumas?

M: Si. Espera, jeso era como la tabla! [Sefiala la tabla en la Figura 3.] jLa tabla de alli! Estamos
sumando otro 1 al 2. [El le entrega la tabla.] Es como lo hicimos aqui. 1 es igual a 2 [apunta a
la tabla y sefala la primera fila]. 1 es igual a 2 [sefiala el grafico y el punto 1;2]... jEs como el
grafico! jEstos son como el grafico! [Apunta a ambos pedazos de papel.]

Mia estaba realmente sorprendida y emocionada al darse cuenta de las conexiones entre la tabla y el
grafico. La entrevista continud del siguiente modo:

E1l: Detengamonos y analicemos uno de estos puntos [apuntando al 5;10 en el grafico, Figura 3 derecha].
(Puedes mostrarme donde esta en la tabla?

M: Numero 10 y eso es 5 [usando el grafico]. El 5 esta justo aqui [sefala la tabla], hasta el 10.
El: Numero 10 es 5. ;De qué... de qué estamos hablando? ;5 que? ;Y 10 qué?

M: Bueno, si esto dice alas de pajaro, entonces eso equivaldra a 10 alas de pajaro. Y esto dice nimero de
pajaros, entonces seran 5 pajaros. [Leyendo las leyendas en la tabla.]

El: Esta bien.

M: Es como en el grafico [sefiala el grafico].

El: Si, lo veo, ahora que me lo sefalas, lo veo-
M: Es so6lo-, es asi, pero en una version diferente-

M: Porque, porque estamos haciendo esto: en cada pajaro, hay 2 alas [sefiala la tabla]... En cada péjaro,
no hay 1 ala. ...

Aqui, al conectar los datos en la tabla con los datos en el grafico, Mia volvié a expresar la
generalizacion sobre la relacion entre cantidad de pajaros y cantidad de alas: “en cada péjaro hay 2
alas, en cada pdjaro no hay 1 ala”. Luego, la entrevistadora y Mia continuaron mirando otros pares
de valores y pasaron a enfocarse en el par 7;14. Mia pasé a explicarle a la entrevistadora que habia
que duplicar el nimero de péjaros para saber el nimero de alas. La entrevista siguid del siguiente
modo:

El: ;Por qué se duplican los nimeros?
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M: ;Numeros dobles?

El: ;{Por qué duplicamos?

M: Estamos duplicando porque... no s¢.

E1l: Este dibujo [sefialando un dibujo de un pajaro] te recuerda quizas, ;por qué estamos duplicando?

M: Tal vez porque hay 2 alas en cada pajaro, asi que nos estamos saltando, estamos saltando los nimeros
impares a los numeros pares.

En la segunda entrevista con Mia, ella afianzé sus comprensiones sobre los graficos. Mia compartio
con la entrevistadora, por ejemplo, que el grafico: “Es exactamente lo mismo que la tabla, pero se
muestra de una manera diferente”. También compartié que veia un patron en el grafico a la derecha
de la Figura 4: “Veo un patrén. Es un doble, tal como dijimos aqui [senala la tabla a la izquierda de
la Figura 4]. El nimero de p4jaros y alas de pajaro siempre sera el doble [lee su regla]”. Luego, Mia
observo que habia notado lo siguiente en el grafico:

M: Es 2, 2, 2, 2 [sefialando las coordenadas de cada punto en el grafico a la derecha de la Figura 4].
Sigue subiendo de a dos.

El: {Qué sube en 2?
M: Sigue siendo un espacio de un 2 [indicando a lo largo de las lineas y el eje vertical, y].
El:Y que-
M: En los bloques. Y se hace mas y mas y mas grande, hasta el 14 y el 7.
E1l: ;Crees que siempre crecera de a 27
M: [Asiente.]
El: ;Y por qué siempre crecera de a 2?
M: Porque estamos contando de 2 en 2.
El: ;Y por qué contamos de 2 en 2?
M: Porque los pajaros tienen 2 alas.
Finalmente, la entrevistadora y Mia acabaron la entrevista del siguiente modo:
E1l: ;Cudl te gusta mas [la tabla o el grafico]?

M: Este [sefala el grafico a la derecha de la Figura 4) porque es igual a este [sefiala la tabla a la izquierda
de la Figura 4]. Hicimos esto [la tabla] mucho tiempo. Quiero probar-, me gusta probar
algunas cosas que son nuevas.

Similar a lo que indiqué sobre el uso de la notacion algebraica y de las tablas, Mia pudo generalizar
con el grafico como representacion algebraica de la relacion y = 2x. El uso que hizo Mia de los
graficos indica que estan a su alcance y que, como ejemplo de la préctica algebraica de la
representacion, pueden ser utilizados por los nifios en los primeros cursos de escolaridad primaria
para generalizar relaciones funcionales.

Figura 4. Trabajo de Mia en la segunda entrevista.
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Discusion y Conclusiones

A través de los datos compartidos en este trabajo mi objetivo ha sido enfatizar la relevancia e
importancia de enfocarnos en el desarrollo de las practicas algebraicas en nifios en los primeros
cursos de educacion primaria. Especial y particularmente en las practicas algebraicas de la
representacion y la generalizacion. Tal como lo indicaron en sus trabajos Blanton et al. (2011) y
Kaput (2008), estas practicas estan interconectadas.

Las tres representaciones en las que me enfoqué en este trabajo—Ila notacion algebraica, las tablas y
los graficos—han sido consideradas por muchos autores como dominio de los grados superiores de
la educacion primaria o incluso como dominio de la educacion secundaria. Sin embargo, en este
trabajo enfaticé la importancia de brindar acceso a los niflos a estas representaciones lo mas pronto
que sea posible. Utilizando el ejemplo paralelo del aprendizaje de la lengua o lengua extranjera
como hemos hecho en trabajos anteriores (e.g., Brizuela y Earnest, 2008), cuando consideramos el
aprendizaje de la lengua o de una lengua extranjera, jamas nos atreveriamos a pensar en postergar el
aprendizaje o a esperar hasta que los nifios estén “listos”. Imaginen el furor que podria llegar a
causar que plantearamos esperar a ensefiar a los nifios a hablar su primera lengua, o una segunda
lengua, hasta que estén listos, y negarles acceso a dichas lenguas hasta ese momento. Sin embargo,
esa es la actitud que tomamos cuando consideramos el acceso que damos a los nifos a las
representaciones que estan en el corazoén del dlgebra como la notacion algebraica, las tablas y los
graficos. Como indicaron Cusi et al. (2011), de la misma manera que fomentamos el balbuceo en
los nifios cuando estdn aprendiendo a hablar, asi debemos fomentar su balbuceo algebraico con
distintas representaciones algebraicas.

En nuestros proximos trabajos planeamos detallar las trayectorias de aprendizaje sobre tablas y
sobre graficos en nifios en estos primeros cursos de primaria, similar a lo que hemos hecho con la
notacion algebraica (e.g., Blanton et al., 2017; Ventura et al., 2021). Nuestro objetivo es mostrar de
qué son capaces los nifios, asi como su proceso gradual de aprendizaje. O sea, sus primeros
balbuceos con las tablas y los graficos.

En conclusion, no solo debemos enfocarnos en el contenido matematico que incluimos en la
escolaridad de nuestros nifios, sino también en su desarrollo de practicas algebraicas. El desarrollo
de habitos mentales a través de las practicas es tan importante como el aprendizaje del contenido.
Asimismo, tal como ciertos contenidos algebraicos como las funciones pueden pensarse como
conectando la totalidad de la escolaridad de los nifios, también las practicas algebraicas como la
representacion y la generalizacion, como también la justificacion y el razonamiento, pueden servir
como hilos conectores para la educacion matematica de los nifios, desde los primeros grados de su
escolaridad.
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Resumen

Este seminario de investigacion indaga sobre la respuesta que la investigacion en educacion
matemadtica esta dando o puede dar a los retos que plantean los cambios curriculares en la formacion
del profesorado. Si bien la situacion es de maxima actualidad en Esparia, la mayor parte de los
curriculos escolares a nivel mundial estan evolucionando hacia una matematica donde los procesos
matemadticos y la comprension conceptual priman sobre lo procedimental. En este contexto, surge la
exigencia de que el profesorado transforme la practica docente de acuerdo con los nuevos
planteamientos curriculares. En este seminario veremos ejemplos de cuatro paises (Esparia, Italia,
Portugal y el Reino Unido—concretamente, Inglaterra) sobre como llevar a cabo esta transferencia
de la investigacion en educacion matematica a la formacion inicial y continua del profesorado
haciéndolas coherentes con las nuevas exigencias curriculares.

Palabras clave: curriculo de matematicas, formacion del profesorado, investigacion en educacion
matemdatica.

Abstract

This research workshop investigates the response that research in mathematics education is
providing or can provide to the challenges posed by curricular changes in teacher training. While
the situation is highly relevant in Spain, most school curricula worldwide are evolving towards a
mathematics education where mathematical processes and conceptual understanding take
precedence over procedures. In this context, there is a demand for teachers to transform their
teaching practices in accordance with the new curricular approaches. In this seminar, we will
examine examples from four countries (Spain, Italy, Portugal, and the United Kingdom—specifically,
England) of how this transfer of research in mathematics education to initial and ongoing teacher
training can be carried out, ensuring coherence with the new curricular requirements. These
examples will illustrate effective strategies and practices to address the aforementioned challenges.

Keywords: mathematics curriculum, research in mathematics education, teacher training.
INTRODUCTION

The original Latin noun curriculum was used to denote both a type of carriage and the path or road it
travelled on, hence the origin of the meaning of curriculum as a learning journey. Although the
curriculum is an institutional proposal designed to plan and implement (mathematical) education in
a specific educational stage (Rico, 1997), the Spanish educational tradition has frequently identified
curriculum with the conceptual dimension, specifically contents, and even established the identity
between curriculum and study plan. However, mathematics curricula increasingly include not only
contents, but processes descriptions, methodological guidelines, assessment indications, and tips
about the use of resources, particularly, technology. In this sense, following van den Akker (2013),
we prefer the meaning of curriculum as a learning plan or learning journey. This meaning allows us

Rodriguez-Mufiiz, L. J. (2023). Retos de la formacion del profesorado ante las exigencias de los nuevos
curriculos. En C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo y P. Ivars (Eds.), Investigacion en Educacion
Matematica XXVI (pp. 61-68). SEIEM.
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to appreciate different levels of concreteness (van den Akker, 2003): supra (e.g., international
assessments frameworks), macro (national or regional mathematics curricula), meso (mathematics
curriculum in a certain school), micro (classroom-level) and nano (personal mathematics learning
journey for one student). When we talk about new curricula, the novelty uses to come in a top-down
process, but we must keep in mind that changes should reach the nano level. This global view of the
curriculum reveals the true magnitude of the challenge of adapting teacher training to curricular
changes, that should cover the different dimensions of the curriculum as shown in Figure 1, and
prevent from syllabusitis, a disease that ‘puts the teachers in a position where they struggle to cover
the prescribed subject matter’ (Hojgaard & Selberg, 2019, p. 3).

Figure 1. The curricular spider web (van den Akker, 2013, p. 59).
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One of the research workshops at the last SEIEM Symposium specifically focused on the
development of the new mathematics curriculum (Moreno, 2022), analysing the case of Portugal
(Canavarro, 2022) and experiences in an integrated STEAM approach (Diego-Mantecon et al., 2022),
as well as an initial study on the relationship between the new Spanish curriculum and mathematics
teacher training (Contreras, 2022). The research perspective on mathematics curriculum development
has also been the subject of a recent book by SEIEM (Blanco Nieto et al., 2022). In this workshop,
our aim is to present and analyse various approaches and strategies for transferring educational
research to mathematics teacher training, addressing the needs arising from curricular changes. The
recent book edited by Shimizu and Vithal (2023) provides a synthesis of different factors that
influence the successful implementation of a mathematics curricular reform, considering all levels
from nano to supra, with teacher training playing a crucial role. Thus, in this workshop, we delve
deeper into this analysis by focusing on three experiences that encompass both initial and ongoing
teacher training, examining their relationship with curricular reform and exploring the role of research
in mathematics education within these processes.

THE ROLE OF THEORETICAL MODELS

One of the emergent themes from the three communications in the workshop is the role of theoretical
models of mathematical learning and teachers’ knowledge in shaping reflections on the organization
of teacher training. Coles et al. (2023a) explore how different theoretical perspectives influence the
design of teacher training programs in English universities. For example, the University of Cambridge
adopts the Knowledge Quartet framework (Rowland et al., 2005) as the conceptual basis for their
training, while the University of Oxford emphasizes the notion of practical theorizing (Mclntyre,
1995). In contrast, at the University of Bristol, Coles, Heliwell, and Malkin’s working institution,
they draw on enactivism (Reid, 2014; Varela et al., 1993) to inform the organization of their teacher
training program.

To the best of my knowledge, this type of institutional commitment to a specific theoretical approach
is rarely found in Italian or Spanish universities, where there is a tendency to be more fragmented
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among different teaching departments, and sometimes even within them. However, the influence of
teacher knowledge models can be found in the communications from Spain and Italy.

In the case of Italy (Mellone et al., 2023), there is explicit mention of the MTSK model (Carrillo-
Yafiez et al., 2018), which is enriched with the paradigm of Interpretative Knowledge (Mellone et al.,
2021; Ribeiro et al., 2016) when designing tasks for initial teacher training. Mellone et al. (2023) also
highlight the role of Design-Based Research (Bakker & van Eerde, 2015) in the core of PerContare
and PerContarePRO projects, which constitute a large-scale continuous teacher training program in
Italy.

In Branco’s (2023) approach to the use of technology in Portugal, no explicit theoretical framework
is mentioned. However, there is an underlying presence of the distinction between content and
pedagogical content knowledge in the sense of Shulman (1986). Additionally, the prominent role of
technology as a catalyst for teachers’ knowledge bears a relation to other non-mathematical models
that consider technology in a leading role as another knowledge subdomain, such as T-PACK
(Koehler & Mishra, 2009).

On the other hand, apart from the explicit reference to the DMKC model (Godino et al., 2016), in
Beltran-Pellicer et al. (2023) there is another mention to teachers’ knowledge of curriculum, which
also aligns with the Knowledge of Mathematics Learning Standards in the MTSK model or the
Knowledge of Content and Curriculum in the MKT model (Ball et al., 2008). The research
documented by Beltran-Pellicer et al. (2023) focuses on curriculum as a subject of study itself,
enhancing teachers’ knowledge in various facets, as depicted in Figure 1. It is worth noting the role
of learning activities, teachers’ role, and materials and resources in the Aragonese curriculum,
influenced by the research group in Mathematics Education from the University of Zaragoza (to
which Beltran-Pellicer, Martinez-Juste, and Mufioz-Escolano belong), which significantly
contributed to the detailed and comprehensive exposition of methodological guidelines (linked to
specific contents) in the regional concretion of the recent Spanish education law. This has been, in
my opinion, a clear example of what we mean when we talk about research transfer.

Beyond the (implicit or explicit) considered model, the three papers highlight the relevance of the
necessary conscious practice, illuminated in the light of the mathematics curriculum. Thus, elements
from different theoretical frameworks, such as enactivist awareness, interpretive knowledge, or deep
reflection on all dimensions of the curriculum, are serving, under different paradigms, the same
purpose: developing a professional vision of teaching. These relationships lead us to wonder, as
Llinares (2020) did, what is the connection of conscious awareness with other paradigms, as noticing,
or how the development of the professional vision of students’ task and classroom activity is framed
within the MTSK and IK (Mellone et al., 2023) model; following M. A. Montes (intervention in
TWG20, during CERME11, February 2019): is MTSK + IK = Noticing? Furthermore, as suggested
by J. M. Muifioz-Escolano (personal communication): what is the knowledge to describe a
competence-based approach as Noticing?

From examining the models in England and Italy, another question that arises is the role of subject
matter knowledge (SMK) and pedagogical-content knowledge (PCK) when considering different
approaches such as focusing on learning to teach and analyzing students’ difficulties and errors. In
my opinion, the model presented in Coles et al. (2023a) blurs the boundaries between SMK and PCK,
which poses a challenge for training approaches that, by historical tradition, originally subordinated
PCK to SMK, as it is the case in Italy or Spain.

Turning our attention back to the Spanish case, even though explicit institutional theoretical
commitments may be lacking, it seems clear initial teacher training programs are strongly influenced
by practical theorising (Mclntyre, 1995), often falling into an unintentional dichotomy, projecting a
separation between theory and practice among prospective teachers. However, despite this lack of
institutional commitment, there is evidence in the initial training programs of mathematics and its
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didactics courses regarding their design based on different theoretical or praxeological approaches,
as, for instance, noticing (Llinares, 2012; Llinares & Fernandez, 2021), DMKC (Godino et al., 2016),
didactic analysis in mathematics education (Rico et al., 2013; Ruiz-Hidalgo et al., 2019), lesson study
(Garcia et al., 2019), or MTSK (Montes et al., 2019). There also arises a need, when comparing the
approaches of Spain and Portugal, to consider what computational thinking is, how and why it has
been included in the mathematics curriculum in both countries, or how it relates to mathematical
thinking, and where its knowledge could fit within the models of mathematics teacher’s knowledge:
as an example, in Branco (2023) it is established a clear relationship to early algebra, so that analyses
like the one in Pincheira and Alsina (2021) make sense.

CONTEXTUAL DIFFERENCES

In addition to differences in design approaches, we also encounter variations arising from the context
in which the three papers of this seminar unfold. The theoretical approach to teacher training design,
itself is not, and cannot be, disconnected from the cultural context in which it operates. Therefore, in
contrast to the Bristol model, which emphasizes theoretical-practical embedding, the Spanish and
Italian models of initial training are more rooted in a university tradition that placed greater emphasis
on subject matter knowledge. This cultural context shapes and influences the design of teacher
training programs, highlighting the different priorities and approaches in each country.

But contextual differences go further than design. For example, in Mellone et al. (2023), we observe
how scientific societies (such as UMI, in this case, through its CIIM) have spearheaded various
nationwide initiatives in continuous teacher training. While there are scientific societies in Spain that
promote in-service training, it is important to acknowledge and commend the commendable efforts
of professional societies of mathematics teachers who play a leading role in offering continuous
teacher training activities (Beltran-Pellicer et al., 2023). This fact highlights the commitment and
dedication of these professional societies to support and improve in-service teacher training, although
this commendable set of activities may result in a slight loss of direct connection with research in
mathematics education. On the other hand, in Spain, several members of scientific societies such as
SEIEM or RSME are actively engaged in informal activities for continuous teacher training through
social networks, especially Twitter (e.g., Alsina & Rodriguez-Muiiiz, 2021). This phenomenon is
comparable to the situation in the United Kingdom or the USA, but not so much to Italy (Carpenter
et al.,, 2022). This use of social media is generating highly productive debates and enriching
discussions regarding the implementation of the new Spanish curriculum, enabling active teachers to
interact with mathematics education researchers.

In another recent work, Coles et al. (2023b) emphasized the role of assessment in mathematics
curricular reforms from an international perspective. In the case of Spain, assessment has been a
prominent issue in previous curricular reforms and continues to be a challenge with the upcoming
external assessment for Baccalaureate/High School students entering university, as noted by Beltran-
Pellicer et al. (2023). The influence of the Spanish University Entrance Exams (EBAU or EVAU, in
the Spanish acronym) extends to impact teachers’ practices, implemented curriculum, and the
selection of resources, thereby constraining the intended curriculum and undermining the expertise
of mathematics teachers, as described by Rodriguez-Muiiiz et al. (2016) as “washback”. This
difference is likely significant when compared to Italy, where there is a stronger culture of external
assessment, primarily due to INVALSI (e.g., Bolondi, 2021; Coles et al., 2023b; Vaccaro et al., 2022).
Despite some discrepancies, Italy and Portugal demonstrate a better alignment between assessment
and the curricular perspective compared to Spain.

Differences are also observed in the articulation of a novel element in the curriculum, such as
computational thinking. While in Spain it has been introduced without providing a clear explanation
of what is meant by the term, even confusing it with educational robotics (see, for example, Palop et
al., 2022), in Portugal, based on Branco (2023), it can be observed how a more detailed analysis has
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been made of the dimensions that are considered when talking about computational thinking in
school, which results in a more coherent fit with the literature in mathematics education by linking it,
for example, to pattern recognition and generalization (e.g., Pinto & Canadas, 2021).

I remark another difference that, although not explicit, arises implicitly when comparing the presented
continuous and initial teacher training programs in England and Italy with the situation we know in
Spain: the described programs in Coles et al. (2023a) and Mellone et al. (2023) frequently utilize peer
observation, something that we also had the opportunity to see in Portugal the last year (Canavarro,
2022). These types of observation practices are not as common in the initial and continuous teacher
training in mathematics in Spain. Although there are experiences (we pointed out lesson study-based
programs as Garcia et al., 2019), it would be very interesting to promote peer observation, either
through live observation or through video recordings. This can be implemented on a large scale (as
recently highlighted in Rodriguez-Muiiiz et al., 2023) or through platforms that showcase real
mathematics classroom fragments and observation guidelines carried out by groups of active teachers
in programs internationally supported by the OECD (Muiiiz-Rodriguez et al., 2023), so that they can
be embedded in our initial or continuous training programs.

There is another international contextual difference I would like to highlight: the flexibility
introduced in the organization of training at the University of Bristol, where there are alternating
periods of longer and shorter durations spent at both the university and schools. Although this is
partially implemented in some master's degree courses in Spain, such as the Catalonian master's
program for secondary mathematics teachers, it is not common across all programs. While the
enactivist approach serves as the foundation, I believe there are also contextual nuances in the ability
of universities and schools to organize internships in a more flexible manner, which is not typically
seen in our bachelor's degree programs for early childhood or primary education.

EMERGING QUESTIONS

To conclude this introduction to the workshop, I would like to highlight other emerging questions
that could be engaging for discussion, during or after the presentation:

! What are the specific challenges faced in the (initial and/or continuous) training process of
mathematics teachers, when new curricular demands are introduced at the national or
international level?

! How can research in mathematics education help to identify good practices in teacher training
programs that can be applied globally to support teachers in meeting new curricular demands?

! How can research in mathematics education inform curricular reforms at the national and
international level to better prepare mathematics teachers for new curricular demands?

! What are the key factors that determine the success of mathematics teacher training programs
in the face of new curricular demands?

! How can teacher training programs be designed to address the needs of mathematics teachers
who are resistant to change in response to new curricular demands?
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Este trabajo propomne una conceptualizacion de la formacion comunitaria de profesores de
matematicas, relevante para apoyar a los docentes en la adaptacion a las nuevas demandas del
curriculo. Basandose en una teoria enactivista de la cognicion, en el trabajo se argumenta la
importancia de las nociones de conciencia educativa, analisis deliberativo y subordinacion de la
ensefianza (de los profesores) al aprendizaje (de los profesores). Estas nociones tienen como
objetivo subvertir la supuesta dicotomia entre teoria y prdctica en algunas concepciones de la
formacion docente. Después de describir los elementos centrales de nuestro enfoque, se presentan
experiencias de un curso de formacion docente en Inglaterra como ejemplo. El trabajo concluye
que podria ser necesario contar con una formacion docente comunal si nuestro curriculo pretende
avanzar hacia un enfoque mds socioecologico.

05-5B658% 9-5C@: formacion del profesorado de matemdticas;, comunitaria; enactivismo, cambio
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This paper proposes a conceptualisation of a communal mathematics teacher education, as relevant
to supporting teachers adapt to new curriculum demands. Drawing on an enactivist theory of
cognition, the paper argues for the salience of the notions: educating awareness, deliberate
analysis and subordinating teaching (of teachers) to learning (of teachers). Such notions aim to
subvert the perceived binary of a theory-practice divide in some conceptualisations of teacher
education. Having described core elements of our approach, experiences from one teacher
education course in England are offered, by way of exemplification. The paper concludes that a
communal teacher education may be needed if our curriculum is to move towards a more socio-
ecological framing.

D@E43678: mathematics teacher education, communal; enactivism, curriculum change
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In this theoretical contribution, we want to propose a conceptualisation of a communal mathematics
teacher education, to help think through questions relating to how mathematics teachers can be
supported in adapting to new curriculum demands. The context of this paper is our experiences
working in England on a one-year postgraduate teacher education course at the University of
Bristol. During the course, prospective teachers spend around 2/3™ of their time on placement in a
school (where they take responsibility for teaching some classes), and 1/3™ at the university. We are
conscious that the UK is unlike some other countries, in that school and university-based elements
of teacher education weave together in patterns set by each institution. For example, at Bristol,
prospective teachers spend an initial 3 weeks at university, then 3 weeks partly in university and
partly in school, then 5 weeks just in school, 2 weeks back at university, then 10 weeks in school, 2
more weeks at university, a final 5 weeks in school and then just under 2 weeks in a final university
element.

Coles, A., Helliwell, T. y Malkin, E. (2023). Hacia una formacién comunitaria de profesores de matematicas.
En C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo y P. lvars (Eds.), Investigacién en Educacién Matemética
XXVI (pp. 69-78). SEIEM.
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