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Resumen

En el presente trabajo comparto ejemplos de estudios anteriores, asi como también de estudios en
curso donde investigamos el uso de prdcticas algebraicas en los primeros cursos de educacion
primaria en escuelas en el noreste de Estados Unidos. Especificamente, en este trabajo me centraré
en dos practicas clave en estas edades tempranas: la representacion y la generalizacion.
Argumento que, asi como hemos identificado a las funciones como contenido unificador para el
dalgebra escolar, las practicas algebraicas también funcionan como unificadoras para la educacion
matemdtica escolar.
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Abstract

In this paper I share examples of previous as well as ongoing studies where we have investigated
the use of algebraic practices in the first grades of primary education in schools in the Northeast of
the United States. Specifically, in this paper I will focus on two key practices in these early ages
research: representation and generalization. I argue that in the same way that we have identified
functions as a unifying content thread for school algebra, algebraic practices also function as a
unifying thread for Kindergarten-Grade 12 school mathematics education.
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INTRODUCCION

En el presente trabajo compartiré ejemplos de estudios anteriores, asi como también de estudios en
curso y futuros donde investigamos e investigaremos el uso de practicas algebraicas en los primeros
cursos de educacion primaria en escuelas en el noreste de Estados Unidos. Especificamente, en este
trabajo me centraré en dos practicas clave en estas edades tempranas: la representacion y la
generalizacion. En respuesta al efecto perjudicial de “guardabarrera” de un enfoque tradicional al
algebra, argumentamos que los estudiantes necesitan experiencias sostenidas y a largo plazo con los
contenidos y las précticas algebraicas a lo largo de su escolaridad, desde el comienzo de su
educacion formal, aprovechando sus intuiciones naturales.

CONTENIDO Y PRACTICAS ALGEBRAICAS EN EDUCACION PRIMARIA

Durante las tltimas cuatro décadas distintas investigaciones han apuntado a la importancia de
incluir y resaltar tanto el contenido como las practicas algebraicas desde los primeros cursos de la
escolaridad (e.g., Carraher y Schliemann, 2007; Kaput, 2008; Kaput et al., 2008). Estas
investigaciones en las ultimas décadas han resaltado los efectos tanto a corto como a largo plazo de
integrar el contenido y las practicas algebraicas con los contenidos que tipicamente identificamos
como aritméticos (e.g., Blanton et al., 2019; Brizuela et al., 2013; Schliemann et al., 2012). Esta
area de investigacion ha sido llamada early algebra en inglés, o algebra temprana en castellano.

Siguiendo el marco establecido por Kaput (2008) y luego detallado por Blanton et al. (2011),
entendemos que el contenido algebraico incluye: (1) la aritmética generalizada; (2) la equivalencia,
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las expresiones, las ecuaciones y las desigualdades (o simplemente las ecuaciones); (3) el
razonamiento cuantitativo y (4) el pensamiento funcional. La aritmética generalizada implica
generalizar las relaciones aritméticas, incluidas las propiedades del niimero y las operaciones y
razonar explicitamente con estas generalizaciones. Implica razonar sobre la estructura de las
expresiones aritméticas mas que sobre su valor computacional. Los conceptos asociados con las
ecuaciones incluyen una comprension relacional de la igualdad que permite interpretar las
ecuaciones como una expresion matematica que indica la equivalencia de dos cantidades o
expresiones. Otros conceptos incluyen, por ejemplo, representar y razonar con expresiones y
ecuaciones en su forma simbolica. El razonamiento cuantitativo implica describir relaciones entre
cantidades generalizadas que pueden o no ser equivalentes. El pensamiento funcional es el proceso
de construir, describir y razonar con y sobre funciones. Incluye la generalizacion de relaciones entre
cantidades covariantes; representar esas relaciones de multiples maneras usando lenguaje natural,
notacion algebraica, tablas y graficos; y razonar con fluidez con estas representaciones para
interpretar y predecir el comportamiento de la funcion. Todos estos dominios de contenido
representan vias significativas y fructiferas para el pensamiento algebraico temprano y, de hecho,
tienen importantes puntos de interseccion entre ellos.

De los cuatro dominios de contenido de la investigacion en early algebra, en este trabajo me enfoco
en el pensamiento funcional. Las funciones, consideradas durante mucho tiempo por los
matematicos como un concepto poderoso en matematicas, también pueden servir como un hilo
unificador en el curriculo (Freudenthal, 1982; Hamley, 1934; Schwartz, 1990). Sin embargo, hasta
hace pocas décadas, el estudio de las funciones, cuya comprension histéricamente se pensaba que
requeria el pensamiento formal y abstracto por parte de los alumnos, se trataba en gran medida
dentro del dominio del algebra en los cursos superiores de la educacion primaria y en la educacion
secundaria. Sin embargo, junto con la reconceptualizacion del algebra como una rama curricular a
lo largo de todos los cursos de la escolaridad (National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2000), la investigacion en early algebra ha contribuido a llevar el estudio de las funciones
a la educacion primaria y a entender early algebra como una parte importante de la ensefianza del
algebra. De hecho, el pensamiento funcional en los primeros cursos de la educacion primaria es
considerado por los primeros investigadores de early algebra como una ruta importante hacia el
algebra (Carraher y Schliemann, 2007).

Ademas de lo que podria describirse como el contenido matematico del early algebra, hay cuatro
practicas matematicas significativas que caracterizan el pensamiento algebraico (temprano): (1)
generalizar relaciones y estructuras matematicas, (2) representar relaciones generalizadas de
diversas maneras, (3) justificar relaciones generalizadas y (4) razonar con relaciones generalizadas
(Blanton et al., 2011; Kaput, 2008). Estas practicas han servido como un marco para la
investigacion del algebra en educacion primaria. Una caracteristica importante de estas practicas es
que no ocurren de forma aislada, sino que estan fundamentalmente integradas en las dimensiones
del contenido alrededor de las cuales se ha fusionado gran parte de la investigacion temprana del
algebra y que representan una extension de los conocimientos matematicos (ver, por ejemplo, Cai y
Knuth, 2011; Kaput et al., 2008).

Generalizar es el corazon del razonamiento algebraico (Cooper y Warren, 2011; Kaput, 2008) y el
ntcleo mismo de la actividad matematica (Mason, 1996). Como un proceso de darse cuenta de la
estructura y las relaciones, su desarrollo en los cursos de primaria es fundamental porque desvia la
atencion de los nifios de los detalles de las instancias aritméticas hacia las relaciones y la estructura
que definen cémo se relacionan las instancias particulares (Blanton, 2008). Es una forma critica de
razonamiento y sentido debido a que requiere que los estudiantes comprendan una situacion, la
conecten con su conocimiento existente y saquen conclusiones en forma de afirmaciones
generalizadas.
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Aunque la generalizacion podria describirse como el corazén del razonamiento algebraico, el
proceso de generalizacion permanece oculto sin sistemas de representacion que saquen a la luz el
pensamiento de los nifios (e.g., Fuentes y Cafiadas, 2021, 2022). Los nifios estan razonando
algebraicamente mientras representan generalizaciones matematicas—ya sea a través de palabras,
tablas, graficos, imagenes o través de la notacion algebraica (simbolica) — y cuando navegan entre
estas representaciones. Ademads, sus representaciones no son solo evidencia de las generalizaciones
que observan en situaciones en problemas matematicos, sino que la accion de representar ayuda a
moldear la naturaleza misma de su razonamiento. Morris (2009) sefiala, por ejemplo, que el acto de
representar cantidades generalizadas ayuda a desarrollar la comprension de los nifios de que una
accion se aplica a un conjunto infinito de objetos, y no a un solo caso. Esto, a su vez, puede ayudar
a fortalecer la comprension de los nifios de la naturaleza generalizada de una afirmacion, un atributo
importante de la generalizacion.

Quizas la mas compleja de estas practicas matematicas sea el razonamiento algebraico, que implica
actuar sobre, o razonar con, generalizaciones como objetos en si mismos. Si bien las cuatro
précticas reflejan razonamiento algebraico, el razonamiento que actlia sobre una generalizacion es
unico en el sentido de que implica razonar con una generalizacion como objeto. Es decir, una vez
que los nifios han notado y representado una generalizacion de un problema matematico, es
importante que sean capaces de usar esta generalizacion como un objeto en su pensamiento cuando
resuelven nuevos problemas. Cognitivamente, esto significa una orientacion hacia los objetos que
es muy avanzada y en la que la generalizacion ha sido cosificada en el pensamiento del nifio (Sfard,
1991). Asi, cultivar esta practica de pensamiento representa un objetivo importante en el
aprendizaje del algebra.

Justificar generalizaciones también es una practica fundamental del pensamiento algebraico.
Nuestra experiencia con esta practica es que la inversion requerida para desarrollar el pensamiento
de los estudiantes mas alla de los argumentos empiricos y los argumentos no simbolicos como las
pruebas basadas en representaciones (Schifter, 2009) es significativa.

La importancia de estas practicas de pensamiento algebraico se ejemplifica ain més dadas sus
conexiones con las practicas matematicas establecidas en los Estdndares Estatales Basicos Comunes
en Estados Unidos (Common Core State Standards Initiative [CCSSI], National Governors
Association Center for Best Practices and Council of Chief State School Officers [NGA Center y
CCSSO0], 2010), o Standards for Mathematical Practice en inglés—en particular, las practicas de
razonar de manera abstracta y cuantitativa, modelar con matematicas, buscar y hacer uso de
estructuras, y buscar y expresar la regularidad en razonamientos repetidos. Las practicas
matematicas suelen pensarse como hdbitos mentales que son relevantes mas alla del contenido y del
curso de escolaridad. Otros investigadores se refieren a las practicas matematicas como similares a
las practicas que utilizan los profesionales en su quehacer diario. En nuestro caso diriamos entonces
que los matematicos profesionales utilizan las practicas de representar, generalizar, razonar y
justificar en su quehacer matematico diario y que estas mismas practicas son las que queremos que
los nifios de educacion primaria desarrollen.

Las dimensiones de contenidos y practicas algebraicas que aqui describo no deben tomarse como
unicas. Hay otras caracterizaciones que se han identificado y que considero como consistentes con
las que aqui utilizo. La eleccion de unas sobre otras es en gran medida pragmatica (por ejemplo, ver
Blanton et al., 2011; Carraher y Schliemann, 2007; Cooper y Warren, 2011).

GENERALIZACION Y REPRESENTACION

En este trabajo me centraré en las dos practicas algebraicas en las que nos hemos enfocado
mayormente en nuestra investigacion: la generalizacion y la representacion. Ambas pueden
considerarse como el corazon del algebra en los primeros cursos de educacion primaria. Ambas
también pueden considerarse como totalmente integradas a las otras dos practicas de razonamiento
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y de justificacion. Me atreveria incluso a decir que sin generalizacion y sin representacion no hay
algebra.

Asimismo, entre las representaciones algebraicas me centraré en la notacion algebraica, las tablas y
los graficos de coordenadas cartesianas (o simplemente graficos). Estas tres representaciones
también pueden considerarse como las representaciones de tipo algebraico mas distintivas. Es decir,
estas tres representaciones son también parte del corazon del algebra y se distinguen de otras
posibles representaciones como el dibujo, las expresiones verbales y los diagramas, por ejemplo,
por ser especificamente algebraicas y por su capacidad de expresar la generalizacion de relaciones y
estructuras matematicas.

Notacion algebraica

De particular interés para nosotros es la comprension y el uso de la notacion algebraica por parte de
nifios en los primeros cursos de educacion primaria, especialmente la notacion algebraica para
representar generalizaciones, las dos practicas algebraicas en las que me enfoco en este trabajo. Los
enfoques tradicionales hacia la ensefanza del algebra retrasan la introduccion de la notacion
algebraica hasta cursos mas avanzados de educacion primaria o cursos de secundaria. Esos
enfoques tradicionales sufren de trampas similares al enfoque de “algebra tardia”, que ha excluido a
muchos estudiantes, en particular a los de grupos marginados (e.g., Kaput, 2008; Moses y Cobb,
2001), ejemplificando el efecto de “guardabarrera” mencionado anteriormente. Trabajos mas
recientes indican que la notacion algebraica est4 al alcance de los nifios pequeios (e.g., Brizuela et
al., 2015; Dougherty, 2008, 2010; Torres et al., 2018), y que los tipos de interpretaciones que tienen
los nifios pequefios sobre la notacion algebraica no son tan diferentes a las interpretaciones de los
estudiantes de cursos mas avanzados. Esto nos ha llevado a considerar a la notacion algebraica
como una herramienta potencialmente poderosa a través de la cual los nifios pueden representar la
generalizacion.

Un hallazgo importante en nuestros estudios (e.g., Brizuela et al., 2015) es que en sus entrevistas
individuales 4 semanas después del comienzo de un experimento de ensefianza, los estudiantes de
primer curso de primaria buscaban identificar cantidades especificas como ejemplos cuando no
usabamos notacion algebraica. Sin embargo, cuando introdujimos la notacion algebraica en estas
mismas entrevistas, los estudiantes dejaron de tratar de identificar cantidades especificas. Esto
provee evidencia en favor de nuestro argumento de que la introduccion de notacion algebraica antes
de lo habitual podria facilitar la reflexion de los estudiantes sobre cantidades indeterminadas y
asimismo su construccion de generalizaciones.

Aqui comparto datos de un trabajo publicado en 2015 (Brizuela et al., 2015) en el cual
documentamos los tipos de comprensiones sobre la notacion algebraica de nifios de seis afios, en
primer curso de educacion primaria. Habiamos trabajado en una escuela publica en una zona urbana
en la region noreste de los Estados Unidos. Implementamos 16 sesiones de clase durante un
experimento de enseflanza en un aula con 22 nifios. Durante las entrevistas individuales llevadas a

cabo con cuatro nifios de esta clase, obtuvimos evidencia de las compresiones detalladas en la Tabla
1.

Asimismo, al comparar las comprensiones que pudimos documentar con aquellas informadas en
estudios anteriores con nifios en los cursos mas avanzados de escolaridad primaria y en la escuela
secundaria (e.g., Knuth et al., 2011; Kiichemann, 1981; MacGregor y Stacey, 1997) pudimos
observar que las comprensiones expresadas por estos nifios de seis aflos también suelen ser
expresadas por niflos mayores (ver Tabla 2). Adicionalmente, algunas de las comprensiones menos
sofisticadas expresadas por nifios adolescentes (e.g., la letra no se evalua, recurrir inmediatamente a
un valor numérico, la letra no se usa, la letra se ignora) no fueron expresadas por los nifios de seis
afios con los que trabajamos.
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Tabla 1. Comprensiones sobre la notacion algebraica expresada por estudiantes de primer curso de primaria
en entrevistas individuales (Brizuela et al., 2015, p. 51).

Comprensiones sobre la notacion algebraica Zyla Nyah Tia Leo
Notacion algebraica como una etiqueta u objeto X
Notacion algebraica como representacion de una cantidad X X X X
indeterminada
Usan el orden alfabético de las letras para expresar X X

relaciones entre cantidades, aunque la variable
independiente no se especifique

Evitan combinar letras y nimeros en una misma ecuacion X

Tabla 2. Comprensiones sobre la notacion algebraica expresada por estudiantes de primer curso de primaria
y estudiantes adolescentes.

Kiichemann 1981 Knuth et al. 2011 MacGregor y Stacey Brizuela et al. 2015
nifos de 14 afios nifos de 11 afios 1997 nifos de 6 afios
nifos de 11-12 afios

La letra no se usa Ninguna respuesta/no se  La letra se ignora _
La letra se usa como Objeto Palabra abreviada La notacion algebraica se
objeto usa como etiqueta u
objeto
Valor alfabético Usan el orden alfabético

de las letras para
expresar relaciones entre
cantidades, aunque la
variable  independiente
no se especifique

La letra como cantidad mnumero especifico Cantidad desconocida La notacion algebraica se
desconocida especifica usa como una cantidad
desconocida especifica

La letra como numero valores multiples Cantidad desconocida
generalizado

La letra como variable

Uso de una Iletra
diferente  para cada
cantidad desconocida

Evita combinar letras y
numeros en una misma
ecuacion

Ahora comparto, como ejemplo, el caso de Leo en una entrevista individual después de haber
participado en el experimento de ensefanza durante cuatro semanas. Se le presentd una situacion en
la cual habia una persona de una altura desconocida que se ponia sombreros de copa de distintas
alturas y tenia que representar la altura de la persona sin el sombrero y con el sombrero. La Figura 1
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muestra su trabajo escrito cuando trabajaba con una situacion en la cual el sombrero media 3 pies de
alto (izquierda) y otra situacion en la cual el sombrero media 4 pies de alto (derecha).

Vemos el trabajo de Leo en la Figura 1, como representa y también utiliza la representacion,
especificamente la notacidon algebraica, para expresar la relacion general entre cantidades en la
situacion bajo consideracion. Por ejemplo, usamos B en la izquierda (usando la primera letra de mi
nombre, Barbara, ya que yo lo entrevistaba) para representar la altura de una persona, no importa
qué altura fuera esta. Para representar la altura de la persona con el sombrero de copa de 3 pies de
alto, Leo podria haber utilizado cualquier otra letra o podria haber escrito B+3. Sin embargo,
represento la altura con el sombrero como E ya que es “3 letras més que B”: después de B viene C,
D y luego E. Asimismo, y utilizando la misma estrategia, utiliz6 la notacion algebraica para
generalizar la relacion entre cantidades cuando la altura de la persona era representada con L: 3
letras mas que L es O (M, N, O). Continud utilizando la misma estrategia de representacion para
generalizar cuando el sombrero media 4 pies: si una persona mide a pies, entonces su altura total
con un sombrero de 4 pies es e (4 letras mas alla de a: b, ¢, d, €). Argumentamos que en estos
ejemplos del caso de Leo el uso de la notacion algebraica le facilitd la representacion de la
generalizacion. Al utilizar solo niimeros, como vemos en la Figura 1, la generalizacion de la
relacion entre las cantidades no es tan explicita como cuando uso letras.

Figura 1. Trabajo escrito de Leo al trabajar con un sombrero de 3 pies de alto (izquierda) y de 4 pies de alto
(derecha). (Brizuela et al., 2015, p. 50)

wméastred with hat

La evidencia de que la notacion algebraica podria haber estado actuando como una herramienta
mediadora (Kaput, 1991; Kaput et al., 2008) que facilito este tipo de reflexiones y generalizaciones
entre los estudiantes estd alineada con nuestra posicion tedrica de que las comprensiones
conceptuales no necesariamente tienen que preceder a la introduccion de simbolos, que los
significados y los simbolos pueden co-emerger (e.g., Sfard, 2000) y las formas y funciones de las
notaciones pueden cambiar con el tiempo (e.g., Saxe, 1999, 2005; Saxe y Esmonde, 2005). El
trabajo de estos estudiantes en los primeros cursos de escolaridad primaria con la notacion
algebraica nos recuerda al trabajo de Cusi et al. (2011) que hablan del “balbuceo algebraico” (o el
“proceso de construccion/interpretacion/refinamiento de formulas en ‘borrador’ [p. 492]). Nuestra
posicion es que los entornos de ensefanza y aprendizaje pueden brindar a los nifios periodos de
tiempo prolongados y sostenidos durante los cuales puedan adquirir mayor fluidez y comodidad con
la notacion algebraica, un aspecto esencial del lenguaje matematico.

Tablas

Entre las representaciones que incluimos en nuestros estudios con nifios en los primeros cursos de
educacion primaria, ademas de la notacion algebraica también utilizamos las tablas. Algunos
estudios previos han explorado los usos y la comprension de las tablas por parte de nifios de entre
primer y quinto curso de educacion primaria (e.g., Brizuela y Alvarado, 2010; Brizuela y Lara-
Roth, 2002; Marti, 2009; Schliemann et al., 2007; Torres et al., 2021, 2022). Otros investigadores
también han estudiado las comprensiones de los nifios sobre las funciones cuando utilizan tablas.
Tanisli (2011), por ejemplo, investigd el pensamiento funcional de estudiantes de quinto curso de
primaria mientras usaban tablas y concluyd que los estudiantes podian explorar relaciones
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funcionales y generalizarlas mientras usaban tablas. De manera similar, Schliemann et al. (2001)
encontraron que estudiantes de tercer curso de primaria que participaban en actividades que
involucraban completar una tabla con articulos y precios para ayudarlos a comprender la
multiplicacion como una relacion funcional, eran capaces de organizar datos en tablas. Ademas,
Blanton y Kaput (2011) encontraron que nifios de primer curso de primaria pueden comprender las
tablas y también determinar las relaciones funcionales subyacentes a los datos en las tablas.

Al mismo tiempo, las investigaciones sugieren que, aunque las tablas parecen simples, su
comprension no lo es y que aprender sobre tablas es especialmente complejo para los nifios
pequenos (Marti, 2009). Los estudiantes de segundo y quinto curso de primaria en el estudio de
Marti (2009) tendieron a crear listas en lugar de aprovechar la informacion coordinada de las tablas.
Ademas, Marti (2009) sefial6é que no es lo mismo la capacidad de interpretar informacion y datos en
tablas que la capacidad de construir y utilizar tablas. Incluso entre los adultos, comprender las tablas
no es una tarea sencilla. Ehrenberg (1986) sefiala que leer una tabla no es facil de ensefiar ni
siquiera para los adultos.

En nuestros estudios hemos explorado como los nifios pueden utilizar la representacion de las tablas
para generalizar relaciones entre cantidades. Aqui comparto datos de un trabajo publicado en 2021
(Brizuela et al., 2021) en el que presentamos el caso de un nifio en educacion infantil (5 afos), y nos
concentramos en los datos de sus entrevistas individuales a lo largo de un experimento de
ensefianza en el que participd durante unos dos meses.

En la primera entrevista individual con Max, que tuvo lugar antes de que comenzara el experimento
de ensefianza en su salon de clase en una escuela publica en el noreste de Estados Unidos, la
entrevistadora y Max trabajaron sobre la relacion entre cantidades de perros y cantidades de narices.
La entrevistadora dibujo una linea vertical y otra horizontal para documentar distintos pares de
valores (ver Figura 2, izquierda). Max facilmente pudo decir que si hay 1 perro, hay 1 nariz; si hay
2 perros, hay 2 narices; y asi sucesivamente para los distintos pares hasta 6. En ese momento la
entrevistadora preguntdé a Max qué mostraba cada columna en la tabla y €l senal6 su dibujo de un
perro para el lado izquierdo y respondié verbalmente “cudntas narices” para la columna derecha.
Sin embargo, cuando la entrevistadora le pregunté a Max si veia algiin patrén en los niimeros en la
tabla, Max respondio que los nimeros eran los mismos, haciendo un gesto horizontal a lo largo de
cada fila de la tabla (ver Figura 2, izquierda):

Entrevistadora (E): { Ves alguna relacion aqui? ;Algo que esté diciendo que esté pasando, algin patron
en estos numeros? Cuéntame sobre ellos.

Max (M): [Mueve el lapiz a lo largo de cada fila.]
E: (Qué significa eso?

M: Son iguales...

E: ;Son iguales?

M: ...numeros.

Argumentamos que la tabla actué como una herramienta representacional que facilité para Max la
generalizacion entre las cantidades. Visualmente, la tabla despliega los pares de datos y se muestra
explicitamente como los pares de cantidades de perros y de narices son siempre los mismos.

Después de 16 sesiones de trabajo con nosotros en el experimento de ensefianza, en la entrevista
final Max empez6 a dibujar una tabla inmediatamente, solo, tan pronto como escucho el escenario
del problema (ver Figura 2, derecha).

E: En la primera parada, [el tren] recoge dos vagones. En la segunda parada, recoge dos vagones mas. En
la tercera parada, recoge dos vagones mas y sigue asi. Entonces, en la parada nimero uno,
[cuantos vagones recoge?
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Figura 2. Izquierda: la primera tabla de Max en la primera entrevista (Brizuela et al., 2021, p. 179). Derecha:
la tabla de Max en la entrevista final (Brizuela et al., 2021, p. 184).
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Max primero dibujo una linea vertical y luego una linea horizontal para dividir el espacio. Luego,
escribi6 “paradas” (sfops en inglés) en el lado izquierdo y “vagones” (cars en inglés) en el lado
derecho (ver Figura 2, derecha). Max se refiri6 a “nlimero de paradas” y “ntimero de vagones” a lo
largo de la entrevista, y entendemos su referencia a “paradas” y “vagones” como abreviaturas de
cantidades, no de objetos (Blanton et al., 2017).

E: Bien, aunque no tengo suficientes vagones aqui para mostrarte [usando un tren de juguete],
supongamos que se detuvo cuatro veces. ;Puedes decirme cuantos vagones tendria después de
cuatro paradas?

M: [Escribe 4 en la columna de la izquierda y 8 en la columna de la derecha.]
E: Bueno, cuéntame sobre esto.
M: Uno, dos; dos, cuatro; tres, seis; cuatro, ocho [sefialando cada una de las filas en la tabla].

En resumen, durante la primera entrevista, Max recibid apoyo considerable por parte de la
entrevistadora para construir su tabla. Cuando llegd el momento de la entrevista final, 8 semanas
mas tarde, Max construy6 una tabla por su cuenta. Ademas, en esta entrevista, Max pudo escribir
una ecuacion para representar las relaciones funcionales usando notacion algebraica, y articul6 las
relaciones generales, describiéndolas como “duplicacion”. Argumentamos que Max utilizo la
representacion tabular que €l construy6 para representar la funcion de manera general, usando una
ecuacion que incluia notacion algebraica para expresar la generalizacion.

Graficos de coordenadas cartesianos

Por ultimo, aqui comparto datos inéditos sobre una investigacion en curso en la cual incluimos
graficos en el trabajo con nifos en infantil y primer y segundo curso de primaria. No hemos
encontrado estudios que trabajen los graficos con nifios de 5-7 afos. Schliemann et al. (2013)
usaron graficos con nifios de 8-10 afios en su trabajo sobre funciones y proporcionaron ejemplos de
sus comprensiones. En su trabajo, comenzaron el experimento de ensefanza con rectas numéricas
en tercer curso de primaria (8 afios) e introdujeron el espacio cartesiano a niflos de cuarto curso de
primaria representando primero las relaciones en rectas numéricas paralelas y luego colocandolas
en angulos rectos para construir el plano cartesiano, con un fuerte enfoque en los intervalos a lo
largo de la recta numérica y a lo largo de los ejes del espacio cartesiano. Después de tres afios de
trabajo con estudiantes que habian sido introducidos al espacio cartesiano de esta manera, los
estudiantes que pertenecian al grupo de intervencion del experimento de ensefianza se
desempeiaron tan bien como sus compafieros en el grupo control en la identificacion de puntos en
el plano, pero mostraron una comprension significativamente mejor de los elementos que
involucran representaciones funcionales lineales en el espacio cartesiano. La intervencion que
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describen Schliemann et al. (2013) ayud6 a los nifios a explorar cuestiones de covariacion y
promovio la comprension de las relaciones entre los intervalos a lo largo de los dos ejes en el
espacio cartesiano y, aunque la mayoria de los nifios preferian concentrarse en los puntos en el
grafico, en lugar de los intervalos a lo largo de la recta numérica, podian usar un enfoque de un
punto a otro punto para determinar como un intervalo en un eje corresponde a un intervalo en el
otro. Al concluir la intervencion al finalizar quinto curso de primaria, los estudiantes del grupo de
intervencion superaron a los estudiantes del grupo control en preguntas de la evaluacion escrita que
requerian la consideracion de intervalos y en la interpretacion y comparacion de graficos de
funciones lineales.

Recogimos los datos del estudio en curso en una escuela en el noreste de Estados Unidos, en un
salon de segundo curso de primaria (en el cual los nifios tienen aproximadamente 7 afios). En los
siguientes ejemplos me enfoco en cobmo Mia, una de las nifias que entrevistamos individualmente,
us6 los graficos para generalizar relaciones funcionales. En la primera entrevista individual con
Mia, antes de que comenzara el experimento de ensefianza en su curso, se le presentd una situacion
en la cual se consideraba la cantidad de pajaros y la cantidad de alas de pajaro.

Entrevistadora 1 (E1): Vamos a hablar de péajaros. Digamos que tengo un pajaro. ;Cémo podriamos
saber cuantas alas tenemos en total?

Mia (M): Dos.
De ahi, la entrevistadora presentd los casos de dos, tres, cuatro y cinco pajaros y Mia rapidamente

pudo responder cuantas alas habia en total. Luego, se le pidid que organizara los pares de valores en
una tabla (ver Figura 3, izquierda).

Figura 3. Trabajo de Mia en la primera entrevista.
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Al finalizar la tabla, la entrevistadora le preguntd sobre la relacion entre la cantidad de pajaros y la
cantidad de alas, buscando que Mia intentara generalizar la relacion. Mia contestd de la siguiente
manera: “Porque estamos contando de dos en dos, porque en cada pajaro hay dos alas. Asi que
estamos contando de dos en dos”. Aunque no podemos recurrir a ningun argumento de tipo causal,
fue luego del trabajo con la tabla y de su interaccién con la representacion tabular que Mia
generaliz6 la relacion entre la cantidad de pajaros y la cantidad de alas. Luego, la entrevistadora le
mostr6 a Mia el grafico que se muestra en la Figura 3 (derecha) y las dos tuvieron el siguiente
dialogo:

El: ;Habias visto esto antes?

M: Nunca en mi vida.

El: Bien.

M: Sélo como el sexto curso o algo asi. ... Creo que, como, creo que los estudiantes de séptimo curso
hacen esto.

El: Si, creo que guardan esto para la secundaria. Hablemos de ello un poco.
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La entrevistadora continud con el didlogo con Mia de la siguiente manera:
E1l: ;Puedes decirme por qué estos puntos estan en el grafico?
M: ;Qué puntos?
El: Estos.
M: Ah, los puntos.
E1: Puntos. Si, llamamos a esos puntos. ;Puedes decirme por qué estan ahi?
M: No sé.
E1l: ;O qué significan?
M: No sé, ;por qué no lo hacemos (ininteligible) en secundaria? Todavia estoy en segundo grado.
La entrevista parecia haber terminado, pero una segunda investigadora intervino en este momento:

Entrevistadora 2 (E2): Mia qué te parece-, mira-, si miras el primer punto, el primer punto- [E1 sefiala el
punto 1;2].

M: Es un niimero 2. Esta en la linea nimero 2. Y esta en la linea nimero 1 en la parte inferior.
E2: ;Qué crees que significan el 1 y el 2?

M: Tres. No sé.

E2: Entonces, ;crees que tomas, crees que tomas el 1 y el 2 y los sumas?

M: Si. Espera, jeso era como la tabla! [Sefiala la tabla en la Figura 3.] jLa tabla de alli! Estamos
sumando otro 1 al 2. [El le entrega la tabla.] Es como lo hicimos aqui. 1 es igual a 2 [apunta a
la tabla y sefala la primera fila]. 1 es igual a 2 [sefiala el grafico y el punto 1;2]... jEs como el
grafico! jEstos son como el grafico! [Apunta a ambos pedazos de papel.]

Mia estaba realmente sorprendida y emocionada al darse cuenta de las conexiones entre la tabla y el
grafico. La entrevista continud del siguiente modo:

E1l: Detengamonos y analicemos uno de estos puntos [apuntando al 5;10 en el grafico, Figura 3 derecha].
(Puedes mostrarme donde esta en la tabla?

M: Numero 10 y eso es 5 [usando el grafico]. El 5 esta justo aqui [sefala la tabla], hasta el 10.
El: Numero 10 es 5. ;De qué... de qué estamos hablando? ;5 que? ;Y 10 qué?

M: Bueno, si esto dice alas de pajaro, entonces eso equivaldra a 10 alas de pajaro. Y esto dice nimero de
pajaros, entonces seran 5 pajaros. [Leyendo las leyendas en la tabla.]

El: Esta bien.

M: Es como en el grafico [sefiala el grafico].

El: Si, lo veo, ahora que me lo sefalas, lo veo-
M: Es so6lo-, es asi, pero en una version diferente-

M: Porque, porque estamos haciendo esto: en cada pajaro, hay 2 alas [sefiala la tabla]... En cada péjaro,
no hay 1 ala. ...

Aqui, al conectar los datos en la tabla con los datos en el grafico, Mia volvié a expresar la
generalizacion sobre la relacion entre cantidad de pajaros y cantidad de alas: “en cada péjaro hay 2
alas, en cada pdjaro no hay 1 ala”. Luego, la entrevistadora y Mia continuaron mirando otros pares
de valores y pasaron a enfocarse en el par 7;14. Mia pasé a explicarle a la entrevistadora que habia
que duplicar el nimero de péjaros para saber el nimero de alas. La entrevista siguid del siguiente
modo:

El: ;Por qué se duplican los nimeros?
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M: ;Numeros dobles?

El: ;{Por qué duplicamos?

M: Estamos duplicando porque... no s¢.

E1l: Este dibujo [sefialando un dibujo de un pajaro] te recuerda quizas, ;por qué estamos duplicando?

M: Tal vez porque hay 2 alas en cada pajaro, asi que nos estamos saltando, estamos saltando los nimeros
impares a los numeros pares.

En la segunda entrevista con Mia, ella afianzé sus comprensiones sobre los graficos. Mia compartio
con la entrevistadora, por ejemplo, que el grafico: “Es exactamente lo mismo que la tabla, pero se
muestra de una manera diferente”. También compartié que veia un patron en el grafico a la derecha
de la Figura 4: “Veo un patrén. Es un doble, tal como dijimos aqui [senala la tabla a la izquierda de
la Figura 4]. El nimero de p4jaros y alas de pajaro siempre sera el doble [lee su regla]”. Luego, Mia
observo que habia notado lo siguiente en el grafico:

M: Es 2, 2, 2, 2 [sefialando las coordenadas de cada punto en el grafico a la derecha de la Figura 4].
Sigue subiendo de a dos.

El: {Qué sube en 2?
M: Sigue siendo un espacio de un 2 [indicando a lo largo de las lineas y el eje vertical, y].
El:Y que-
M: En los bloques. Y se hace mas y mas y mas grande, hasta el 14 y el 7.
E1l: ;Crees que siempre crecera de a 27
M: [Asiente.]
El: ;Y por qué siempre crecera de a 2?
M: Porque estamos contando de 2 en 2.
El: ;Y por qué contamos de 2 en 2?
M: Porque los pajaros tienen 2 alas.
Finalmente, la entrevistadora y Mia acabaron la entrevista del siguiente modo:
E1l: ;Cudl te gusta mas [la tabla o el grafico]?

M: Este [sefala el grafico a la derecha de la Figura 4) porque es igual a este [sefiala la tabla a la izquierda
de la Figura 4]. Hicimos esto [la tabla] mucho tiempo. Quiero probar-, me gusta probar
algunas cosas que son nuevas.

Similar a lo que indiqué sobre el uso de la notacion algebraica y de las tablas, Mia pudo generalizar
con el grafico como representacion algebraica de la relacion y = 2x. El uso que hizo Mia de los
graficos indica que estan a su alcance y que, como ejemplo de la préctica algebraica de la
representacion, pueden ser utilizados por los nifios en los primeros cursos de escolaridad primaria
para generalizar relaciones funcionales.

Figura 4. Trabajo de Mia en la segunda entrevista.
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Discusion y Conclusiones

A través de los datos compartidos en este trabajo mi objetivo ha sido enfatizar la relevancia e
importancia de enfocarnos en el desarrollo de las practicas algebraicas en nifios en los primeros
cursos de educacion primaria. Especial y particularmente en las practicas algebraicas de la
representacion y la generalizacion. Tal como lo indicaron en sus trabajos Blanton et al. (2011) y
Kaput (2008), estas practicas estan interconectadas.

Las tres representaciones en las que me enfoqué en este trabajo—Ila notacion algebraica, las tablas y
los graficos—han sido consideradas por muchos autores como dominio de los grados superiores de
la educacion primaria o incluso como dominio de la educacion secundaria. Sin embargo, en este
trabajo enfaticé la importancia de brindar acceso a los niflos a estas representaciones lo mas pronto
que sea posible. Utilizando el ejemplo paralelo del aprendizaje de la lengua o lengua extranjera
como hemos hecho en trabajos anteriores (e.g., Brizuela y Earnest, 2008), cuando consideramos el
aprendizaje de la lengua o de una lengua extranjera, jamas nos atreveriamos a pensar en postergar el
aprendizaje o a esperar hasta que los nifios estén “listos”. Imaginen el furor que podria llegar a
causar que plantearamos esperar a ensefiar a los nifios a hablar su primera lengua, o una segunda
lengua, hasta que estén listos, y negarles acceso a dichas lenguas hasta ese momento. Sin embargo,
esa es la actitud que tomamos cuando consideramos el acceso que damos a los nifos a las
representaciones que estan en el corazoén del dlgebra como la notacion algebraica, las tablas y los
graficos. Como indicaron Cusi et al. (2011), de la misma manera que fomentamos el balbuceo en
los nifios cuando estdn aprendiendo a hablar, asi debemos fomentar su balbuceo algebraico con
distintas representaciones algebraicas.

En nuestros proximos trabajos planeamos detallar las trayectorias de aprendizaje sobre tablas y
sobre graficos en nifios en estos primeros cursos de primaria, similar a lo que hemos hecho con la
notacion algebraica (e.g., Blanton et al., 2017; Ventura et al., 2021). Nuestro objetivo es mostrar de
qué son capaces los nifios, asi como su proceso gradual de aprendizaje. O sea, sus primeros
balbuceos con las tablas y los graficos.

En conclusion, no solo debemos enfocarnos en el contenido matematico que incluimos en la
escolaridad de nuestros nifios, sino también en su desarrollo de practicas algebraicas. El desarrollo
de habitos mentales a través de las practicas es tan importante como el aprendizaje del contenido.
Asimismo, tal como ciertos contenidos algebraicos como las funciones pueden pensarse como
conectando la totalidad de la escolaridad de los nifios, también las practicas algebraicas como la
representacion y la generalizacion, como también la justificacion y el razonamiento, pueden servir
como hilos conectores para la educacion matematica de los nifios, desde los primeros grados de su
escolaridad.
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