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Resumen

Esta investigacion se enmarca en un proyecto sobre pensamiento algebraico en educacion infantil y
primaria realizado en Esparia (www.pensamientoalgebraico.es). Después de cuatro sesiones con
un grupo de 21 nifios de 4 anios, entrevistamos individualmente a 5 de esos ninios. Les presentamos
un contexto motivador como lo es un viaje al espacio y coger piedras lunares. Les propusimos una
situacion de cambio, al meter piedras en una caja “madgica”. Esta situacion involucraba la funcion
f(n)=n+2. Nos centramos en las evidencias que mostraron en las relaciones entre las variables y
como expresaban la relacion. Utilizaron expresiones como “siempre salen mas”, “salen muchas”,
“se convierte en mas”. Los 5 nifios concluyeron que siempre salian mds piedras de las que
entraban en la caja. Todos identificaron el cambio-aumento y algunos de ellos cuantificaron el
cambio como dos mas.

Palabras clave: Cambio, early algebra, educacion infantil, maquina de funciones, pensamiento
funcional.

Abstract

This research is part of a project on algebraic thinking in early childhood and primary education
carried out in Spain (www.pensamientoalgebraico.es/en). After four sessions with a group of 21 4-
year-old children, we interviewed 5 of these children individually. We presented them with a
motivating context such as a trip to space and picking up moonstones. We proposed them a
situation of change by putting stones in a "magic" box. This situation involved the function
f(n)=n+2. We focused on the evidence they showed in the relationships between the variables and
how they expressed the relationship. They used expressions such as "always come out more", "come
out many", "becomes more". All 5 children concluded that more stones always came out than went
into the box. They all identified the change-increase and some of them quantified the change as two

more.
Keywords: Change, early algebra, childhood education, function machine, functional thinking.
INTRODUCCION

Esta investigacion estd inmersa en el early algebra, que propone trabajar conceptos y tareas
algebraicas desde educacién infantil. Especificamente nos centramos en el enfoque funcional, que
pone su atencion en las relaciones que se pueden establecer entre dos 0 mas conjuntos numéricos
que covarian.

Aunque en educacion infantil no hay referencia explicita al sentido algebraico, si encontramos
contenidos relacionados con este mismo sentido (Ministerio de Educacion y Formacion Profesional,
2022a). En particular, la nocion de cambio de los atributos de un objeto o de un conjunto va a ser
primordial para posteriormente establecer relaciones cuantitativas entre ellos. Ademas, esta etapa
educativa es previa a educacion primaria, donde si se recoge este sentido.
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Esto supone un inmenso desafio, para investigadores y docentes, pues las investigaciones sobre esta
tematica en este nivel educativo son escasas, aunque en Espafia observamos cierto auge en el ultimo
curso de educacion infantil (e.g., Acosta y Alsina, 2018; Anglada y Cafiadas, 2021; Castro et al.,
2017; Fuentes y Cafiadas, 2022), y primeros afios de educacion primaria (e.g., Cafiadas y Fuentes,
2015; Fuentes y Cafiadas, 2021; Morales et al., 2018). Esta investigacion contribuye a esta linea de
trabajo, centrandose en nifios de 4 afios y fijando su interés en la nocién de cambio cuantitativo en
un contexto funcional del early algebra.

El objetivo principal de este trabajo es identificar el cambio que perciben nifos de 4 afios al resolver
una tarea de generalizacion que involucra la funcion lineal f(n)=n+2.

ANTECEDENTES Y MARCO CONCEPTUAL

El objetivo principal del enfoque funcional del early algebra es promover el pensamiento
algebraico a través del trabajo con funciones, relaciones y elementos matematicos asociados a ellas.
Adoptamos la definicion de pensamiento funcional de Cafadas y Molina (2016), quienes lo definen
como un proceso cognitivo “basado en la construccion, descripcion, representacion y razonamiento
con y sobre las funciones y los elementos que la constituyen” (p. 211).

En el curriculo espafiol no existia hasta 2022 mencion explicita a la introduccion de elementos
algebraicos antes de la educacion secundaria. En la actualidad se reconoce la necesidad de abordar
el sentido algebraico en educacion primaria (MEFP, 2022b). Aunque en el curriculo de educacion
infantil no hay mencion explicita al sentido algebraico, si se incluyen la observacion de los atributos
de los objetos y las similitudes y diferencias entre diferentes elementos o conjuntos,
consideraciones que también encontramos en los estdndares del National Council of Teacher of
Mathematics (2003).

"...También establecen relaciones entre algunos de los atributos de los objetos y materias y su
comportamiento fisico cuando se interviene sobre ellas, estableciendo correlaciones, a su vez, entre
dichas intervenciones y los efectos que producen. Ello conlleva el desarrollo de estrategias como la
anticipacion y la prevision, la formulacion de hipotesis y la observacion de fendmenos para constatar
si se cumple lo esperado, y la discriminacion entre las caracteristicas o atributos permanentes y los
variables..." (MEFP, 2022a, p 21).

El pensamiento funcional es una actividad cognitiva de las personas que se centra en la relacion
entre dos o mas cantidades que covarian (Blanton y Kaput, 2004; Smith, 2008). Esta variacion es el
cambio que experimentan los objetos o cantidades involucradas. Al establecer las relaciones de
orden, correspondencia, clasificaciéon y comparacion propuestas en el curriculo, es donde toma
relevancia la nocién de cambio en educacion infantil. Identificar el cambio es el primer paso para
establecer relaciones funcionales entre los conjuntos. Alsina y Pincheira (2022), proponen que
identificar el cambio es un proceso clave en el desarrollo del pensamiento algebraico y funcional,
ya que permite introducir elementos algebraicos en situaciones cotidianas. Dienes (1971) incorpord
la nocién de cambio, no solo aritmético, sino cualitativo, en las actividades propuestas a los
alumnos al trabajar con una maquina de funciones y los estados inicial y final de un elemento.
Warren et al. (2013), en el trabajo con 6 alumnos de 1° de primaria, destaca el valor de los gestos y
conversaciones que los alumnos comparten para lograr la generalizacion.

Consideraremos, que la primera evidencia de pensamiento funcional es la identificacion del cambio
que se produce entre las variables involucradas, ya que para establecer la relacion entre las variables
es necesario identificar si hay cambio entre ellas y cudl es ese cambio.

En la revision de antecedentes, encontramos algunas investigaciones que concuerdan con nuestro
estudio en edad y tema, aunque ain son muy escasas. Uno de nuestros principales antecedentes
evidencia pensamiento funcional en 4 afios. Se trata de un estudio de casos, donde se plantearon
tareas de generalizacion, sobre los objetos necesarios para una fiesta de cumpleafios involucrando
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las funciones f(n)=n y f(n)=3n. La niha logré la generalizacion y verbaliz6 la relacion funcional
entre las variables involucradas en ambas tareas (Fuentes y Cafiadas, 2022). En otra investigacion,
con ayuda de recursos tecnologicos, los alumnos de 5 afnos descubrieron la regla general que utilizd
un robot programable para llegar a un casillero especifico, segin las palmadas que da el
investigador (Anglada y Cafiadas, 2021). Castro et al. (2017) llevaron a cabo tres intervenciones
con un grupo de 12 alumnos de 5 afos. En las intervenciones se aprecid que los alumnos
establecieron la relacion f(n)=n y f(n)=2n. En todas estas investigaciones se utiliz6 un contexto
motivador y desafiante para el alumno. En estas investigaciones esta inmersa la nocion de cambio y
es la base para las observaciones que se presentan. De ahi que consideramos prestar atencion a esta
nocion en 4 afios.

METODOLOGIA

Esta investigacion es de caracter exploratorio y descriptivo (Hernandez et al, 2010), es exploratorio
ya que encontramos escasa evidencia de investigaciones en este &mbito con alumnos de 4 anos.

Se trabajo con un grupo de 21 nifios de infantil de 4 afios en un experimento de ensefianza de 4
sesiones en el curso académico 22-23, en un colegio publico de la ciudad de Granada. La eleccion
del centro fue intencionada, por disponibilidad de tiempo y disposicion de toda la comunidad
educativa. El contexto en el que se enmarcan las tareas propuestas a los nifios es un viaje al espacio.
Trabajamos con el cambio que experimentaban objetos al pasar por una maquina de funciones
(“‘caja magica”). En la siguiente tabla resumimos algunas caracteristicas de las sesiones.

Tabla 1: Descripcion de las sesiones

Sesion 1 Sesion 2 Sesion 3 Sesion 4 Entrevista
Contexto Viaje al Viaje al Piedras lunares Piedras lunares Piedras lunares
espacio espacio
Tipo de variable Cualitativa Cualitativa Cuantitativa Cuantitativa Cuantitativa
Cambio Cualitativo Cualitativo Cuantitativo Cuantitativo Cuantitativo
(Tamato) (Tamato y +1) (+2) (+2)
color)

Aunque todos los alumnos participaron en las sesiones e identificaron el cambio, por disponibilidad
y calendario escolar, entrevistamos individualmente a 5 alumnos. La eleccion de estos alumnos fue
intencionada, por las respuestas y participacion demostrada en el trabajo con el grupo completo.
Los criterios para ser entrevistados fueron: (a) participacion activa, (b) identificacion del cambio,
(c) generalizacion y (d) que se expresen en publico.

Un grupo de investigadores del proyecto en el que estd inmersa esta investigacion, disenamos un
protocolo de entrevista semiestructurada, dos de las investigadoras implementamos las entrevistas.
En la tarea propuesta en la sesion 4 y en la entrevista, nos centramos en el cambio cuantitativo que
experimentaban el nimero de los objetos que entraban y salian de la caja magica. La variable
independiente es el nimero de piedras lunares que entra; y la dependiente, el nimero de piedras
lunares que sale. La funcién involucrada en esta tarea es f(n)=n+2. En la entrevista, nuestro
objetivo era que ademas de identificar el cambio lo pudiesen cuantificar.

Para el trabajo individual, pusimos a disposicion del alumno: (a) material concreto: piedras lunares,
la caja magica y hueveras de carton con distribucion de numicom, que representaban los niimeros
(b) material pictdrico: franelograma con tabla de funciones y (¢) material simbdlico: hoja en blanco.
Estos materiales se observan en la figura 1. El alumno podia utilizar los materiales cuando y como
quisiera y la investigadora le preguntaba por casos particulares y por la generalizacion.
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Figura 1: Entrevista individual y materiales utilizados

Para que los alumnos observasen el cambio, se introducian en la maquina piedras lunares y, dentro
de la maquina, la investigadora le afadia dos piedras lunares. Pediamos a los alumnos que
explicaran lo que observaban y que representaran en una tabla la informacion obtenida, para ello
utilizamos el franelograma con columnas y encabezados y hueveras. Asi, emergieron parejas de
datos. Por ejemplo, entra una piedra y salen 3 piedras. Utilizamos niimeros menores que 10, por ser
con los que estaban familiarizados y se les plantearon en orden no consecutivo para evitar la
recurrencia. Por tltimo, dimos a los alumnos un folio para que describieran qué paso en la sesion.

En general, iniciamos las entrevistas con la introduccion al contexto de la tarea. La investigadora
metia en la maquina magica un nimero de piedras lunares, ocurria el cambio en la maquina y salian
dos piedras mas. El nimero de piedras que entraban iba variando segun el desarrollo de la
entrevista. Si el alumno identificaba y cuantificaba el cambio, le pediamos al alumno que gestionara
la maquina. La aplicacion de cada entrevista tuvo un tiempo estimado de 15 minutos y estuvo a
cargo de las autoras de este trabajo. Las entrevistas fueron grabadas en video. El andlisis de las
entrevistas pretende describir las nociones de cambio cuantitativo que perciben los alumnos.

Las investigadoras del equipo y autoras de este trabajo analizamos los videos de las entrevistas,
buscando episodios donde los alumnos identificaron el cambio y lo cuantificaron. Analizamos estos
episodios en el siguiente apartado.

ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

Analizamos los videos de las entrevistas, en busqueda de expresiones que evidenciaran el cambio
y/o la relacion entre las variables involucradas, mas alld de casos particulares. Observamos como
expresaron el cambio y como generalizaron la relacion existente entre las variables.

A continuacion, recogemos algunos fragmentos que evidencian la identificacion del cambio
cuantitativo y/o la relacién entre las variables y un resumen de lo observado en la entrevista.
Registramos con Ai, con i=1, 2,..., 5 a cada alumno entrevistado; e I, para la investigadora.

Alumno 1
I: (Qué hace la maquina?
Al: Hacerlos mas.
I: Pero, ;cuantas? (Se le insiste en que diga un nimero).
Al: No lo sé.
I: Ahora vamos a meter 1 piedra en la maquina. Va a salir 3, ;qué paso6?
A: Que cuando metimos este aqui [coge la huevera de 1], se convirtieron en estos [coge la

huevera de 3]. [Coloca en el franelograma las hueveras correspondientes a 1 y 3]

Este alumno no necesitd trabajar con material concreto, se fue directamente a trabajar con la
representacion pictorica y con la tabla de funciones. Establecid el cambio de que salen mas bolas de
las que entran, pero no establecio la relacion funcional correcta. En la tabla de funciones, reconocid
el namero de piedras que entraban y que salian de la maquina magica y reconocio las parejas de
datos relacionadas. En la hoja en blanco represent6 los elementos que estaban en la tabla. Dibujo las
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piedras que entraban a la izquierda, el cambio lo representd con una interrogacion en un cuadrado y
a la derecha los elementos que salian de la caja (ver figura 2).

Figura 2: Entrevista A1l

Alumno 2
I: (Qué hace la maquina?
A2: Salian mas piedras.
I: Vamos a poner 3 piedras en la maquina... ;Qué crees ti que va a pasar?
A2: Se hacen mas.
I: (Cuantas mas?
A2: Salen 4.

Este alumno utiliz6 el material concreto al comienzo de la entrevista. Cuando se le pregunto por las
piedras que salian al meter 3, busco la huevera con 3 espacios y dijo que le faltaban 2, ya que
debian salir 5 piedras. Luego, se le invitd a trabajar con las piedras sobre la mesa, para que
comparara las piedras que metia y que sacaba. Ordenamos las piedras en columnas.

I: {Qué observas?

A2: Que el 3 es mas bajo y el 5 es mas alto.

I: (Qué mas observas?

A2: Que 3 mas 5 son 8§ (cuenta las piedras de ambas columnas).
I: Si las juntas son 8. Pero, ;si estan separadas?

A2: Son3yS5.

I: Y si ahora metemos 1 piedra... jcuantas van a salir?

A2: 3.

I: LY simetemos 5 piedras?

A2: Salen 7.

En este punto, el alumno gestiond la maquina. La investigadora metio 4 piedras y el niflo, dentro de
la maquina, puso 2 mas (saliendo 6 piedras). Repitio la operacion correctamente con otros valores.
El nifio reconocio el cambio que se producia e identifico la relacion funcional correcta. En la tabla
nombroé los elementos que entraban y salian de la maquina e identifico parejas de valores. En la
hoja en blanco representd los elementos de la tabla de funciones, simbolizé las piedras como
cuadrados y, si tenia espacio, coloco al lado los nlimeros (por ejemplo, 1 y 3). Observamos lo que
hizo en la figura 3 (hemos marcado las parejas en un recuadro).

Figura 3: Entrevista A2
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Alumno 3
I: Van a ingresar 2 piedras a la maquina. ;Cuéntas crees que van a salir?
A3: 4 [muestra 4 dedos].
I: Si, salieron 4... ;Por qué lo sabias?
A3: Porque después del 5 viene el 4.
I: Ahora vamos a meter 1 piedra, ;cuantas van a salir?
A3: 3.
I: (Coémo lo sabes?
A3: Porque después del 2 va el 3.

Este alumno utiliz6 material concreto en toda la entrevista. Reconocid el cambio como el nimero
que viene después del siguiente, para cada valor por el que se le pregunta. Utilizo la tabla,
identificando los elementos de entrada y de salida y las parejas que se corresponden. No trabajé en
la hoja en blanco.

Alumno 4
I: Al meter 2 piedras en la maquina, salen 4... ;qué hace la maquina?
A4: No sé.
I: Probemos otra vez, cuando entran 5 piedras, salen 7. ; Qué podemos decir que hace la
maquina?
A4: Salen dos mas.
I: [Cambiamos de rol] Y si entran 4, ;cuantas deben salir?
A4: Pues 6.
I: (Qué hiciste?
Ad4: Le puse dos.

Este alumno utiliz6 material concreto en toda la entrevista. Reconoci6 el cambio de la maquina
como dos mas, para cada valor por el que le preguntamos, contestando correctamente. Dejamos al
alumno gestionar la maquina. Utilizo la tabla de funciones, identificando los elementos de entrada y
de salida y las parejas que se corresponden, puede extraer informacion de la tabla son dificultad. No
quiso trabajar en la hoja en blanco.

Alumno 5
I: Cuando ingresan dos piedras, salen cuatro... {Qué hace la maquina?
AS: Que entran dos y salen cuatro.
I: Y si entra una... jcudntas crees que van a salir?
AS: Dos (ve las que salen). Pues digo tres.
I: LY simeto tres?
AS: Cinco.
I: Por qué?
AS: Porque es el que falta (en alguna parte del franelograma estan representados todos los

numeros) y ahora van a salir 6... Porque después del 5 va el 6.
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Este alumno utilizo material concreto en toda la entrevista. Reconocid el cambio como que salen
mas elementos, pero solo identifica que sale el que sigue. Utilizd la tabla como almacenamiento,
reconociendo los elementos que entraban y los que salian y las parejas que se corresponden. No
trabajo en la hoja en blanco.

En la tabla 2 presentamos un panorama general del trabajo realizado en las entrevistas.

Tabla 2. Resumen de entrevistas

Alumno
Al A2 A3 A4 A5
Identifican el cambio Si Si Si Si Si
Relacion que identifican f(n)>n f(n)=n+2 f(n)=n+1+1 fx)=n+2 fix)=n+1

Se observa que todos los alumnos entrevistados identificaron que la maquina realizaba un cambio
en los valores que entraban en la maquina respecto a los que salian. Los cinco alumnos verbalizaron
la relacion funcional, ya sea sin cuantificar el cambio (expresando que salen mas) o cuantificandolo
(es el siguiente del siguiente, sumandole uno y uno o sumandole dos). Todas las respuestas fueron
adecuadas, aunque en el segundo caso (con cambio cuantificado) fueron mas precisas. En todos los
entrevistados observamos evidencia de pensamiento funcional y de generalizacion. En los alumnos
A2, A3y A4, las relaciones que identificaron fueron equivalentes.

CONCLUSIONES

El objetivo principal de este trabajo fue identificar el cambio que perciben los nifios de 4 afios al
resolver una tarea de generalizacion que involucra una funcion lineal. Lo alcanzamos mediante el
analisis y descripcion de las entrevistas, que dejan evidencias de la percepcion del cambio en las
variables involucradas.

Al comparar este estudio con otros previos, coincidimos en que los alumnos evidenciaron
pensamiento funcional al trabajar con conjuntos que covarian. Al igual que en Fuentes y Cafadas
(2022), que fue un estudio de casos con una nifa, nuestros entrevistados identificaron el cambio y la
relacion entre las variables.

Un aporte de esta investigacion es dar peso a la identificacion del cambio dentro del enfoque
funcional como uno de los factores que llevan a establecer la relacion funcional y la generalizacion.
Una de las primeras evidencias de pensamiento funcional es la identificacion del cambio y de las
relaciones entre las variables involucradas. Mostramos un ejemplo sobre como trabajar del cambio
cualitativo al cuantitativo y mostrar finalmente evidencias de pensamiento funcional.

Esta investigacion aporta evidencia del trabajo que realizan los alumnos cuando se les plantean
tareas de pensamiento funcional, aunque sabemos que los hallazgos no son generalizables por
tratarse de una muestra muy reducida. Queda pendiente ampliar la muestra a otro tipo de
estudiantes y ver si los resultados son similares.

Es importante proponer a los alumnos situaciones de cambio, poniendo el foco en la entrada, la
salida o la transformacion. Proponerles contextos cercanos y desafiantes ayudan a que se involucren
en tareas de este estilo. Esperamos que actividades como esta sean un aporte a la tarea docente.
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