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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio sobre la riqueza de una discusion en gran grupo con el uso
de GeoGebra. Los participantes son estudiantes de Grado de Magisterio de Educacion Primaria
que dialogan sobre un problema relacionado con isometrias en una representacion no dinamica. Se
considera que una sistemadtica serd rica si se detectan oportunidades de aprendizaje. La
metodologia es “investigacion de diserio”. Los datos se recogen a partir de la transcripcion de
videograbaciones y de la interpretacion de cada una de las intervenciones. Se detectan 26
oportunidades de aprendizaje diferentes que clasificamos segun la orientacion de sus acciones.
Varias parejas representan poligonos auxiliares para aplicar el cardcter dinamico. La tecnologia,
la dinamica de participacion y la orquestacion influyen en la aparicion de oportunidades de
aprendizaje.

Palabras clave: oportunidad de aprendizaje, discusioén en gran grupo, formacién del profesorado,
isometrias, representacion no dindmica.

Abstract

This study analyses the richness of a whole group discussion using GeoGebra. The participants are
students at the Primary School Teacher Training Degree who discuss a problem related to
isometries in a non-dynamic representation. The discussion is rich if learning opportunities are
detected. The methodology is "design research”. Data are analysed from video recordings and
interpretation on each of the interventions. Twenty-six different learning opportunities are detected
and classified according to the orientation of their actions. Several pairs represented auxiliary
polygons to apply the dynamism of GeoGebra. Technology, collaborative environment, and
orchestration are essential for the emergence of learning opportunities.

Keywords: opportunities to learn, whole group discussion, primary teachers, isometries, non-
dynamic environment.

INTRODUCCION

La investigacion en didactica de las matematicas muestra una fuerte preocupacion sobre el estudio
de las oportunidades de aprendizaje matematico (Martin-Nieto y Ruiz Lopez, 2022; Planas y
Boukafri, 2019). Ademas, hay muchos trabajos sobre la adquisicién de competencias geométricas
en el grado de magisterio (Collazos-Delgado et al., 2023).

Esta investigacion se encuadra dentro de un proyecto de tesis doctoral mas amplio. Es una
contribucion al estudio de la ensefianza y el aprendizaje de movimientos rigidos en el plano a partir
de discusiones en gran grupo con el uso del software de geometria dindmica GeoGebra que se
utiliza como herramienta para resolver problemas. Para la tesis se disefiaron cuatro problemas, tres
de ellos de corte puramente geométrico y el cuarto de corte didactico. El objetivo de esta
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comunicacion es ejemplificar la riqueza de una discusion en gran grupo de un problema sobre
isometrias en un aula del Grado de Maestro en Educacion Primaria.

MARCO TEORICO

La mayoria de las investigaciones sobre el papel de la interaccion social en el aprendizaje de las
matematicas (Cobo, 1998; Molina, 2016; Planas y Boukafri, 2019) coincide en que el trabajo
colaborativo entre alumnos es crucial (tanto en parejas como en discusiones en gran grupo) para
construir el conocimiento. Algunas han identificado las condiciones para producir una interaccion
efectiva. Un rasgo comun es que los alumnos trabajen conjuntamente en la resolucion de problemas
con autonomia. Ademds, Morera (2013) destaca la importancia de una buena anticipacién que
muestre que la tarea tiene posibilidades de tratar numerosos estadios.

El Grupo de Investigacion en Practica Educativa y Actividad Matematica (GIPEAM) con sede en la
Universitat Autonoma de Barcelona, afirma que el andlisis de las interacciones de clase puede
utilizarse para detectar obstaculos e interrupciones, pero también continuidades en la participacion y
oportunidades de aprendizaje (Planas y Boukafri, 2019). Entendemos por oportunidad de
aprendizaje todas las situaciones que se dan en los procesos de resolucion en las que a los alumnos
se les presenta la posibilidad de reorganizar sus estructuras conceptuales, procedimentales o de
gestion de conocimiento. Es decir, construir nuevas conexiones o relacionarlas con el aprendizaje
de nuevas formas de proceder en la resolucién de los problemas que estan trabajando. Se trata de
situaciones donde el contraste entre diferentes interpretaciones de la resolucion de un problema o de
las normas de clase es aprovechado como hilo conductor de la discusion.

Partimos de la base de que consideraremos la aplicacion de una sistematica potencialmente rica si
tenemos evidencia de que se han dado oportunidades de aprendizaje matematico. Estas quedan
definidas por las acciones que han intervenido en su creacion y la explicacion en cada caso de como
la interaccion de los participantes que han llevado a cabo las acciones ha generado la oportunidad.
Asi, una oportunidad de aprendizaje matematico es la combinacion entre los contenidos del
aprendizaje potencial y las acciones que propician la emergencia de esos contenidos (Morera,
2013). Morera et al. (2013) clasifican las oportunidades de aprendizaje en tres tipos, segin la
orientacion de sus acciones:

a) Orientada a contenidos matematicos especificos. Por ejemplo, dirigida a conocer el concepto
eje de simetria.

b) Orientada a diferentes estrategias. Por ejemplo, enfocada a aprender a conjeturar.

¢) Orientada a actividades de autorregulacion. Por ejemplo, aprender que es importante
justificar las respuestas a preguntas de corte matematico.

Martin-Nieto (2021) afade un tipo mas que considera necesaria cuando los protagonistas son
futuros profesores.

d) Orientadas a contenidos didacticos especificos. Por ejemplo, conocer fases en una discusion
en gran grupo.

El estudio de las oportunidades de aprendizaje matematico implica el de la construccion de normas
de aula de matemadticas. La nocién de norma sociomatematica (Yackel y Cobb, 1996) surge al
observar que las teorias psicoldgicas del desarrollo humano no bastan para explicar el aprendizaje
matematico en entornos de interacciones en clase. Se focalizan en aspectos normativos de las
discusiones sobre temas matematicos y son las que marcan qué se considera matematicamente
sofisticado, matematicamente eficiente o0 matematicamente elegante. Disponemos de resultados de
experimentos donde se relaciona la construccion de normas sociomatematicas como normas de
clase y el aprovechamiento de oportunidades de aprendizaje matematico (Molina, 2016). Por otro
lado, hay ejemplos que relacionan la generacion de oportunidades de aprendizaje con la forma en la
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que el profesor ha preparado la discusion en gran grupo. Ferrer et al. (2014) exponen un caso en el
que se generan mas oportunidades de aprendizaje cuando la profesora prepara esquemas para la
resolucion y la gestion de la actividad. Ademads, define claramente los objetivos matematicos de la
tarea, plateandolos en el aula como introduccion.

Se considera aprendizaje matematico cuando hay evidencias explicitas del aprovechamiento de
alguna oportunidad de aprendizaje matematico. Segiin este criterio, lo importante es encontrar
estudiantes que evidencien cambios en sus producciones (Morera, 2013). Puede ocurrir que las
iteraciones sean productivas para algunos de los participantes (Kieran, 2001). Ademas, se puede dar
el caso de que se produzca aprendizaje sin que se hayan detectado oportunidades explicitas. En
estos casos, Cobo (1998) considera que el aprendizaje es debido a la reestructuracion cognitiva
producida como consecuencia de reflexiones no explicitas sobre los procesos de resolucion o
debidas a reflexiones individuales posteriores sobre los procesos de resolucion.

METODOLOGIA

La metodologia, de naturaleza cualitativa, se encuentra dentro del paradigma “investigacion de
disefio” (‘design research’) con métodos interpretativos aplicados al analisis de datos de clase. Se
planifican secuencias formativas que implican el disefio de tareas, su implementacion efectiva y el
analisis retrospectivo de la experiencia que conlleva la deteccion de posibles mejoras en el disefo.
La sistematica se fue re-adaptando durante tres cursos consecutivos, siendo aplicada a dos grupos
por curso. El proceso de reflexion iterativa es el que permite re-adaptar el disefio inicial (Cobb et
al., 2016).

Para este estudio nos fijaremos en los datos obtenidos en la ultima implementacion de la secuencia
(curso 2019-2020). El experimento tiene lugar en clase presencial durante noviembre de 2019. Los
participantes son los 21 estudiantes de 4° curso de Grado de Magisterio de Educacion Primaria
(modalidad bilingiie) del Centro de Estudios Superiores Don Bosco (Centro Adscrito a la
Universidad Complutense de Madrid), dentro de la asignatura Matematicas y su Didactica III. La
profesora que dirige el taller es a su vez la investigadora principal. Ademas, tiene relacién con los
participantes del estudio, ya que es la profesora de la asignatura.

La secuencia didactica estd formada por cuatro problemas, los tres primeros sobre contenidos
relacionados con movimientos rigidos en el plano y el tltimo de corte didactico. Aqui expondremos
el analisis de la riqueza de la discusion en gran grupo del problema 3. El enunciado es el siguiente:

En la figura siguiente se muestra un fragmento de un recubrimiento del plano, elaborado por M.C.
Escher.

Se han marcado tres peces con las letras F, G, H.
a) ¢Qué movimiento rigido hace coincidir F con G?
b) ;Qué movimiento rigido hace coincidir F con H?
¢) ¢Qué movimiento rigido hace coincidir H con G?
En cada uno de los apartados:

i. Explicad, en un cuadro de texto, como habéis llegado a la conclusion de que se trata de ese
movimiento.

ii. Construid los elementos esenciales del movimiento (centro, vector o eje).
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Figura 1. Fragmento de recubrimiento del plano
(Escher 1955)

El objetivo es la identificacion visual de las isometrias en una representacion no dindmica y la
construccion de los elementos esenciales. Para la resolucion del problema inmediatamente anterior
en la secuencia, los alumnos pueden arrastrar por la pantalla los elementos libres en la construccion
geométrica y observar los invariantes que se producen. En este caso deben buscar nuevas
estrategias.

Para llevar a cabo la fase de anticipacion de una forma sistematica, para cada problema se crea un
instrumento que llamaremos arbol del problema. Consiste en una estructura esquematica, en forma
de arbol en el que las ramas muestran las diferentes estrategias que el alumno podra seguir para la
resolucion del problema (Morera, 2013). Es un sistema dindmico que se actualiza tras cada
intervencion. El objetivo de este instrumento no es Unicamente contenedor de las diferentes
estrategias de resolucion en un espacio reducido, si no también sirve para dar indicaciones al
alumno. En todo momento, la docente sigue su estructura haciendo conscientes a los alumnos de su
uso. Debido al tamafio del grupo la tarea de orquestacion puede resultar complicada, pero es capaz
de situar rapidamente en qué posicion del arbol se encuentran, asi no pierde mucho tiempo en
interpretar los pasos que han dado en la resolucion y puede, en cambio, elegir minuciosamente el
tipo de mensajes que dar.

Figura 2. Arbol del problema
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La aplicacion de esta actividad se llevo a cabo en dos sesiones. En la primera, los estudiantes
trabajan en parejas, que formaron por afinidades personales, y la profesora monitoriza. En la
segunda, tiene lugar la discusion en gran grupo anclada en una solucion que la profesora selecciona
previamente. La pareja que ha elaborado la solucion utiliza la pizarra digital interactiva para
presentar su trabajo y responder a cuestiones planteadas por el resto de participantes y por la
profesora. Segun los tipos de orquestacion de Drijvers et al. (2010) esta pareja realiza el trabajo del
sherpa.

Seglin Smith et al. (2018) la monitorizacion del trabajo de los alumnos en parejas y la seleccion de
una solucién son fases de discusiones de gran grupo efectiva. Monitorizar es mas que observar y
escuchar a los alumnos mientras utilizan sus propias estrategias en el trabajo de resolucion de un
problema. Durante esta fase, la profesora hace preguntas para conseguir centrar la atencién en
ciertos aspectos del problema, para ayudar a clarificar ideas y para cerciorarse de que ambos
integrantes de la pareja estan implicados en la resolucion. Después de haber monitorizado a los
estudiantes y habiendo detectado las estrategias generadas, la profesora revisa los documentos
presentados a través de la plataforma virtual. En base a la informacién que ha obtenido selecciona a
estudiantes para que compartan su trabajo con el resto del grupo, y asi tiene el control sobre la
discusion. En el caso del problema 3 selecciona a una pareja que ha identificado la traslacion y el
giro de F a H. Ademas, ha encontrado el vector de traslacion y el eje de simetria, pero no el centro
de giro de H a G. Se trata de una situacion que se ha repetido en muchas parejas. Para resolver esta
ultima parte, se ofrece una pareja voluntaria para explicar su solucion en la pizarra.

ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Tras la transcripcion de las videograbaciones y el andlisis de cada una de las intervenciones, se
estructura el problema en trece episodios segln la orquestacion y estadios de la discusion (Morera
et al, 2013). La serie tiene significado en su globalidad y consideramos que es necesaria una mirada
a posteriori ya que en el andlisis en profundidad de cada episodio el foco es demasiado concreto.

En el episodio 1, la profesora sitia el problema, recuerda el enunciado, los objetivos y la
anticipacion, proyectando el arbol del problema. Después, invita a una pareja a salir a la pizarra. En
el siguiente episodio comienza la presentacion de la solucion. Las alumnas han utilizado lo que
llamamos “poligonos auxiliares” sobre los que pueden aplicar el dinamismo de GeoGebra. Aunque
uno de los objetivos del problema era que las estudiantes buscaran nuevas estrategias diferentes a
las del problema anterior para la identificaciéon de movimientos rigidos, varias parejas recurrieron a
la construccion de poligonos fuera de la imagen como apoyo visual.

Figura 2. Ejemplo de poligonos auxiliares construidos por una pareja
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En el episodio 3 las parejas presentan una estrategia para encontrar el vector de traslacion. Luego, la
profesora pregunta por otros procedimientos. La discusion va mas alla de los objetivos planteados y
de lo que pide el enunciado, conectando con “4ngulo de giro” en los episodios 4 y 6 cuando se
tratan temas relacionados con el centro de giro.

En los episodios 5 y 10 se estudia un caso particular de giro: el centro se encuentra en la frontera de
la figura a girar. En este caso, hay un punto que coincide con su homdlogo. Por su parte, en el
episodio 7 la pareja expone cémo ha encontrado el centro de giro cuando ningtn punto de la figura
coincide con su homdlogo en la representacion no dindmica. En el episodio 8, la profesora conecta
lo sucedido en el episodio anterior con un resultado que desarrollara en los siguientes: la
composiciéon de un giro y una traslacion es un giro. La profesora habia observado durante la
monitorizacion del trabajo en parejas que en varios casos habian tenido dificultades para ver el
movimiento como un giro, viéndolo como composicion de giro y traslacion.

En el episodio 9 la profesora invita a otra pareja a participar, asi el grupo conecta con otra solucion
al problema que se desarrollard durante los episodios 10 y 11. Estudian un caso particular y el
genérico que ya se habian resuelto en los episodios 7y 11.

La profesora tiene el protagonismo durante los episodios 12 y 13. Generaliza los resultados que han
surgido durante la discusion y recapitula, recurriendo ademas a conclusiones a las que se habia
llegado en los problemas anteriores.

Consideramos el problema potencialmente “rico” desde el punto de vista de las oportunidades de
aprendizaje porque observamos 26 oportunidades de aprendizaje diferentes que clasificamos
atendiendo a su naturaleza.

Oportunidades orientadas a contenidos matematicos especificos

—_—

Recordar la definicion de isometria
Recordar las caracteristicas de traslacion, giro y simetria
Repasar los elementos que definen un vector
Repasar la nocion de modulo
Repasar la nocion direccion
Repasar la nocioén de sentido
Recordar un procedimiento general para encontrar el centro de giro.
Recordar un procedimiento particular para encontrar el centro de giro.
Revisar la nocion de sentido del giro
. Aprender que la composicion de giro y traslacion genera un giro
. Recordar que la composicion de simetria y traslacion, de vector no perpendicular al eje de
simetria genera una simetria deslizante. Aunque estos movimientos no sean conmutativos,
traslacion y simetria también generan simetria deslizante
12. Recordar que, si el eje de simetria es perpendicular al vector de traslacion, la composicion
de simetria y traslacion es simetria.
13. Recordar las caracteristicas de un giro
14. Aprender que giro y traslaciéon no son movimientos conmutativos pero su composicion en
un orden u otro genera un nuevo giro

el i A S

—_ O

Oportunidades orientadas a diferentes estrategias

15. Aprender que la construccién de un poligono auxiliar sobre el que se pueda aplicar el
dinamismo de GeoGebra ayuda a recordar las caracteristicas de los distintos movimientos
rigidos y es posible extrapolar el razonamiento a un entorno no dindmico.

16. Aprender a argumentar empiricamente utilizando los medios técnicos.

17. Aprender a conjeturar

18. Aprender a argumentar matematicamente.
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19. Aprender la necesidad de encontrar la estrategia mas corta para resolver un ejercicio
20. Aprender a argumentar empiricamente utilizando el arrastre
21. Aprender a argumentar utilizando procedimientos matematicos y geométricos

Oportunidades de autorregulacion

22. Aprender la importancia de participar en clase

23. Aprender la necesidad de justificar mediante argumentos

24. Aprender la necesidad de expresarse con el lenguaje matematico adecuado
25. Aprender la importancia de hacer conexiones con otras cuestiones.

Oportunidades orientadas a contenidos didacticos especificos
26. Recordar qué es el arbol del problema y para qué se utiliza

Sefialamos que algunas oportunidades de aprendizaje se repiten en mas de una ocasion: La
oportunidad 7 se repite en tres ocasiones mientras que las siguientes se repiten dos veces: 3, 4, 5, 8,
9,10, 13, 16, 19,23 y 24

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Consideramos el problema potencialmente rico por el numero de oportunidades de aprendizaje
distintas que se detectan. Sin embargo, el concepto de riqueza del problema no es intrinseco al
propio problema, sino que va acompaiado de su gestion en el entorno de ensefianza-aprendizaje,
tanto por parte de la profesora como del grupo clase. Tras considerar el problema como rico, cabe
preguntarse qué factores han podido influir en esa riqueza.

Como Morera (2013) hemos observado que una buena anticipacion del problema influye en la
riqueza en cuanto a oportunidades de aprendizaje. Para el disefio e implementacion de nuevas
secuencias didacticas que involucren el uso de la tecnologia y las discusiones en gran grupo,
sugerimos algunas recomendaciones tras nuestra experiencia. La anticipacion es fundamental y
recomendamos disefiar un arbol del problema que sirve inicialmente para plasmar el esquema
mental que tiene el docente en la cabeza. Consideramos que este instrumento debe servir como
guion inicial tanto en la monitorizacion durante el trabajo en ordenador, como en el desarrollo de
las discusiones. Predecir todas las actuaciones de los alumnos resulta imposible, por lo que no
puede ser un guion cerrado y el profesor debe tener capacidad de adaptacion a las intervenciones.
Debe favorecer que los alumnos sean el centro de la actividad docente y capaces de construir su
propio aprendizaje.

La tecnologia y la dindmica de participacion de los estudiantes también repercute en la aparicion de
oportunidades y la orquestacion de la profesora es fundamental para el equilibrio de estos factores
que influyen en la riqueza del problema. En futuros talleres que involucren tecnologia y trabajo
colaborativo, consideramos que, durante el trabajo en parejas previo a la discusion en gran grupo, el
profesor debe permanecer atento a las diferentes actuaciones de los alumnos, teniendo presente la
anticipacion del problema y los contenidos que se quieren abordar. Después, se deben seleccionar
situaciones que ayuden a encaminar la discusion hacia los objetivos que se han propuesto durante el
disefio de la tarea. La discusion debe orquestarse bajo el andamiaje de la solucion seleccionada para
ser expuesta y de las intervenciones de los participantes.

Consideramos que hay aprendizaje matemdtico cuando hay evidencias explicitas de
aprovechamiento de alguna oportunidad de aprendizaje. En la tesis doctoral en el que se encuadra el
analisis del problema que se ha discutido aqui mostramos evidencias de aprovechamiento de alguna
de estas oportunidades de aprendizaje.
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