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Resumen

Los problemas de construccion y demostracion son una via para aprender a demostrar
deductivamente, gracias a las propiedades geométricas representadas por las herramientas de
construccion de un ambiente de geometria dinamica y a los significados que su uso promueve en
los estudiantes. Algunos estudios han utilizado la analogia en el estudio de la geometria 3D
apoyandose en relaciones geométricas 2D y en el uso de geometria dinamica. Basados en la
resolucion de problemas de construccion y demostracion en un ambiente de geometria dinamica,
que inducen el estudio de elementos geométricos 3D a través de elementos andlogos en 2D,
analizamos la elaboracion de una propiedad 3D por un estudiante con alta capacidad matemdatica.
Los resultados del analisis muestran el refinamiento instrumental y conceptual que acompana este
proceso, asi como la apropiacion de esta propiedad como herramienta teorica y de construccion.
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Abstract

Construction-and-proof problems are a way to learn to do deductive proofs, given the geometric
properties represented by the construction tools of a dynamic geometry environment and the
meanings their use promotes in students. Some studies have used the analogy in the study of 3D
geometry, relying on 2D geometric relationships and the use of dynamic geometry. Based in
construction-and-proof problem-solving in a dynamic geometry environment, which induce the
study of 3D geometric properties through analogous 2D objects, we analyze the elaboration of a
3D geometric property by a mathematically gifted student. The analysis results show the
instrumental and conceptual refinement that accompanies this process, as well as the appropriation
of this property as a theoretical and construction tool.

Keywords: 3-dimensional dynamic geometry, construction-and-proof problems, analogy,
perpendicularity, equidistance

INTRODUCCION

Los ambientes de geometria dinamica (en adelante AGD) apoyan el aprendizaje de la elaboracion
de demostraciones deductivas. Una de las vias para lograr esto es la resolucion de problemas de
construccion y demostracion (Mariotti, 2012). Hay abundante literatura que analiza y caracteriza el
razonamiento de los estudiantes al usar AGD para resolver este u otros tipos de problemas
matematicos, siendo el contexto de la geometria 2D en el que la literatura se sitiia principalmente
(p. €j., Larios Osorio et al., 2017), quedando el campo de la geometria 3D poco explorado (p. ej.,
Gutiérrez y Jaime, 2015 y Gutiérrez et al., 2014). Conscientes de este desequilibrio y de la
dificultad de estudiar la geometria 3D por la complejidad de las representaciones e interpretacion de
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los objetos geométricos alli presentes, algunos estudios han acudido al establecimiento de analogias
entre la geometria 2D y 3D, apoyandose en el uso de AGD, con el fin facilitar a los estudiantes la
comprension y el aprendizaje de la geometria 3D mediante la comparacion de objetos geométricos
de ambos dominios que tienen propiedades similares (Ferrarello et al., 2020; Molina et al., 2021).

Presentamos parte de un proyecto de investigacion en el que analizamos el proceso de razonamiento
y el progreso en el aprendizaje de la elaboracion de demostraciones deductivas por varios
estudiantes con alta capacidad matemdtica cuando resuelven problemas de construccion y
demostracion en un AGD 2D y 3D combinado. El andlisis presentado aporta informacién novedosa
que muestra el largo recorrido en la formulacion y refinamiento de una propiedad geométrica 3D,
asi como el papel desempenado por un AGD en este proceso.

El objetivo de investigacion de este documento es analizar el establecimiento, modificacion y uso
de una propiedad de equidistancia en 3D, por parte de un estudiante con alta capacidad matematica,
en el marco de la resolucion de problemas de construccion y demostraciéon que promueven
analogias entre dominios especificos de la geometria 2D y 3D.

MARCO TEORICO
Problemas de construccion y demostracion: aportes de los ambientes de geometria dinamica

Consideramos una demostracion como un argumento matematico, empirico o deductivo, cuyo
objetivo es convencer a alguien sobre la verdad de una declaracion matematica. En nuestro estudio,
hacemos énfasis en el aprendizaje de la demostracion a través de los problemas de construccion y
demostracion. Estos problemas, cuando se resuelven en un AGD, solicitan 1) crear una figura
geométrica que tenga las propiedades requeridas por el problema y que estas se conserven bajo
arrastre y 1i) explicar el procedimiento usado para crear la figura y demostrar que es
matematicamente correcto, es decir, que el protocolo de construccién produce una figura que
cumple las condiciones del problema (Mariotti, 2019).

Al usar los estudiantes herramientas del AGD en la construccion de objetos geométricos, se
producen significados personales, gracias a las relaciones de dependencia que descubren y verifican
a través del arrastre (Mariotti, 2019). Estas herramientas también estan relacionadas con elementos
teoricos de la geometria euclidiana, que pueden apoyar a los estudiantes al desarrollar
demostraciones de las construcciones (Mariotti, 2012). Resolver problemas de construccion y
demostracién permite a los estudiantes aprovechar las posibilidades del AGD vy el sistema logico
que subyace a este. Por lo tanto, las construcciones geométricas tienen una naturaleza puramente
teorica, donde su validez estd vinculada a demostrar que un conjunto de pasos de construccion
provee un resultado especifico. Resolver este tipo de problemas puede llevar a los estudiantes a
evocar significados tedricos de las herramientas que han usado en las soluciones (Mariotti, 2019).

La analogia: una herramienta para extender ideas y resolver problemas

Una analogia es una relacion de semejanza entre dos dominios a través de objetos y relaciones
especificas. Un dominio es “una representacion de ciertos aspectos de un fendémeno, situacion,
proceso, modelo, problema, estructura conceptual, etc.” (Schlimm, 2008, p. 178). Elaborar
analogias es un producto de la actividad humana con varios beneficios (Richland y Simms, 2015).
Este proceso demanda reconocer estructuras conceptuales correspondientes entre diferentes
dominios, sus semejanzas y diferencias, avanzando asi de unas comparaciones basadas en aspectos
superficiales a otras basadas en relaciones entre esos dominios. Esto tiene implicaciones para el
aprendizaje de las matematicas (English, 1997), dado que, al establecer relaciones en un dominio y
llevarlas a otro, en el cual estas relaciones son validas, la analogia permite descubrir nuevos objetos
y relaciones, formular hipdtesis y simplificar operaciones mentales complejas en el dominio de
destino, al realizarlas en el dominio de origen, que ya es conocido (Fischbein, 2002).
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En nuestra investigacion, la analogia se convierte en una herramienta que permite explorar y
descubrir relaciones en un dominio especifico de la geometria 3D —desconocido por los
estudiantes—, tomando como base el dominio correspondiente de la geometria 2D, ya conocido por
ellos, e interpretando los resultados obtenidos en este Gltimo dominio a la luz de las caracteristicas
del dominio especifico 3D en el que el problema original se sitaa.

ASPECTOS METODOLOGICOS

Los analisis reportados pertenecen a una investigacion cualitativa basada en un estudio de caso, en
la que analizamos el aprendizaje de la elaboracion de demostraciones, en el contexto de la
geometria 3D y con la mediacion de GeoGebra, por parte de cuatro estudiantes de educacion
secundaria con alta capacidad matematica, con edades entre 11 y 14 afios. Los consideramos
estudiantes con alta capacidad matematica debido a que, ademas de su experiencia escolar, ellos
habian participado en programas de atencion al talento general y al talento matematico.

Disefiamos e implementamos una secuencia de 18 problemas de construccion y demostracion en
sesiones de 60 minutos. Algunos problemas requerian la construccion, primero en 2D y luego en
3D, de objetos geométricos que satisficieran propiedades asociadas a la equidistancia (p. ej.,
construir un triangulo equildtero dado su lado). Otros problemas requerian construir un objeto 2D y
uno analogo en 3D (p. ¢j., encontrar el centro de una circunferencia en 2D y luego el centro de una
esfera en 3D). La resolucion de cada problema proveia a los estudiantes de elementos conceptuales
e instrumentales para resolver los siguientes problemas. Los estudiantes primero resolvian el
problema y luego discutian su solucién y justificaban su validez con el profesor (primer autor de
este documento), quien gestionaba la conversacion. Grabamos las sesiones en audio y video, previa
autorizacion de estudiantes y padres. Dada la diferencia de cursos escolares y conocimientos de los
cuatro estudiantes, las sesiones se organizaron como entrevistas clinicas individuales.

Presentamos los episodios de la resolucion de cinco problemas por un estudiante al que llamaremos
Rafael (pseudonimo), de 13 anos y que habia finalizado el tercer curso de ESO. Previo a la
implementacion de la secuencia, los conocimientos de Rafael de geometria 3D eran escasos,
provenientes de su experiencia escolar y limitados al reconocimiento de so6lidos basicos (p. ej.,
esfera, poliedros). La experiencia de Rafael con GeoGebra se limitaba al uso de algunas
herramientas de GeoGebra 2D, siendo GeoGebra 3D y sus herramientas desconocidas para él.

La actividad de Rafael al resolver los problemas ilustra la emergencia, modificacién y uso de una
propiedad geométrica 3D a la que llamaremos perpendicularidad-equidistancia. En este proceso
tiene un papel central la analogia entre dominios especificos de perpendicularidad y equidistancia
en 2D y 3D. En lo que sigue, presentamos los episodios y realizamos un analisis global de estos.

La propiedad Perpendicularidad — Equidistancia establece que: dado un plano a, si un punto A en
el plano a equidista de dos o mds puntos contenidos en el mismo plano, todo punto en la recta
perpendicular al plano o que contiene al punto A equidista también de dichos puntos.

LA RELACION PERPENDICULARIDAD - EQUIDISTANCIA EN EL ESPACIO

Episodio 1. El problema 6 proporciona dos puntos A y B en el plano XY. Rafael debia construir
puntos que equidisten de A y B, primero en GeoGebra 2D y luego en GeoGebra 3D. La solucion de
este problema llevaria a establecer la mediatriz y el plano mediador, respectivamente, como lugares
geométricos. En GeoGebra 2D, Rafael identificd rdpidamente la mediatriz como la solucion al
problema. El estudiante sabia que esta recta es perpendicular al segmento AB por su punto medio,
propiedades que le permitieron demostrar que los puntos contenidos en ella equidistan de A y B.

Al resolver el problema en GeoGebra 3D, Rafael utilizo las construcciones hechas en GeoGebra 2D
para realizar la exploracion: el segmento AB, su punto medio M, su mediatriz y un punto C de esta
recta, que determinaba los segmentos CA y CB (Figura la). Rafael arrastro el punto C
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verticalmente (respecto del plano XY, Figura 1b) y afirmé que C equidista de A y B. Para
demostrar la validez de su estrategia, Rafael coment6 a C lo hemos movido en el eje Z (paralelo al
eje Z), [desplazando el puntero de arriba a abajo], mientras que estos dos puntos [A 'y B], al estar
en el mismo punto respecto a Z, bueno, a la misma altura, [la equidistancia] no varia. Si estuviese
uno de los dos [puntos] mas alto [distancia respecto al plano XY, s/ que variaria [la equidistancia].

El profesor pidi6 a Rafael encontrar otros puntos en GeoGebra 3D que equidistaran de A y B. El
construyo (Figura 1c) los puntos E y F en la mediatriz, arrastrd F verticalmente y construy¢ el plano
EMF. Rafael vincul6 el punto C a este plano y lo arrastro a distintos lugares de este, mientras
afirmaba que cada posicion de C conserva la equidistancia (Figura 1c). Para validar su estrategia,
Rafael afirmé que lo unico que esta cambiando es el eje Z, moviéndolo [arrastrando C] por la
propia mediatriz, que ya habiamos dicho antes que se podia [solucion en 2D].

Figura 1. Génesis de la propiedad Perpendicularidad - Equidistancia

a.

Este episodio muestra como las acciones de Rafael al resolver el problema lo llevan a establecer un
vinculo entre el arrastre vertical de puntos y la equidistancia en 3D.

Episodio 2. El problema 8 solicita primero construir en GeoGebra 2D el centro de la circunferencia
determinada por tres puntos no alineados A, B y C. Posteriormente, tomando como base los mismos
puntos A, B y C, se pide construir en GeoGebra 3D un punto que equidiste de A, B y C que no esté
en el plano XY. La construccion del centro D de la circunferencia no fue problematica para Rafael,
¢l utiliz6 dos cuerdas de la circunferencia y sus respectivas mediatrices para determinar este punto.

En GeoGebra 3D, Rafael contaba con la circunferencia ABC y su centro D, construido en la
primera parte del problema (Figura 2a). Rafael intent6 arrastrar verticalmente el punto D, pero las
propiedades de su construccion no le permitian hacerlo: quiero crear aqui un punto [sefialando la
posicion del punto D], pero que pueda mover. Quiero hacer un punto que esté arriba de D...
exactamente arriba. Que solo se modifique el eje Z [componente z de las coordenadas del punto D].
Tras estas afirmaciones, Rafael propuso una estrategia para obtener el punto que queria: Quiero
hacer una recta que pase por D, perpendicular al plano, pero no sé como hacerla.

Figura 2. La perpendicularidad se hace explicita en la propiedad

Al ser la primera vez que habia que crear una recta perpendicular a un plano, el profesor explico a
Rafael como construirla. Cuando Rafael construy¢ la recta deseada, ¢l ubicd un punto F, distinto al
punto D en esta recta (Figura 2b). Rafael demostr6 la validez del punto F con ayuda de los
segmentos DC, DB y DA, sobre los que afirmé que serian radios... y todos tienen la misma
distancia [longitud] (Figura 2c). El también construyé los segmentos FA, FB y FC y luego afirmé
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que, por el teorema de Pitagoras, como todos tienen la misma base que es el radio y la misma
altura, que es la distancia de D a F, la hipotenusa tendria que ser la misma, es decir la distancia
entre los puntos [F y A, By C, es la misma].

En este episodio se establece una relacion entre perpendicularidad y equidistancia en 3D.

Episodio 3. El problema 9 propone la siguiente configuracion en GeoGebra 3D: la recta AB esta
contenida en el plano XY, el punto C, no contenido en este plano, determina una recta
perpendicular a la recta AB, cuya interseccion es el punto D y el punto E pertenece a la recta AB,
de forma que la distancia entre A y D es la misma que entre D y E (Figura 3a). Con esta
configuracion, Rafael debia descubrir que el lugar geométrico de E al arrastrar B en el plano XY era
una circunferencia que también contiene el punto A. Luego, ¢l debia construir dicha circunferencia.

Rafael construyd la recta 4, perpendicular al plano XY que contenia a C y nombré F a la
interseccion entre esta recta y el plano XY (Figura 3b). Para asegurar que F es el centro de la
circunferencia solicitada por el problema, Rafael menciond que de A4 a D hay la misma distancia
que de D a E y como C es [estd en] la perpendicular de la linea [AB] que pasa por D [recta CD],
también tiene la misma distancia [respecto de A y E]... La linea que pasa de C [recta h] al plano
[XY] es perpendicular al plano ... Entonces, al ser perpendicular, [F] sigue manteniendo la misma
distancia... es el medio, porque [todo punto de h] siempre estd a la misma distancia de ambos.

Figura 3. Uso de la relacion Perpendicularidad - Equidistancia

a.

El tercer episodio muestra como Rafael usa la relacion perpendicularidad — equidistancia para
sustentar que un punto equidista de otros dos, de forma distinta a la ocurrida en el segundo episodio.

Episodio 4. El problema 10 solicita construir tres puntos A, B y C, no alineados ni contenidos en el
plano XY, los planos mediadores de los segmentos AB y AC y la interseccion de estos planos
(Figura 4a). Luego pide arrastrar el punto A y determinar una propiedad de la recta de interseccion
de los planos mediadores. Después de hacer la construccion y arrastrar A, Rafael expresod que esta
recta era perpendicular al plano ABC, lo cual verificé de forma empirica (Figuras 4b y 4c). Al
pedirle el profesor una demostracion de esta propiedad, Rafael dijo que esta [recta de interseccion]
estd hecha con los dos planos mediadores..., el punto en el que intersecan [los planos] forma una
linea en la que todos los puntos estan a la misma distancia de B y de C. Entonces solo se puede
mover en el... [paralelo al] el eje Z. Si el plano XY fuera este plano de aqui [senala el plano ABC],
solo se mueve en Z, entonces, no cambia el angulo. Siempre es perpendicular.

Figura 4. Uso de la propiedad reciproca: Equidistancia - Perpendicularidad
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El cuarto episodio muestra el uso del reciproco de la propiedad perpendicularidad — equidistancia
por Rafael, para sustentar la perpendicularidad entre una recta y un plano.

Episodio 5. El problema 16 pide determinar el centro de una esfera dada (Figura 5a). Para resolver
el problema, Rafael construy6 dos circunferencias determinadas por trios de puntos pertenecientes a
la esfera, construy6 sus centros y las rectas perpendiculares a las circunferencias por sus respectivos
centros (Figura 5b). Rafael asegurd que la interseccion de ambas rectas (punto S) era el centro de la
esfera: ...el punto en el que coinciden [las rectas] deberia ser el centro... Porque son
perpendiculares a la esfera como tal. Seria el diametro... todos los puntos de la recta estaban a la
misma distancia de estos tres puntos [los que determinan la circunferencia].

Figura 5. Uso de la propiedad Perpendicularidad - Equidistancia

a. b. \

En el ultimo episodio, Rafael usa la propiedad perpendicularidad - equidistancia como herramienta
para la construccion de objetos y la justificacion de las propiedades que estos satisfacen.

ESTABLECIMIENTO DE UNA PROPIEDAD 3D: UN ANALISIS

Los episodios anteriores muestran el proceso de elaboracion y transformacion de una propiedad de
la geometria 3D. El origen de esta propiedad tuvo lugar en el primer episodio, en la biisqueda de
puntos en el espacio que equidistaran de dos puntos fijos contenidos en el plano XY. Determinar
estos puntos llevo al establecimiento de una analogia entre los lugares geométricos que eran
solucion del problema en 2D y 3D. En concreto, al tomar como referencia la mediatriz como
solucién en 2D y desplazar verticalmente uno de sus puntos, asegurando el cumplimiento de lo
solicitado por el problema, Rafael establecio un mecanismo para la conservacion de la equidistancia
en el espacio a través del arrastre de puntos en la direccion del eje Z, tomando como base
configuraciones en el plano que satisficieran la misma propiedad.

Esta analogia estuvo presente también en el segundo episodio. En esa oportunidad, Rafael tomo la
solucién en el plano XY (centro de la circunferencia) como referencia para determinar el conjunto
de puntos que equidistan en el espacio. Sin embargo, este episodio ofrecid otros dos elementos a
favor de la propiedad que se estaba formulando. El primero fue la declaracion explicita de la
perpendicularidad entre el conjunto solucion y el plano XY, dejando al margen la referencia al
arrastre vertical o cambio en el componente z de las coordenadas de un punto. Al hacer esta
transicion, Rafael presumiblemente transformd un significado personal atribuido al arrastre vertical
en un significado matematico ligado a la perpendicularidad que subyace a este arrastre
caracteristico de los AGD-3D. El segundo elemento fue la demostracion deductiva de esta relacion,
lo que aporto sustento tedrico a la estrategia empleada por Rafael al resolver los problemas.

En el proceso llevado a cabo por Rafael hasta ahora, distinguimos una transicion desde una relacion
de equidistancia sustentada en el arrastre vertical (episodio 1) hasta una relacion, mas sofisticada,
de equidistancia que se sustenta en la perpendicularidad (episodio 2). Esta ultima relacion es
utilizada en el tercer episodio, como herramienta de construccién para encontrar el punto en el
plano XY que equidista de otros dos puntos en este plano y como soporte de la construccion
realizada. El uso dado por Rafael le llevd a operar con las relaciones geométricas dadas por el
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problema, con el objetivo de contar con las condiciones necesarias para poder utilizar la propiedad
perpendicularidad-equidistancia. Un segundo aspecto para resaltar sobre el uso de esta propiedad es
que Rafael ya no tomdé como punto de partida el conjunto soluciébn en 2D para determinar
soluciones en 3D, como se habia realizado en los dos episodios anteriores, sino que ahora tomo
como base un punto que equidista en el espacio, para llegar, a través de la propiedad elaborada, a un
punto que equidista en el plano XY. Asi pues, la generalidad de esta relacion estaria permitiendo a
Rafael moverse del plano al espacio y viceversa.

Ademas de su sofisticacion, Rafael amplid el alcance de la relacion perpendicularidad-equidistancia
al utilizarla de forma bidireccional: mientras que en los tres primeros episodios el arrastre vertical o
la perpendicularidad implicaban la equidistancia, en el cuarto episodio Rafael determino la
perpendicularidad entre una recta y un plano tomando como base de su argumento la equidistancia
de cada punto en la recta respecto a tres puntos contenidos en el plano. Este argumento, aunque
enmarcado en un razonamiento deductivo, no es suficiente para asegurar que Rafael comprendiera
la relacion bicondicional que estaba poniendo en juego. Investigaciones anteriores han mostrado
que, en el tratamiento de relaciones condicionales, frecuentemente, los estudiantes usan de forma
bicondicional (p si y solo si q) proposiciones que solo son validas bajo una implicacion (p entonces
q) (Echeverry et al., 2012). Desafortunadamente, las acciones y razonamientos de Rafael no
brindaron evidencia adicional para adoptar una postura respecto a la ampliacion de esta relacion.

Finalmente, en el quinto episodio podemos observar el uso decidido de la propiedad
perpendicularidad — equidistancia por parte de Rafael para la construcciéon de un punto que
satisficiera una equidistancia particular. Aunque la forma de usarla en esta ocasion es similar a la
que hemos observado en los primeros tres episodios, tanto en la construccion como en la
demostracion de los resultados, el quinto episodio brinda evidencia del dominio que Rafael alcanzo
de la propiedad y la constante presencia de esta en sus estrategias para determinar puntos que
equidistaran de otros. Esto ultimo llevé a Rafael a realizar construcciones auxiliares que ofrecieran
condiciones suficientes y necesarias para utilizar esta propiedad y obtener los resultados deseados.

CONCLUSIONES

Los problemas de construccion y demostracion mediados por AGD ofrecen un escenario 1til para
aprender a elaborar demostraciones deductivas. La informacién presentada en este documento
aporta evidencia en esa via, al tiempo que permite explorar la influencia de este tipo de problemas
en un dominio poco explorado en investigacion como lo es la geometria 3D.

El seguimiento y andlisis de las acciones de un estudiante en la resolucion de problemas de
construcciéon y demostracion muestra el aprovechamiento de su conocimiento de un dominio
especifico de la geometria plana y la extension de este a un dominio especifico de la geometria
espacial, a través del establecimiento de analogias entre ambos dominios. En este proceso, apoyado
en el uso de herramientas y funciones del AGD, se ve el establecimiento de relaciones geométricas
inicialmente intuitivas, guiadas por la percepcion y la comparacion con relaciones de la geometria
plana conocidas, las cuales se van transformando al resolver distintos problemas, hasta alcanzar un
estatus teorico en el que incluso se puede demostrar su validez. Estas nuevas relaciones,
pertenecientes al dominio de la geometria espacial, se convierten en herramientas tedricas para
construir objetos con determinadas propiedades y demostrar los resultados obtenidos.

En este proceso, el papel del AGD es decisivo, al permitir la materializacion de las ideas del
estudiante a través de construcciones y acciones sobre los objetos construidos, asi como proveer una
simultaneidad entre la configuracion 2D y 3D. El AGD apoya la extension de ideas de la geometria
plana a la espacial, en el contexto de analogias entre ambos dominios. De esta forma, un cuidadoso
disefio de tareas y el reconocimiento de las posibilidades que ofrece el AGD para su resolucion, se
convierte en un aspecto central al proponer problemas de construccidon y demostracioén que lleven al
estudio de la geometria espacial, tomando como base elementos de la geometria plana.
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No pretendemos que los resultados presentados aqui sean generalizables. Hemos ilustrado una
posible forma de utilizar herramientas y funciones de un AGD, los significados personales que estas
podrian provocar a través de su uso y la transformacion de dichos significados conforme se avanza
en la resolucion de otros problemas, todo ello en un dominio especifico de la geometria 2D y 3D.
Esto brinda elementos novedosos en el campo investigativo y soporta la necesidad de realizar
intervenciones de largo alcance, pues, como hemos mostrado en este documento, los resultados de
este proceso de aprendizaje no son inmediatos. La particularidad del estudio presentado en este
documento sugiere también la necesidad de otras investigaciones en esta via, que aporten mayor
evidencia empirica y permitan formular conclusiones mas generales.
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