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Resumen

Esta comunicacion analiza el sentido estructural que posee el estudiantado de ingenieria en su ultimo
ano de formacion. Para esto se disenio y utilizo un instrumento con ejercicios de manipulacion
algebraica elemental y ejercicios de limite. Los resultados revelan que los sujetos muestran mayor
sentido de la estructura en los items en los que intervienen menos objetos matematicos, observandose
dificultades en aquellos donde existe integracion de varios objetos, relacion entre entidades y
aplicacion a un contexto. Por lo tanto, se sugiere a las instituciones de educacion superior tomar las
medidas necesarias para fortalecer el desarrollo del sentido de la estructura desde los primeros aiios
de formacion académica, y asi, evitar el arrastre de carencias y errores algebraicos hasta los ultimos
anos de formacion y posterior ejercicio profesional.

Palabras clave: sentido estructural, sentido algebraico, manipulacion algebraica, errores
algebraicos, educacion superior.

Abstract

This communication analyses the structural sense possessed by engineering students in their final
vear of education. To accomplish this, an instrument designed to analyse this capacity was used in
exercises involving elemental algebraic manipulation and limit exercises. The results reveal a
development of structural sense in items involving fewer mathematical objects; however, difficulties
are observed in items where multiple objects are integrated, there are relationships between
structures, and application to a context is required. Therefore, it is suggested that higher education
institutions take necessary measures to strengthen the development of structural sense from the early
years of academic training, thus avoiding the persistence of deficiencies and algebraic errors until
the final years of education and subsequent professional practice.

Keywords: structural sense, algebraic sense, algebraic manipulation, algebraic mistakes, higher
education.

INTRODUCCION

El aprendizaje del calculo diferencial e integral representa un desafio significativo para muchos
estudiantes en educacion superior, particularmente en ingenieria. A pesar de contar con una
formacion escolar completa y, en muchos casos, con programas de nivelacion, estos estudiantes
continlan enfrentando dificultades en la manipulacion y aplicacion de estructuras algebraicas
fundamentales en el contexto del célculo y en su especialidad. Investigaciones previas han
identificado una serie de factores que contribuyen a estas dificultades (Moreno-Armella, 2021).

Segun Kieran (2004), el algebra transformativa podria ofrecer una solucion a estas dificultades. Este
enfoque se centra en capacitar a los estudiantes para transformar expresiones algebraicas mediante la
aplicacion de propiedades, lo que resalta la importancia de desarrollar un sentido estructural en ellos.
Para ello, hemos emprendido una investigacion cuyo objetivo principal es describir el sentido
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estructural que presenta el estudiantado de ingenieria, con lo que esperamos contribuir a mejorar la
ensenanza y el aprendizaje del calculo en estudiantes de ingenieria y disciplinas afines.

MARCO TEORICO

El término sentido estructural fue inicialmente utilizado por Linchevski y Livneh (1999) para hacer
referencia, de manera amplia, a un conjunto de competencias relacionadas con la manipulacion de
expresiones algebraicas, que capacitan al estudiante para utilizar de manera méas efectiva las técnicas
algebraicas adquiridas. Estos académicos argumentan que la introduccion de estructuras aritméticas
en las etapas tempranas del aprendizaje algebraico podria mitigar ciertos errores estructurales que
suelen cometer los alumnos al enfrentarse a problemas algebraicos (Livneh y Linchevski, 2007).

Con el proposito de fomentar el desarrollo del sentido estructural, entendido como la capacidad de
apercibimiento de las estructuras de los objetos algebraicos (Rojano, 2022), un equipo de
investigadores mexicanos ha concebido una serie de actividades integradas en un entorno web
denominado Maquina de Expresiones (MEx) (Mufioz-Porras, 2015).

Molina (2010), en sus investigaciones sobre el aprendizaje del algebra, emplea el término estructura
para hacer referencia a los componentes de una expresion algebraica, los simbolos que los conectan,
el orden de los términos y las relaciones entre ellos. Es evidente que las expresiones algebraicas
exhiben diversas estructuras, identificadas por Hoch y Dreyfus (2004) como fundamentales para
discernir distintos componentes de las expresiones algebraicas que se relacionan entre si.

Dentro de la variedad de estructuras de expresiones algebraicas, destacan los productos notables, las
fracciones algebraicas, las ecuaciones y las funciones. Vega-Castro et al. (2011) identifica sentido
estructural con las habilidades que permiten discernir qué interpretacion de las expresiones es mas
adecuada segun el contexto, para cambiarlas por otras que faciliten la resolucion de problemas. Para
ello se requiere encontrar expresiones algebraicas que compartan la misma apariencia (estructura
externa) o la relacion entre las cantidades y las operaciones (estructura interna) (Vega-Castro et al.,
2013). Por ejemplo, en las expresiones a) (x + 3)?; b) x2 + 9 + 6x; ¢) (3x + 6)%; d) x? + 9x —
3x + 10 — 1, observamos que a) y c) son similares en estructura externa, forma de cuadrado de
binomio, pero internamente difieren por incorporar componentes distintos. En contraste, a), b) y d)
comparten la estructura interna, aunque su estructura externa varia, requiriendo transformaciones
algebraicas para relacionarlas. Comunmente, tanto en problemas de calculo como en algebra, es
necesario obtener expresiones equivalentes (misma estructura interna), para lo que conviene
identificar estructuras algebraicas conocidas, como los productos notables (misma estructura
externa).

Para caracterizar el sentido estructural se han establecido diversas componentes. Hoch y Dreyfus
(2006) senalan tres niveles de sentido estructural que reflejan las habilidades alcanzadas por los
estudiantes:

e Reconocen una estructura conocida en su forma mas basica.

e Tratan un término compuesto como una entidad unica y reconocen una estructura conocida
en una forma mas compleja (suma o producto).

e Eligen las manipulaciones apropiadas para hacer el mejor uso de una estructura.

En Vega-Castro (2013) vemos un amplio listado de componentes del sentido estructural, que incluyen
los niveles anteriores y otras capacidades como distinguir subestructuras dentro de una entidad mas
compleja y reconocer relaciones entre ellas, anticipar el efecto de trasformaciones en la estructura de
una expresion, reconocer relaciones de igualdad en estructura de expresiones presentes, y extraer
informacion relevante a partir de la estructura externa de una expresion, relativa al objeto que
representa o a su estructura interna.
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Munoz-Porras (2015) destaca la técnica del cambio de variable como una herramienta comun en el
calculo que permite reconocer estructuras en expresiones algebraicas. En este sentido, Freudenthal
(1983) menciona esta accion como sustitucion algebraica, en la que una expresion puede ser
reemplazada por otra si son equivalentes y también enfatiza la interpretacion estdtica de las
expresiones algebraicas para que la sustitucion formal sea efectiva, extendiendo su validez mas alla
de la simple sustitucion.

Los niveles y descriptores sefialados por los estos autores, nos ha permitido seleccionar componentes
(C1-C8 de la Tabla 1) y un noveno que agrega el equipo para hacer referencia a la aplicacion de
sentido estructural en otros contextos, respaldado por las observaciones de Rojano y Palmas (2022),
quienes sefialan las dificultades del estudiantado para aplicar conceptos matematicos en contextos
diversos.

Tabla 1. Componentes del sentido estructural.

Componente Descriptor

Cl1 Reconocer una estructura familiar en su forma mas simple.

C2 Identificar subestructuras dentro de una expresion y tratarlas como una sola entidad al
transformar la expresion.

C3 Tratar con un término compuesto como una Unica entidad y, a través de una sustitucion
adecuada, reconocer una estructura familiar en una forma mas compleja.

C4 Elegir manipulaciones apropiadas para hacer el mejor uso de una estructura.

C5 Distinguir subestructuras dentro de una entidad y reconocer relaciones entre ellas.

Cé6 Aplicar la sustitucion, ya sea internamente o de manera explicita.

Cc7 Reconocer relaciones de igualdad en estructura de expresiones presentes.

C8 Extraer informacion relevante a partir de la estructura externa de una expresion, relativa al
objeto que representa o a su estructura interna.

Cc9 Aplicar estructuras en otros contextos.

METODOLOGIA

El presente estudio es de tipo cualitativo, exploratorio, descriptivo y transeccional que utiliza una
muestra por conveniencia, la cual se aplica a casos disponibles a los que se tiene acceso en el momento
del estudio (Hernandez et al., 2010). Participan 16 estudiantes de ingenieria (quimica, electricidad,
electronica y en automatizacion) de una institucion de Educacion Superior Técnico Profesional (TP)
de Chile, que se encuentran en su ultimo afio de formacion.

Instrumento

Similar a los trabajos de Hoch y Dreyfus (2006) y Muifioz-Porras (2015), nuestro cuestionario consta
de un apartado sobre factorizacion y de resolucion de ecuaciones (A y C), ambos con dos preguntas
cada uno. Por otro lado, se incluyeron dos items (B) en los que los sujetos deben completar los
recuadros de manera que se verifique la igualdad, aspecto que aparece en las guias de trabajo de la
institucion y en los trabajos de Vega-Castro (2013). Se cuenta con la autorizacion de las autoras para
su aplicacion. Por ultimo, se incluyeron cuatro preguntas sobre el calculo de limites de una funcion
en un punto (D), la ultima de ellas contextualizada, seleccionadas de evaluaciones realizadas por los
docentes de la institucion. Esta decision fue motivada ya que esta investigacion pretende analizar el
sentido estructural de estudiantes de ingenieria, como una mejora de sus habilidades en célculo,
dimension ausente en los instrumentos existentes.

Se solicito a tres expertos de sentido estructural la revision del disefio del instrumento y a tres docentes
de la institucion en que se aplica, que resolvieran el instrumento y dieran su retroalimentacion. En la
Tabla 2, se muestran los items del cuestionario.
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Tabla 2. ftems del cuestionario

A) Transforme las expresiones en otras equivalentes mediante factorizacion.
x*—7x2+10 = 2) 50x%y* —182° =
B) Complete cada recuadro de tal forma que las expresiones sean equivalentes y se pueda simplificar.

G2« [ ]
N e [ )

(h+2)>-4  ( +2)(| -2)
1 G2

C) Resuelva las ecuaciones, calculando el valor de la expresion solicitada

5)Si6(2—a)+3(2—a) =0, ;cuanto vale 2 — a?

6) Si 4a’b? — 4ab + 1 = 0, ;cuanto vale ab?
D) Transforme las expresiones, indicando los codigos de las estructuras utilizadas para determinar el valor
de los siguientes limites:

3)

x3-8 2sen(3x)
7 ll 52 x2-5x+6 8) alcllg Vx+1-2 %) ;lceo 5x
10) El ingreso promedio por articulo X en una empresa es [ = m

(Qué sucede si los productos disminuyen a cero?

Los estudiantes los items propuestos individualmente, contando con 80 minutos en horario de clases.
Durante la aplicacion del instrumento se le solicito al estudiantado hacer el desarrollo completo de
sus respuestas, indicando la importancia de estas para la investigacion y se les pide registrar los
codigos de las estructuras utilizadas. Para ello, se les entrega una guia de codigo-estructura con
productos notables, propiedades de potencias, propiedades de raices, ecuaciones y limites
trascedentes.

RESULTADOS

En la Tabla 3 se presenta un resumen de los resultados, indicando el numero de estudiantes que
respondieron a cada item, los que mostraron Unicamente destrezas de manipulacion y los que
evidencian las diferentes componentes de sentido estructural, considerando que en algunos items se
aplica mas de una componente, razéon por la cual la suma pueda ser mayor al nimero total de
respuestas.

Tabla 3. Resumen de resultados por item

Componentes
ftem  Respuestas Manipulacion Cl C2 (C3 €4 C5 cCc6 C1T c8 9
I1 16 6 10
2 14 4 10 5 5
I3 12 10 2 2 1
14 12 7 5 5 5
I5 15 11 2
16 15 13 2 1
17 13 9 4 4 4
18 11 7 4 4 4 2 4
19 9 6 3 3 3
110 9 4 5 5 3 5

En relacion con la participacion del estudiantado se puede destacar que de las 10 preguntas realizadas
las ocho primeras fueron contestadas por la mayoria de los estudiantes, sin embargo, las ultimas dos
preguntas superan levemente el 50% de respuestas (independiente si estas estan correctas o no).
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En el item A referido a preguntas de factorizacion, encontramos que todos los estudiantes contestaron
a la primera pregunta, de los cuales 10 evidencian sentido estructural, pues transformaron de forma
correcta la expresion, identificando la estructura en su forma compuesta (C3) ya que reconocen la
identidad a’+(b+c)a+bc=(at+b)(a+c) y pueden aplicar a*=(a%)? para poder sustituir en la estructura
(Figura 1).

En la segunda pregunta, el nivel de participacion del estudiantado baja un poquito, asi como el grado
en que evidencian sentido estructural. De los 14 estudiantes que respondieron, solo cinco evidencian
sentido estructural, eligiendo manipulaciones para hacer el mejor uso de una estructura, en este caso,
sacar factor comun 2 (C4), que a su vez supone reconocer la estructura (factor comtin) en su forma
mas simple (C1), lo que permite identificar la diferencia de cuadrados a> — b>=(at+b)(a — b) en su
estructura mas compleja (C3), aplicando propiedades de potencia a™=(a™)". En la Figura 2 vemos un
ejemplo de dicha resolucién. Otros cinco estudiantes solo llegan a determinar el factor comtin 2 (C1),
no identificando la diferencia de cuadrados.

Figura 1. Ejemplo de respuesta al item 1 con sentido estructural

1)x*=7x2+10 = Q(z-;? sz_ 5 )

| CODIGOS | 7
[cooicos [ N2, /4

(x5 2) (% €)
T VN e

Figura 2. Ejemplo de respuesta al item 2 con sentido estructural

| copiGos |

/K(’*/{_’"'li‘/(/ - 55¢)
3 {/’ 5 Xy Z ' %3 }( 5y /7 22"

Otro apartado con alto indice de respuesta fue el referido a la resolucion de ecuaciones (C), cuyos
apartados fueron resueltos por la mayoria de los estudiantes. Si bien los resultados en sus dos items
son muy diferentes. En el caso del item 5, si bien 10 de los 15 estudiantes respondieron correctamente,
no necesariamente estdn utilizando sentido estructural. La mayoria optd por la manipulacion
mecénica de resolucion de paréntesis, calculando el valor de “a” para luego calcular “2 — a” (Figura
3 izquierda). Concretamente, solo cuatro apreciaron el marcador visual del paréntesis para considerar
“2 — a” como una entidad al transformar la expresion (C2), obteniendo asi la solucion (Figura 3
derecha).

En contraste, en el item 6, solo dos de los 15 estudiantes que resuelven la tarea tratan ab como una
unica identidad, reconociendo que se trata de una ecuacion cuadratica (C3). En la Figura 4 vemos la
solucion de dichos estudiantes, en el que el estudiante de la derecha, ademas, reconoce la estructura
de cuadrado del binomio en su forma compuesta (C3), aplicando sustitucion (C6).
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Figura 3. Manipulacion vs sentido estructural en resolucion de ecuaciones. Respuesta al item 5

u\_:—a\ t 5(2' 0):0
l2 -ba +b-300=0
(24 -bo—30=0
18 = 1o +20
1§ = A
l\ Qa
g

Figura 4. Ejemplo de respuesta al item 6 con sentido estructural

[(c6pi6os Tg | ~ cobigos T R — - —

Forrmola

En el caso del apartado B, en el que se pide completar las ecuaciones, son 12 los estudiantes que
responden. De estos, Unicamente dos estudiantes responden correctamente al item 3 (Figura 5),
usando manipulaciones previas para determinar la respuesta (C4), distinguiendo subestructuras
dentro de la fraccion algebraica y relaciones entre ellas (C5) a través de la racionalizacion. En el caso
del item 4, son 5 los estudiantes que responden correctamente: identifican subestructuras dentro de
una expresion, en este caso h+2 y la tratan como una sola entidad (C2), identificando una estructura
diferencia de cuadrados de forma compuesta, (h+2)2 — 22(C3) y reconocen subestructuras en la
fraccion algebraica (C5) para determinar relacion entre ellas (C7).

Figura 5. Manipulacion vs sentido estructural en la resolucion al item 3
I
(#-90)

VEH 9 )
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[copos [ L% Fez, &l L (x) SR (X —y)
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p { (X4 (x-OWx'+2) (X )T 2)
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Fht

En el item D referido a operatoria y aplicacion de limites, se puede apreciar que unicamente cuatro
estudiantes responden correctamente a los items 7 y 8 (de los 13 y 11 que contestan, respectivamente).
En el caso del item 7, identifican estructuras en su forma simple tanto en el numerador como el
denominador, a3 — b3 y a2+(b+c)atbe (C1) y determinan relaciones entre las subestructuras para
simplificar(C5) y luego poder calcular el valor del limite (C9). En el item 8, ademas de estas ultimas
componentes, vemos que realizan manipulaciones previas para determinar la estructura en su forma
compuesta (C4) en este caso la diferencia de cuadrados a2 — b2 por medio de racionalizacion (C7).
En la Figura 6 se muestra un ejemplo de resolucion del item 7 (izquierda) y el item 8 (derecha) donde
se perciben dichas componentes.
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Figura 6. Ejemplo de respuesta al item 7 (izquierda) y el item 8 (derecha) con sentido estructural
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En el item 9, como se muestra en la Figura 7, inicamente tres de los nueve estudiantes que responden
a esta pregunta lo hacen de manera correcta, identificando la estructura en su forma compuesta (C3)
en contexto de limites trigonométricos y relacionan las subestructuras involucradas (CS5) para
finalmente calcular el valor del limite (C9).

Figura 7. Ejemplo de respuesta al item 9 con sentido estructural

9) limz;en(lix) = ( V. 2 ge"\ r"b -0 ) j
x—0 5x *30
S-o
[[CoDIGOS | T1
o /1
2% ‘\W"\ / M"/\ ‘c‘ }(
A3 | o N, é
2.2 %0 =28 )
S 5y

DISCUSIONES Y CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos del andlisis muestran una clara discrepancia entre la manipulacion
algebraica y el sentido estructural por parte de los estudiantes. Si bien se observa una destreza en la
manipulacion algebraica en los items A, B y C, en la pregunta 5, donde se constata que a pesar de
que un numero considerable de estudiantes obtienen respuestas correctas, su proceso de resolucion
se limita a una ejecucidon mecanica del procedimiento sin identificar marcadores visuales, ni
comprender el significado de las expresiones algebraicas. Estos hallazgos coinciden con las ideas
planteadas por Vega-Castro (2010), quien sostiene que el trabajo de los estudiantes con expresiones
algebraicas suele ser superficial y mecanico, sin una verdadera comprension de estas, lo que
demuestra la necesidad de mejorar el sentido estructural de los estudiantes en el ambito algebraico.

Por otro lado, el analisis revela que el item D presenta la mayor cantidad de preguntas sin desarrollo
o con desarrollos incorrectos. Estos resultados muestran la importancia de fomentar en los estudiantes
una comprension mas profunda y flexible de los conceptos matematicos, capacitandolos para
aplicarlos de manera efectiva en diferentes situaciones y contextos.

Ademas, se observa que un alto porcentaje de estudiantes no registrd los codigos utilizados en sus
desarrollos. Esto podria atribuirse a la falta de familiaridad con este tipo de evaluacion, a la
priorizacion del desarrollo de los ejercicios sobre la argumentacion de estos o incluso al
desconocimiento de las estructuras involucradas. Estos hallazgos resaltan la importancia de propiciar
en el estudiantado el desarrollo de habilidades que les permitan reflexionar sobre sus procesos de
resolucion y registrar adecuadamente sus estrategias y razonamientos.

En ultima instancia, los resultados del estudio destacan la necesidad de potenciar el desarrollo del
sentido estructural en el estudiantado desde los primeros afios de formacion. Dotar al estudiantado
con las herramientas necesarias para comprender profundamente las expresiones algebraicas y aplicar
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conceptos matematicos en diversos contextos, no solo mejorard su desempeflo en asignaturas
especificas como célculo y especialidad, sino que también los preparard mejor para enfrentar desafios
de modelizacion y resolver problemas del mundo real de manera efectiva.

En cuanto al marco conceptual y de analisis utilizado en este estudio, cabe mencionar que las
componentes y categorias que lo conforman permitieron dar cuenta, en unos casos, de la presencia
de rasgos particulares de sentido estructural algebraico en los estudiantes participantes, y en otros,
permitieron identificar la ausencia (o no utilizacion) de esta capacidad. Sera interesante analizar la
naturaleza y las caracteristicas de los items en donde se observo lo anterior, asi como los antecedentes
de los estudiantes en cuanto a su experiencia y conocimientos matematicos.
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