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Resumen

Elrazonamiento inferencial estadistico y la evaluacion de la incertidumbre sobre distintos fenomenos
se han revelado claves para la alfabetizacion matematica de los ciudadanos. Nuestra mirada se
dirige a qué conocimiento matemdtico sobre razonamiento inferencial estadistico muestra un
formador durante la implementacion de una tarea formativa. A través de la videograbacion de la
clase y una entrevista, analizamos el conocimiento del formador sobre el tema obteniendo evidencias
de su conocimiento de registros de representacion de la informacion, el proceso de inferencia y como
el registro y la calidad de la muestra inciden en el proceso de inferencia. El formador identifica, al
realizar la tarea, tres modelos emergentes que relaciona con las formas de registro de la
informacion, que pueden facilitar la comprension del razonamiento inferencial.

Palabras clave: conocimiento matemdtico, estudio de caso, formador de profesorado de
matemadaticas, formacion inicial de maestros, razonamiento estadistico informal.

Abstract

Inferential statistical reasoning and the evaluation of uncertainty regarding different phenomena
have proven to be key elements in the mathematical literacy of citizens. We direct our gaze towards
which mathematical knowledge of statistical inferential reasoning a teacher educator displays during
the implementation of a training task. Through a videotape of the class and an interview, we obtain
evidence of the teacher educator’s knowledge of representation registers, the inference process, and
how the register and the quality of the sample affect the inference process. The teacher educator
identifies, while implementing the task, three emerging models related by him to the types of
recording information, which can shed light on the understanding of inferential reasoning.

Keywords: informal statistical reasoning, initial teacher training, teacher educators’ mathematical
knowledge, case study.

INTRODUCCION

El estudio de la estadistica y la probabilidad forma parte de los curriculos de Educacion Primaria
desde hace mas de dos décadas. En particular, en relacion con el razonamiento inferencial estadistico,
la investigacién ha mostrado que una perspectiva informal, en la que se aborden conceptos como
centralidad y variacion, muestras y muestreo (de Vetten et al., 2019), es accesible a los estudiantes
de Primaria (Makar y Rubin, 2018).

La complejidad del razonamiento inferencial ha llevado a preguntarse por la formacion de futuros
profesores, profesores y formadores (de Vetten et al., 2019; Giaconi et al., 2022; Groth, 2017). En
este trabajo nos centraremos en el conocimiento del formador de profesores. En particular, dadas las
dificultades de los futuros maestros con el conocimiento probabilistico (Castilla et al., 2022) y el
variado perfil de los formadores de maestros (Giadas et al., 2022) (lo que hace que su formacion sobre
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inferencia estadistica sea diversa), nos preguntamos sobre su conocimiento matematico. La
investigacion ha mostrado el caracter integrado de este conocimiento matematico y su estrecha
relacién con su conocimiento didactico del contenido (Escudero-Avila et al., 2021). Si bien hay
algunas investigaciones previas sobre conocimiento de formadores, no hemos encontrado ninguna
especifica acerca del conocimiento de formadores sobre inferencia estadistica.

El objetivo de este estudio es describir el conocimiento matematico sobre razonamiento inferencial
que muestra un formador en la implementacion del experimento de Bayes.

MARCO CONCEPTUAL

La inferencia estadistica permite modelizar como aprendemos de la experiencia. En este contexto, la
probabilidad se presenta con dos sentidos: el grado de certidumbre respecto a la ocurrencia de un
suceso (probabilidad del suceso) y el grado de seguridad en una afirmacion sobre la probabilidad del
suceso (Bayes, 1763). Aun conociendo la probabilidad de un suceso, cabe incertidumbre sobre su
ocurrencia cuando realizamos un experimento, reflejada en las fluctuaciones esperadas entre los
posibles resultados y sus frecuencias observadas. Con el segundo sentido, Bayes (1763) responde al
problema inverso: sin conocerla a priori, qué afirmaciones podemos hacer sobre la probabilidad de
un suceso a partir de una muestra obtenida al realizar un experimento, y con qué grado de certidumbre.

La ensenanza del razonamiento inferencial pasa por entender y operar los conceptos de modelo
probabilistico, muestreo, fluctuaciones y representaciones de una muestra, e incertidumbre sobre una
probabilidad desconocida (Batanero y Alvarez-Arroyo, 2024; de Vetten et al., 2019; Makar y Rubin,
2018). Bocherer-Linder et al. (2017) estudian como la visualizacién del modelo probabilistico puede
ser un facilitador para entender el razonamiento bayesiano.

Hay algunos estudios sobre el conocimiento del contenido matematico de profesores o futuros
profesores en relacion con la inferencia (e.g. Vetten et al., 2019), asi como su conocimiento didactico
del contenido (e.g. Lopez-Martin et al., 2019). Sin embargo, hemos encontrado escasos estudios que
aborden el conocimiento sobre inferencia del formador de profesores. Una excepcion es el de Giaconi
et al. (2022), quienes analizan la practica de una formadora cuando ensefa inferencia estadistica. En
este estudio, a pesar de no centrarse en su conocimiento, la formadora identificaba su necesidad de
conocer en mas profundidad algunos contenidos para poder usarlos mejor en la formacion docente.

Diversas aproximaciones al estudio del conocimiento del formador parten de modelos de
conocimiento del profesor (Castro-Superfine et al., 2020; Zaslavsky y Leikin, 2004). No obstante, el
conocimiento del formador se caracteriza por su fundamentacion epistemologica, su fluidez y las
conexiones entre contenidos (Escudero-Avila et al., 2021; Zopf, 2010).

En este trabajo nos centraremos en analizar el conocimiento matematico del formador en una sesion
sobre razonamiento inferencial estadistico informal. Para abordar dicho conocimiento nos serviremos
de la estructuracion del modelo Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge (MTSK, Carrillo et
al., 2018). Estudios anteriores han contribuido a validar el uso del modelo MTSK como detonante de
un modelo de conocimiento del formador (Pascual, 2021; Pascual et al., 2019; Martignone et al.,
2022). En particular, en relacion con el conocimiento matematico, estos modelos se han servido de
la categorizacion del MTSK para modelizar dicho conocimiento (Giadas et al., 2023). En el dominio
del conocimiento matematico del modelo MTSK se diferencian tres subdominios: conocimiento de
los temas matematicos (KoT), conocimiento de la estructura de las matematicas (KSM), o
conocimiento de conexiones entre distintos temas matematicos, y el conocimiento de la practica
matematica (KPM), o conocimiento sintactico sobre como hacer matematicas. Dado que en el andlisis
de esta sesion solo hemos encontrado evidencias de KoT, describimos las categorias de este
subdominio. En el conocimiento de los temas (KoT) en el modelo MTSK se diferencia conocimiento
sobre: definiciones, propiedades y sus fundamentos, referido al conocimiento sobre conceptos y
fundamentacion conceptual; registros de representacion, como distintos modos de expresion de ideas
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sobre un tema matematico; fenomenologia y aplicaciones, o conocimiento sobre situaciones que
permiten ser modelizadas con el tema y en las que puede aplicarse; y procedimientos propios del
tema, tanto convencionales como alternativos, incluyendo como se hace, cuando, por qué y como son
los resultados del proceso. Situandonos en el conocimiento del formador, partimos de que estos
conocimientos pueden presentarse de una forma compartida o no con el de un profesor de
matematicas y que serd el andlisis cualitativo, en términos de profundidad y alcance, el que nos
permitira caracterizar el conocimiento del formador del estudio.

MARCO METODOLOGICO

Para dar respuesta al objetivo de investigacion analizamos, bajo la perspectiva de un estudio de caso
instrumental (Stake, 1995), el conocimiento de un formador de maestros cuando implementa una
tarea formativa sobre razonamiento inferencial estadistico informal.

Esta tarea ha sido disefiada por los investigadores, para la formacion inicial de maestros de Primaria,
y pretende que los futuros profesores construyan conocimiento matematico: representacion y analisis
de una muestra, descripcion del proceso de razonamiento o argumentacion inferencial y grado de
incertidumbre de dicha inferencia (de Vetten et al., 2019). Al mismo tiempo, persigue que amplien
su conocimiento sobre situaciones ligadas a la probabilidad, incluyendo situaciones de prediccion.

La tarea se basa en el experimento ideado por Bayes: una persona, de espaldas a una mesa, lanza
sobre ella una bola roja y debe, sin mirar la mesa, decir en qué lugar de la mesa cree que cayo. Para
ello, lanza una cierta cantidad de bolas negras, obteniendo informacion sobre sus posiciones en la
mesa con referencia a la primera bola (a su izquierda o a su derecha, arriba o abajo de ella). Con base
a la informacion obtenida de la situacion de las bolas negras respecto a la roja (muestra), la persona
debe inferir en qué lugar de la mesa cay¢ la primera bola.

En la primera actividad de la tarea de nuestro estudio, los futuros maestros asumen roles de tirador y
observador, y replican en grupos el experimento de Bayes, con pequefios sacos en lugar de bolas
(Climent et al., 2023). Se han usado sacos, cuadrados de 3cm de lado llenos de arena, para que no se
asocie el experimento con uno tipico de urnas y bolas.

El tirador, de espaldas a una mesa, lanza un primer saco del que tiene que predecir su situacion en
ella. Posteriormente, sin mirar donde cay6 el primero, lanza otros cinco sacos y el observador le da
la informacién de donde han caido respecto del primero (arriba/abajo y derecha/izquierda).
Finalmente, el lanzador tiene que realizar la prediccion de la situacion del primer saco a partir de la
informacion recibida de la situacion de los cinco siguientes. (Por ejemplo, si los cinco sacos han caido
a la derecha del primero podria significar que este estaba muy a la izquierda de la mesa)

Una vez realizado el experimento, los grupos de futuros maestros deben reflexionar sobre su registro
de la informacioén durante el experimento, la calidad de sus predicciones, las matematicas que han
puesto en juego en la actividad y si han usado probabilidad. Ademas, deben discutir la posibilidad de
aplicar esta actividad en Educacion Primaria.

En la segunda actividad de la tarea, se proporciona a todos los grupos de futuros maestros unos
resultados hipotéticos de la realizacion del experimento (Figura 1) y se les pide una prediccion en
base a ellos. A partir de esto, se pretende institucionalizar el contenido de la sesion.

Esta tarea fue implementada en un grupo de 65 estudiantes para maestro (EPM) en el transcurso de
una materia que aborda ensefanza y aprendizaje de la estadistica y la probabilidad, entre otros
contenidos, pertenecientes al tercer curso del Grado en Educacion Primaria
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Figura 1. Actividad 2 de la tarea. “Consensuamos una prediccion”

Supongamos que, al realizar los cinco lanzamientos para obtener informacidn, los sacos quedaron dos veces
a la izquierda/arriba respecto del primero, dos veces a la izquierda/abajo del primero y una, a la
derecha/debajo de donde estaba el saco inicial, lo que podemos representar como en la tabla, a
continuacién. Discutid en pequefio grupo cuél seria vuestra prediccién sobre la posicion del saco inicial.

izquierda/arriba izquierda/abajo derecha/arriba derecha/abajo

2 2 0 1

El formador (al que llamaremos José), cuyo conocimiento evidenciado en la implementacion de la
tarea hemos analizado (al que llamaremos José), tiene 8 afios de experiencia en la formacion inicial
de maestros de Primaria y experiencia también en formacion continua. José es graduado en Educacion
Primaria, tiene formacion de master y es doctor, ambas cosas en Didéctica de la Matematica. Formo
parte, junto con los autores, de dos proyectos de innovacion sobre ensefianza de la probabilidad
subjetiva. Ha impartido esta materia durante 5 afios, si bien este es el primer afio que implementa esta
tarea.

Previo a su implementacion, el formador dispuso de una guia detallada de la actividad, elaborada por
los investigadores, que reflejaba sus objetivos, algunas sugerencias para su implementacion y las
fichas para el alumnado. La implementacion de la sesion fue video-grabada con una cadmara en el
fondo del aula, previo consentimiento de los futuros maestros. Ademas, tras un primer analisis de los
datos, se realizd una entrevista semi-estructurada para aclarar y profundizar en algunas cuestiones.
Junto con la transcripcion de la observacion de la implementacion de la tarea y de la entrevista
posterior, contamos con un diario libre que José completo tras su implementacion de la tarea.

Utilizamos el andlisis tematico (Braun y Clarke, 2006) para identificar el conocimiento del formador
sobre razonamiento inferencial estadistico. Se trata de un andlisis de tipo inductivo, que genera las
categorias de andlisis a partir de los datos. El andlisis se realiza en tres fases: 1) un primer analisis en
el que partimos de las categorias de los subdominios KoT, KPM y KSM del modelo MTSK, con la
sensibilidad teorica (Glaser, 1978) de nuestras lecturas sobre razonamiento inferencial y el
conocimiento de profesores sobre €ste; este analisis produce unidades de informacion donde hay
evidencias de conocimiento matematico y términos que describen el conocimiento evidenciado en
estas unidades (por ejemplo, “nocién de probabilidad geométrica”, “modelo probabilistico”, o
“modelo de urna”); 2) Revisamos los términos identificados y buscamos relaciones entre ellos,
generando indicadores del conocimiento del profesor atendiendo a las categorias del MTSK (Tabla
1) (por ejemplo, los términos referidos en el paso 1 se aglutinan en el tercer indicador de la Tabla 1);
3) Analizamos de nuevo los datos con los indicadores de la Tabla 1, obteniendo coémo se observan
estos indicadores en este formador, que da lugar a los resultados que presentaremos en la seccién
siguiente.

Tabla 1. Indicadores del conocimiento de los temas (KoT) sobre razonamiento inferencial estadistico

Categorias del KoT Indicadores referidos a razonamiento inferencial estadistico

Definiciones, propiedades y sus | Aportaciones de algunas caracteristicas de la muestra, como la

fundamentos calidad de la informacion, al proceso de inferencia.

Registros de representacion Diferentes modos de registro de los resultados de la realizacion de
un experimento y potencialidad para la inferencia.

Fenomenologia y aplicaciones Modelos probabilisticos relacionando la informacion desconocida

(en el experimento, la posicion del primer saco) y valores
hipotéticos con posibles muestras (considerando fluctuaciones
esperadas).

Procedimientos Proceso de inferencia a partir de una muestra.
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Todos los analisis fueron desarrollados de forma individual por cada autor en un primer momento y
después consensuados por los cuatro, en un proceso de triangulacion de expertos y de instrumentos
(la grabacion de la implementacion, su diario y la entrevista).

RESULTADOS

Tras el andlisis de las transcripciones, hemos encontrado evidencias de conocimiento del formador
sobre la representacion grafica de la informacion recibida para la inferencia (indicador de la Tabla 1
relativo a la categoria Registros de representacion). Durante la puesta en comun de los resultados, el
formador reflexiona sobre el uso por parte de los futuros profesores de una division de cuadrantes
que emula el plano cartesiano, para traducir la informacion verbal que recibe el tirador y sobre como
esa traduccion le sirve para matematizar la informacion recibida (Unidad 1).

Formador: Este grupo ha utilizado, no solamente un registro escrito de la informacion, sino que ha hecho o ha
dividido la mesa en cuadrantes. [...] Y teniendo en cuenta esto, voy registrando la informacion utilizando una
representacion, que me puede dar mas o menos informacién sobre donde estd mi bola [saco inicial’], ;vale?
Parece que esta representacion aporta, como dice Maria, algo mas. Algo mas de precision a la hora de decir
donde esta la bola [...] Con lo cual es una manera de registrar la informacion distinta a hacerla escrita. (Unidad

1)

En otro momento, el formador acepta la aportacion de un estudiante para maestro de como registrar
la muestra para mejorar su calidad (Unidad 2), mostrando conocimiento sobre registros y sus efectos
en el proceso de inferencia.

Formador: Si ponéis una mesa cuadriculada, la calidad de la informacion es mucho mejor, porque tenéis mucha
mas precision, tenéis mas puntos de referencia que os pueden servir para determinar donde esté la bola [saco
inicial]. (Unidad 2)

En la entrevista posterior, hemos podido corroborar que el conocimiento que tiene José sobre como
afecta la representacion de la informacion en la calidad de la prediccion, se justifica y se conecta con
el uso de distintos modelos probabilisticos. Su aportacion en este momento se ha revelado util en la
fundamentacion de los modelos probabilisticos que los EPM desarrollaban durante la sesion.

Se ha evidenciado conocimiento del formador sobre modelizaciones del experimento inferencial
(indicador de la Tabla 1 relativo a la categoria Fenomenologia). En la Unidad 3 el formador conduce
la discusion para llegar a la nocién de probabilidad geométrica, haciendo uso del ejemplo de un
posible caso: “si la primera bola hubiera caido aqui, ;qué se espera de la ubicacion de los demas
lanzamientos?”. Este tipo de razonamiento estd en la base de la inferencia estadistica: relacionar
inicialmente estados posibles de una caracteristica desconocida con resultados de un muestreo, para
después, inversamente, con los resultados de un muestreo, hacer inferencias sobre el estado real de
dicha caracteristica. Esta unidad muestra, ademas, su conocimiento del proceso de inferencia
(indicador de la Tabla 1 relativo a la categoria Procedimientos).

Formador: La mayoria han estado en ese cuadrante. ;Por qué sucede eso? O sea, ;por qué la mayoria de
lanzamientos de bolas negras han estado en este cuadrante? (Unidad 3)

En su conjunto el formador identifica tres modelos: de 4rea (Unidades 3 y 4), de proporcion y de
probabilidad (ambos en la Unidad 5). Este conocimiento evidencia como se puede usar la informacion
para realizar la prediccion. El formador relaciona estos modelos con distintos bloques de contenidos.

Formador: Si tu bola [saco inicial] ha caido aqui, en términos de area es mas probable que caiga donde no ha
caido esta. Entonces, seguramente, la informacion que te dé el observador esté mas relacionada con “estd a la
derecha” y, si ahora subdividimos otra vez el espacio, podemos pensar que es mas probable que caiga por este

7 Aunque el experimento se realiza con sacos, el formador durante la discusion hace alusion a bolas (una roja, la inicial,
y negras, las cinco restantes)
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lado y en tu caso ha sucedido eso [...] que en la esquina superior derecha han estado la mayoria de las bolas
negras [sacos posteriores]. (Unidad 4)

Formador: Ese, digamos, razonamiento se basa quiza en el conteo que se hace de las tiradas y en como la
frecuencia de abajo-arriba, etcétera, sitia mi primera bola [saco], ;vale?, que es con respecto a la que tengo
que dar la informacion, porque, por ejemplo, si... Si hay un momento donde yo digo... que aqui hay cero, a la
izquierda y a la derecha hay 5, ;donde situariais la bola [saco]?

EPM: A la izquierda.

Formador: A la izquierda, ;no?, o sea, porque todas las bolas negras [cinco sacos posteriores] han caido por
aqui, con lo cual, parece que lo mas probable es que la roja [saco inicial] esté por aqui, ;vale? [...] La tabla te
lo dice. Pero la interpretacion que uno tiene que hacer de la informacion, puede ir por ahi, ¢vale? Y fijaos que
estamos haciendo dos interpretaciones diferentes [...] y ahi es donde viene quizés la tercera aproximacion que
tendra una aproximacion de probabilidad. Y es que yo haga una especie de urna ficticia, ;vale? donde vaya
metiendo bolas. Bolas en funcion a qué es lo mas probable que salga. (Unidad 5)

En la Unidad 5 observamos asimismo como el formador propone un caso extremo (que no haya
ningln saco a la izquierda) con una intencion didactica, eliminando los distractores que equilibran
las probabilidades en la prediccion, de forma que los EPM puedan ganar seguridad en la prediccion.
El formador realiza la inferencia suponiendo esta muestra, lo que evidencia conocimiento en relacion
con dicho proceso (indicador de la Tabla 1 relativo a la categoria Procedimientos).

José introduce cuestiones relacionadas con el andlisis de la calidad de la informacién recibida y su
influencia en el proceso de inferencia:

Formador: Entonces. ;Como os ha dado la informacion el observador? ;Habéis sentido que la calidad de la
informacion ha sido buena? ;Ha sido mala? [ La estudiante para maestro alude a que le aportaban informacion
en palmos]. Exactamente, esa informacion también esta en lo que te esta diciendo el observador, o sea, no
solamente que la bola negra [sacos posteriores] con respecto a la roja [saco inicial] esta a un palmo, sino que
minimo, con respecto al limite de la mesa, también esta a un palmo. A eso me refiero con la calidad de la
informacion total del observador, porque eso también puede ser util. (Unidad 6)

De este modo, José introduce la reflexion sobre la valoracion del muestreo en el razonamiento
inferencial. El formador, plantea coémo la muestra aporta una informacion diferente a “izquierda o
derecha” y como el peso de las informaciones recibidas puede ser diferente en el procedimiento de
inferencia. Esta evidencia de conocimiento se refuerza con otras intervenciones (Unidad 7):

Formador: Y jtodos los lanzamientos os han aportado la misma informacion o ha habido lanzamientos que no
os han aportado nada? (Unidad7)

Esta pregunta del formador obliga a los EPM a ser criticos con la informacion recogida y su utilidad,
mostrando conocer que el peso de las informaciones disponibles puede ser diferente. Hemos asociado
este conocimiento al indicador relativo a la categoria Definiciones, propiedades y sus fundamentos,
en su intento de fundamentar el proceso de matematizacion de los resultados en la inferencia.

CONCLUSIONES

De los resultados obtenidos, podemos extraer conclusiones sobre el conocimiento del formador
referido a su conocimiento del tema (KoT), en relacion con los indicadores descritos en la Tabla 1.

Su conocimiento de registros de representacion, permite al formador comparar y validar las
representaciones que usan los EPM y condiciona el punto de partida para matematizar la inferencia.
En lo relativo al conocimiento del formador sobre modelos probabilisticos (Batanero y Alvarez-
Arroyo, 2024), hemos encontrado que, a pesar de las tensiones referidas en Giaconi et al. (2022), el
formador relaciona cada modelo y su repercusion en la comprension del razonamiento inferencial, lo
que supone conocimiento matematico util en sesiones en las que se construye dicho razonamiento.
Finalmente, destacamos el proceso de evaluacion de la informacion que aporta la muestra, como parte
del conocimiento necesario para la construccion de la inferencia (de Vetten et al., 2019) presente en
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la sesion. De este modo, el formador muestra en sus intervenciones conocimiento sobre algunos
elementos clave para la ensefianza del razonamiento inferencial (Batanero y Alvarez-Arroyo, 2024;
de Vetten et al., 2019; Makar y Rubin, 2018). En particular, destacamos su conocimiento de diferentes
modelos probabilisticos que permiten interpretar el experimento, lo que puede ser la base para
facilitar la comprension del razonamiento bayesiano (Bocherer-Linder et al., 2017). En particular, el
modelo de area destaca la visualizacion de la informaciéon como ayuda en el razonamiento inferencial
(Bocherer-Linder et al., 2017), el de urnas puede permitir relacionar este experimento con otros mas
conocidos por los estudiantes para profesor relacionados con probabilidad (Castilla et al., 2022). Cabe
plantearse si como conecta el formador estos modelos puede ser un elemento diferenciador del
conocimiento del formador, como apuntan estudios previos (e.g. Zopf, 2010).

De esta sintesis se desprende la utilidad del modelo MTSK y su adaptacion para estructurar el
conocimiento del formador de maestros, como herramienta de andlisis. En este caso nos hemos fijado
en elementos de su conocimiento del tema. La restriccion de evidencias de conocimiento matematico
del formador a este subdominio podria explicarse por la complejidad epistemoldgica de este
contenido y la escasa atencion que recibe en la formacion de maestros. Esta es una cuestion sobre la
que seria interesante seguir indagando en otros formadores, con igual y diferente perfil. También seria
de interés estudiar en qué sentido, como se sefiala en otras investigaciones (Escudero-Avila et al.,
2021; Zopf, 2010), el conocimiento matematico que evidencia el formador puede diferenciarse del
de un profesor implementando esta actividad adaptada al nivel correspondiente.

Los elementos de conocimiento del formador evidenciados podrian ser el punto de partida de la
reflexion para propuestas de desarrollo profesional de formadores, en complementariedad con
Giaconi et al. (2022), en la ensefnanza del razonamiento inferencial estadistico.

El estudio del conocimiento matematico del formador, como agente de cambio en la educacion
matematica, requiere reflexion y profundizacion y debe complementarse con el analisis de su
conocimiento didéactico del contenido para comprender el proceso de formacion de maestros.
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