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Presentacion

Durante los dias 14 al 16 de febrero de 2010 se han celebrado las Jornadas de
Investigacion del Grupo de Didactica del Anélisis de la SEIEM en la Universidad
Internacional Antonio Machado de Baeza (Jaén), lugar idoneo para la reflexion y para
disfrutar de la belleza de la ciudad.

Se han expuesto y debatido cuatro ponencias sobre la ensefanza-aprendizaje de la
integral definida en los niveles de Bachillerato y Universidad.

La primera ponencia “Comprension de la integral definida en el marco de la teoria
APOE” de la Dra. Maria Teresa Gonzélez Astudillo, de la Universidad de Salamanca y
del Profesor Eliécer Aldana Bermudez de la Universidad Quindio-Armenia de
Colombia, en ella se expusieron los resultados que se estdn obteniendo en una tesis en
curso sobre estudiantes colombianos de tercer afio de licenciatura que se enfrentan por
primera vez a la ensefanza del concepto de la integral definida de Riemann, haciendo
ver como desde la perspectiva tedrica los sujetos realizan ciertas construcciones
mentales para comprender los conceptos matematicos.

La segunda ponencia “La integral definida en las pruebas de acceso a la universidad
(PAU): sesgos y restricciones en la ensefianza de este objeto en 2° de Bachillerato” de la
Profesora Lourdes Ordofiez Cafiada y del Dr. Angel Contreras de la Fuente de la
Universidad de Jaén, donde, aplicando el marco tedrico del enfoque ontosemidtico de la
cogniciéon matematica (EOS), se abordaron los significados institucionales de referencia
de la integral definida mediante las configuraciones correspondientes y la problematica
de las PAU en la ensenanza-aprendizaje de dicho concepto.

La tercera ponencia “La comprension de la integral definida desde la perspectiva APOS
en alumnos de ingenieria” fue referida por el Dr. Francisco José Boigues Planes, de la
Universidad Politécnica de Valencia, y mostré un estudio realizado con estudiantes de
ingenieria sobre la integral definida y su objetivo fue caracterizar los niveles de
desarrollo del esquema del concepto utilizando una métrica fuzzy para determinar el
grado de desarrollo del citado esquema a través de los niveles intra, inter y trans
definidos desde la teoria APOS.

La cuarta ponencia “La integral de Riemann: interpretacion de los errores de
aproximacion utilizando un CAS (Computer Algebra System)” de los Drs. Matias
Camacho Machin y Martin Socas Robayna de la Universidad de La Laguna y del Dr.
Ramoén Depool Rivero de la Unexpo (Venezuela), en la cual se fueron describiendo e
interpretando los errores que los estudiantes cometen cuando trabajan con la integral
definida en un entorno informatico como el CAS, todo ello seglin las herramientas que
ofrece el marco teorico del enfoque 16gico semiotico (ELOS).

También se presentaron y debatieron dos Comunicaciones de iniciaciéon a la
investigacion, una sobre la comprension visual en la integral definida, de las profesoras
Blanca Souto Rubio ¢ Inés Maria Gomez Chacon de la Universidad Complutense de
Madrid; la otra sobre la ensefianza-aprendizaje de la optimizacidon en estudiantes de
Bachillerato, de la profesora Teresa Balcaza Bautista de un Instituto de Educacion
Secundaria de Jaén.

Por parte de los asistentes, los debates han sido muy ricos e intensos extrayéndose
conclusiones bastante clarificadoras para la ensefianza en las aulas de los conceptos ya
descritos, tanto para el profesorado universitario como de secundaria.

El Coordinador: Angel Contreras de la Fuente.
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COMPRENSION DE LA INTEGRAL DEFINIDA EN EL MARCO DE LA TEORIA
APOE

M? Teresa Gonzalez Astudillo”
Eliécer Aldana Bermudez™*

Resumen

En esta comunicacion se presenta un estudio sobre la comprension del concepto de
Integral Definida en el marco tedrico APOE de once alumnos de tercer curso de
Licenciatura de Matematicas de una universidad colombiana. Para realizar este estudio,
inicialmente se identificaron los elementos matematicos que configuran el concepto
para establecer una descomposicion genética del concepto de integral definida.
Posteriormente, se recogid informacion utilizando tres instrumentos distintos: un
cuestionario, una entrevista y un mapa conceptual. En esta ponencia se presenta una
primera fase del andlisis de los datos, que se llevo a cabo identificando los elementos
matematicos que utilizan los alumnos para resolver una de las tareas propuestas, y el
uso que hacen de los sistemas de representacion grafico, algebraico y analitico.

Palabras clave: Integral definida, comprension, esquema, formas de representacion.

Abstract

In this paper is presented a study within the theoretical framework APOS about the
understanding of the concept of definite integral of eleven third-year students of
Bachelor of Mathematics, in a Colombian university. Initially the mathematical
elements that make up the concept were identified and a genetic decomposition of the
concept is established. Then the data were collected through three different instruments:
a questionnaire, an interview and a concept map, to characterize the development of the
outline of these students. In this paper a data analysis is presented based on the
identification of the mathematical elements used by the students when they solved one
of the mathematical problems and the use they did of graphic, algebraic and analytic
systems of representations.

Keywords: Defined integral, understanding, scheme, representation systems.

1.- INTRODUCCION

El marco tedrico en el que se ha desarrollado esta investigacion es la teoria “APOE”,
desarrollada por Dubinsky (1991) y su grupo de investigadores el Research in
Undergraduate Mathematics Education Community (RUMEC), basada en la nocién de
abstraccion reflexiva (Piaget y Garcia, 1982) y que fue modificada para ser aplicada al
Pensamiento Matematico Avanzado. Desde esta perspectiva tedrica del conocimiento
matematico, Dubinsky (1991) y Asiala et al., (1996) consideran que los sujetos realizan
ciertas construcciones mentales para comprender los conceptos matematicos. Estas
construcciones mentales se denominan: acciones, procesos, objetos y esquemas y se
logran mediante diferentes mecanismos como: interiorizacion, coordinacion, inversion,
encapsulacion, desencapsulacion, y tematizacion (Dubinsky, 1991).
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Asiala et al (1996) caracterizan las construcciones mentales de la siguiente forma:

e Accioén: transformacion de un objeto que es percibida por un sujeto como algo
externo.

e Proceso: interiorizacion de una accion cuando esta se repite y el individuo
reflexiona sobre ella.

e Objeto: encapsulacion de un proceso.

e Esquema: coleccion de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que estan
relacionados consciente o inconscientemente en la mente de un individuo en una
estructura coherente y que pueden ser empleados en la solucidon de una situacion
problematica que involucre esa area de las matematicas.

Para realizar estas construcciones, se distinguen seis tipos de abstraccion reflexiva o
mecanismos de construccion: interiorizacion, coordinacion, inversion, encapsulacion,
generalizacion y tematizacidon que se caracterizan de la siguiente forma:

e Interiorizacion: construccion mental de un proceso relativa a una serie de

acciones sobre objetos cognitivos.

Coordinacion: a partir de dos 0 mas procesos se construye un nuevo proceso
Inversién: deshacer un proceso para construir uno nuevo inverso del primero.
Encapsulacién: transformacion de un proceso en un objeto

Generalizacion: se refiere al uso de un determinado esquema en una situacion
distinta a las inicialmente consideradas.

e Tematizacion: reflexion de un esquema considerado como un todo y siendo
capaz de realizar acciones sobre dicho esquema

El refuerzo de la teoria APOE con tres niveles de desarrollo del esquema: intra, inter y
trans, ha llevado a mejorar la comprension y explicacion del concepto de esquema
(Dubinsky y MacDonalds, 2001). DeVries (2001), caracteriza los niveles de desarrollo
de un esquema como:

e intra, cuando solo se identifican aspectos individuales aislados

e inter, se caracteriza por la construccion de relaciones y

e trans, se adquiere cuando se tiene construida una estructura completa, las
relaciones descubiertas en el inter son comprendidas dando coherencia al
esquema.

En opinion de Baker et al., (2000), el uso de estos niveles para analizar el conocimiento
de los estudiantes ayuda a los investigadores a considerar la riqueza de las situaciones y
de los problemas de investigacion. Esta idea fue matizada en el estudio de Sanchez—
Matamoros (2004) sobre el desarrollo de la comprension del concepto de derivada en el
nivel de bachillerato (16- 18 afos) y primer afio de la universidad con una muestra de
150 estudiantes. El andlisis del desarrollo del esquema de la derivada se realizo
estudiando los elementos matematicos y las relaciones logicas que la conforman. Las
relaciones logicas (conjuncidon logica, contrareciproco y equivalencia logica) se
entendieron como ‘“coordinacién entre operaciones” que se establecen entre los
elementos matematicos cuando se resuelve un problema y los elementos matematicos
como “el producto de una disociaciébn o de una segregacion en el interior de una
totalidad previa” (Piaget, 1963, p.8).

El analisis de las respuestas de los estudiantes a diferentes problemas de derivadas
permitio asignarles un nivel de desarrollo del esquema de derivada. Los resultados
obtenidos a partir de los cuestionarios y de las entrevistas, indicaron que hay una
construccion progresiva del esquema caracterizada por la cantidad de elementos
matematicos que usan los alumnos y “por la manera como realiza la sintesis de los
modos de representacion” (Sanchez- Matamoros, Garcia y Llinares, 2006), Este aspecto




determin6 la necesidad de considerar subniveles para mostrar esa progresion en la
utilizacion de los elementos matematicos.

Para poder analizar la comprension de un concepto matematico Dubinsky (1996)
considera lo que denominan descomposicion genética del concepto definida como “un
conjunto estructurado de constructos mentales que pueden describir como el concepto
se desarrolla en la mente de un individuo” (Asiala, et al. 1996, p.7)

En el marco de esta teoria tratamos de abordar el problema de investigacion relativo al
aprendizaje del concepto de integral definida; en particular nuestro objetivo es describir
el desarrollo de los esquemas de alumnos universitarios de acuerdo con la teoria APOE
a partir de una descomposicion genética inicial del concepto de integral definida.

Antecedentes

Entre las investigaciones realizadas en torno al concepto de integral definida hay que
destacar el analisis epistemoldgico de Dubinsky, et al (2000) relativo a las aportaciones
de matematicos tales como Arquimedes, Cavalieri, Wallis y Roberval al desarrollo del
concepto de Integral Definida. Estos matematicos contemplan el calculo de la integral
definida desde dos puntos de vista distintos: o bien por medio de subdivisiones
asociadas al método de exhauscion de los griegos que luego fue refinado por el método
de aproximacién de las sumas de Riemann, o bien el método de los indivisibles, que
implica considerar, por ejemplo, una superficie como compuesta por lineas paralelas.
Una vez realizado el estudio historico se compararon estas concepciones de los
matematicos con las justificaciones ofrecidas por estudiantes universitarios en una
entrevista después de una instruccion previa y, a partir del analisis, concluyeron que
habia algunas similitudes entre ambas y que, ademas, los estudiantes mostraban una
vision diferente a la desarrollada durante la instruccion recibida.

En una investigacion posterior, Czarnocha et al., (2001) muestran que para la
comprension del concepto de Integral Definida es necesaria la coordinacion de dos
esquemas, el esquema visual de la suma de Riemann, de indole geométrico, y el
esquema de los limites de la secuencia numérica. Para realizar este estudio propusieron
una descomposicion genética inicial que contempla el concepto de funcion y el de suma
de Riemann como objetos, la coordinacion de los procesos de funcién y suma de
Riemann y la aplicacion del esquema de limite a las sumas de Riemann para obtener un
nimero. Entre los resultados obtenidos se mostro: que los estudiantes tienen una
concepcidn objeto de las sumas de Riemann y son capaces de obtenerlas a partir de
particiones de diferente tamano, que las dificultades relativas a las sumas de Riemann
tienen que ver con el concepto de limite y que la dificultad con el concepto de limite
crea dificultades en la comprension del esquema de integral definida. Por ello proponen
incluir en la descomposicion genética el concepto de medida de la distancia, la nocion
de sucesion como un objeto, el esquema del limite de la sucesion, el esquema de la
suma de Riemann, y la coordinacion entre el esquema de la suma de Riemann y el
esquema del limite de la sucesion.

Otro estudio relacionado con la construccion del concepto de Integral Definida es un
estudio de caso de una estudiante universitaria realizado por Paschos et al. (2006). La
comprension de los mecanismos mentales que revela esta estudiante en la resolucion de
la tarea permitira decidir si llegan a un verdadera comprension del concepto de Integral
Definida en lugar de tener so6lo una percepcion empirica de la integracion.

Algunos de los resultados mostrados y descritos en estas investigaciones se van a
manifestar también en nuestro estudio, mientras que otros van a ser completamente
distintos.



2.- METODOLOGIA
Esta investigacion forma parte de un estudio desarrollado en Colombia en Armenia en
la Universidad del Quindio con el que se trata de caracterizar el esquema de Integral
definida de alumnos que cursan tercer afio de la Licenciatura de Matematicas y que
estudian por primera vez el concepto de Integral Definida.
Para iniciar la investigacion se llevo a cabo una revision de diferentes libros de texto
que incluyen el concepto de Integral Definida, lo que permitié determinar los elementos
matematicos que configuran este concepto y establecer una descomposicion genética
inicial. Se seleccionaron y analizaron 10 libros de texto, 5 de Bachillerato y 5 de
universidad dando especial importancia a los desarrollos curriculares que sobre la
Integral Definida hacian esas editoriales. Los libros de texto analizados corresponden,
en su gran mayoria, a editoriales de difusion internacional que son la fuente principal de
consulta de los estudiantes a quienes se les aplico el cuestionario. Del andlisis realizado
de los libros obtuvimos los elementos matematicos que constituyen el concepto de
Integral Definida y cuya comprension del concepto es el objeto de esta Investigacion, y
que se concretan en:

e El 4rea como aproximacion ACA.

e El 4rea como limite de una suma ALS.

e La Integral Definida LID.

e Las propiedades de la Integral Definida PID.

e Los teoremas fundamentales y del valor medio TFV.
Estos elementos matematicos pueden ser utilizados en diferentes sistemas de
representacion, es decir, aquellas notaciones gréaficas, algebraicas y analiticas, o bien
manifestaciones verbales, por medio de las cuales se expresan los conceptos y
procedimientos, asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevantes. La
coordinacion de los sistemas de representacion, asi como el uso de los diferentes
elementos matematicos seran indicadores del desarrollo del esquema de la Integral
Definida en los estudiantes.
Una vez seleccionados los elementos matematicos que constituyen el concepto de la
Integral Definida, y de realizar la descomposicion genética del concepto, se
determinaron el tipo de tareas que deberia contener un precuestionario que fue analizado
por expertos en Didactica del Analisis y aplicado de forma experimental. A partir del
informe de los expertos y de los resultados de los alumnos se elabord el cuestionario
definitivo que constaba de ocho tareas y que fue contestado por once alumnos.
Se disefi6 también el guidon de una entrevista semiestructurada (Ginsburg et al., 1983)
para obtener mds informacidn que nos permitiera describir y explicar el nivel de
desarrollo del esquema de Integral Definida de cada alumno. Dichas entrevistas fueron
audiograbadas. Para completar la informacion los alumnos realizaron un mapa
conceptual sobre el concepto de Integral Definida.
El anélisis de los datos recogidos mediante los instrumentos mencionados anteriormente
se llevd a cabo en tres fases que se describen a continuacion:
Fase 1. En la primera fase del anélisis se hizo una revision de las justificaciones dadas
por cada estudiante en el cuestionario definitivo, lo que nos permitié sistematizar esta
primera informacion en diversas categorias para cada pregunta. A partir de este analisis
se elaboraron y aplicaron los guiones de las entrevistas de cada alumno que, ademas,
realizaron un mapa conceptual.
Fase 2. En esta segunda fase se analiz6 cada tarea de forma aislada a través de los
instrumentos tedricos (elementos matematicos usados en diferentes representaciones
grafica, algebraica y analitica), utilizando de manera conjunta el cuestionario, la
entrevista y el mapa conceptual, lo que nos permitid establecer diferencias entre los



alumnos y caracterizar posteriormente la comprension de Integral Definida por parte de
cada sujeto. Previo a este analisis se hizo una lectura detenida de las transcripciones de
las entrevistas, identificandose las unidades de analisis, es decir, el conjunto de frases
que a lo largo de la entrevista ha expresado el estudiante o de aspectos presentes en las
respuestas al cuestionario o el mapa conceptual que muestren el uso o no de los distintos
elementos matematicos.

Fase 3. Las particularidades de cada tarea y la forma como la habia resuelto cada
estudiante nos llevo a esta tercera fase en la que tratamos de estudiar, de forma global,
como un mismo estudiante ha resuelto todas las tareas del cuestionario. Esto nos
permitio obtener una informacion mas detallada de cada individuo sobre el uso de uno o
mas elementos matematicos, la coordinacion entre sistemas de representacion y las
relaciones entre los distintos elementos para caracterizar los distintos niveles de
desarrollo del esquema de Integral Definida en que se encontraba cada uno de los 11
estudiantes. Para ello se analizaron conjuntamente las respuestas al cuestionario, la
entrevista y el mapa conceptual.

En esta ponencia se presenta el andlisis realizado en la segunda de estas fases en
relacion con una de las preguntas del cuestionario que, aunque facil en su concepcion y
disefio, puesto que es el desarrollo que aparece en casi todos los libros de texto, dio
lugar a respuestas muy variadas por los alumnos en cuanto a los elementos matematicos
que utilizaban para responderla y las diferentes formas de representacion utilizadas al
efecto.

3.- RESULTADOS
Se van a presentar los resultados correspondientes a la tarea 3 del cuestionario cuyo
enunciado era:

Sea R la region entre la grafica de la funcién f(x)=x"y el
Intervalo [0,4]

-Utiliza particiones para aproximar el valor del area de la
region R.

-Justifica tu respuesta.

[

.En esta tarea se da la expresion algebraica de una funcion positiva y continua en el
intervalo [0,4], para la que se pide aproximar un drea mediante particiones por lo que no
aparece la palabra integral, el estudiante debe justificar el procedimiento utilizado y, en
este caso, no se proporciona la grafica asociada a la expresion algebraica.

En esta tarea se esperaba que los estudiantes utilizaran los elementos matematicos: el
area como aproximacion (ACA), el area como limite de una suma (ALS), la Integral
Definida (LID) y el teorema fundamental del Céalculo (TFM), y una sintesis entre los
sistemas de representacion grafico, algebraico y analitico, para decidir un valor
aproximado del area y su valor exacto.

A continuacion se van a mostrar las repuestas de los alumnos a esta pregunta
organizadas de forma gradual y progresiva y distribuidos en tres grupos, segun la
cantidad de elementos matematicos que utilizan para resolverla asi como el uso que
hacen de las diferentes formas de representacion.

Primer grupo: Alumnos que utilizan s6lo un elemento matematico y no coordinan
los sistemas de representacion.

El alumno A4 realiza una representacion grafica de la funcion, divide el intervalo
mediante una particion en subintervalos iguales pero so6lo marca las abscisas y las




ordenadas de la particion, no dibuja los rectangulos necesarios para mostrar
graficamente la aproximacion del drea. Dado que sdlo divide el area mediante lineas
paralelas podemos deducir que tiene una concepcion del area de los indivisibiles.
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En el sistema algebraico, plantea una suma sin indicar su significado, relacionandolo
parcialmente con la grafica al utilizar las abscisas en ambos sistemas.
Durante la entrevista tampoco fue capaz de construir los rectangulos ni de calcular sus
alturas y mostrd una idea de limite como aproximacion como se puede percibir en el
siguiente extracto:
I: ;Una suma de Riemann le da el valor exacto del drea o una aproximacion?
A4: Yo sé que una suma de Riemann es un proceso limite.
I: ;Qué es un proceso limite?
A4: La integral definida.
I: ;Cuando aplica el proceso limite esta hallando el valor del area o lo esta
aproximando?
A4: La estoy aproximando, porque la estoy calculando en este intervalo
cerrado.
Podemos concluir que este alumno no coordina sistemas grafico y algebraico, confunde
las sumas de Riemann con el limite de esas sumas, no discrimina entre valor exacto y
aproximado y no es capaz de aproximar el valor del area por ningin método.
La alumna A6 representa graficamente la funcion, y al igual que el anterior divide el
intervalo mediante lineas verticales como si tuviera la intuicion de los indivisibles.
Desde el punto de vista algebraico, plantea el area como el limite de una suma de
Riemann.
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Al intentar durante la entrevista que proporcionara un calculo aproximado del area, se
observa que el célculo del area de los rectangulos supone para ella un gran problema
empezando por el primero de ellos. Asi dice que el rectangulo lo tiene que construir a
partir de 0.5 porque no puede construir un rectangulo en el 0, aun cuando estd
construyendo rectangulos superiores. Cuando tiene que hallar su altura, no evalaa el
valor de la abscisa correspondiente en x°, sino identifica la altura con la abscisa, en este
caso 0.5 (el resto de los rectangulos van a tener de base 1). Ademas, para calcular el
area del rectangulo tendria que multiplicar 0.5 por 0.5 y ella estd considerando que el
area es 0.5 en lugar de 0.25. Finalmente sefiala que el area calculada de esta forma es
una aproximacion por defecto cuando, en realidad, estd construyendo rectangulos
superiores.



1: ;Como obtiene el darea?

A6: El area es la funcion evaluada.

I: ;Qué va a evaluar?

A6: x°

I: ;En qué valor va a evaluar a x°?

A6: En 0.5

I: ;Por qué en 0.5?

A6: Porque es mi altura

I: ;Halle el area de cada uno, como seria?

A6: Del primer rectangulo me da de longitud 0.5 de base por 0.5 de altura.

I: ;Como obtiene la base?

A6: Es que la base no la puedo tomar desde 0 porque ahi, no se me forman

rectangulos.

I: ;Cual seria el area del primero?

A6: El area del primero seria 0.5 por 0.5 de altura

I: ;Cual seria el valor, entonces?

A6: Seria 0,5+4+9+16=29,5

I: ;Ese 29,5 qué representa?

A6: La cota mas baja que puede tomar el area de la grdfica.
Esta alumna utiliza tnicamente el elemento matematico ACA y no consigue una sintesis
entre los sistemas grafico y algebraico, para ella son sistemas independientes.
El alumno A5 representa graficamente la funcion, divide el intervalo en dos
subintervalos iguales (s6lo de forma algebraica, en la grafica no hace ninguna division),
calcula el area de los rectdngulos superiores correspondientes, de forma incorrecta
puesto que no evalda la funcion f(x)=x> en x=2 y x=4, sino f(x) =2x y, finalmente, suma
las dos areas obtenidas.

/ o
g | Jrcrfn)ffob tj 4-’ [D a -
TFeneros g (232 W 2x-8)
| A
20

0 L dd Qs Cele B & tromthn [ 20

Durante la entrevista, este alumno no proporciond ninguna informacién mas por lo que
solo utilizo el elemento matematico ACA y dada la forma de calcular las areas de los
rectangulos solo utilizoé el sistema algebraico

El alumno Al realiza una representacion grafica de la funcion, divide numéricamente el
intervalo utilizando una particion regular en cuatro subintervalos y calcula una
aproximacion del area por exceso aunque en la entrevista dice lo contrario por lo que
podemos inferir que no estd coordinando la representacion grafica con la algebraica.
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Esto lo manifiesta claramente durante la entrevista de la siguiente forma:

I: ;Como calcula las alturas de los rectangulos usando las particiones?

Al: Evaluando la funcion...

I: ;Esos rectangulos son superiores o inferiores, qué tipo de rectangulos esta

trazando?

Al: Inferiores.
A continuacion divide el intervalo en cinco partes y expresa la suma de las areas
correspondientes a los rectangulos construidos sobre esas partes, pero como no esta
coordinando los dos sistemas, el grafico y el algebraico, no estd evaluando la funcién en
los valores adecuados de las abscisas. En realidad, aunque ha hecho sélo cuatro
divisiones, esta calculando el area de un rectangulo de mas (el Gltimo). No se estd dando
cuenta de que para dividir el intervalo en cuatro subintervalos necesita cinco abscisas y
estd manejando esas cinco abscisas incorrectamente.

LE)Y - ) b /) o T Y
_Eﬂ(f)), : 5() 50#%(4) +§(?)+7ﬂ),;j b %_

En la entrevista no consigue afinar la particion, insiste siempre en la misma, aunque
menciona el proceso de paso al limite por lo que podemos concluir que sélo utiliza un
elemento matematico ACA y dados los problemas que tiene para pasar entre los dos
registros, en realidad, so6lo utiliza el algebraico.

Segundo grupo: Alumnos que utilizan mas de un elemento matematico, alguno de
ellos de forma incorrecta y/o no coordina los diferentes sistemas de representacion.
El alumno A3 hace una representacion grafica de la funcion, divide graficamente el
intervalo mediante una particion regular y construye bastantes rectangulos para
aproximar el area. Plantea la expresion del limite de una suma de Riemann pero
confunde las tendencias de la longitud de la particion y la cantidad de divisiones del
intervalo. Aunque plantea ese limite, no es capaz de calcular el area ni siquiera por
aproximacion por lo que recurre a integrar la funcion utilizando la regla de Barrow.
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Durante la entrevista muestra una concepcion procesual del limite, indicando que
cuando se tiende a infinito entonces se va a obtener un valor mas aproximado del area
de la region sombreada.
A3: Al trazar mas, al tener mds particiones voy a aproximarme mas al valor,
que es a lo que iba a llegar, si hago n particiones regulares y si esas particiones
las hago cada vez mas pequerias obtengo un valor mas aproximado al darea
sombreada de esa region, aplicando lo que es la sumatoria de Riemann, que nos
dice que si a esos subintervalos los hacemos que tiendan hacia el infinito, que
cada vez sean mds pequeiios que Se aproximen a cero, entonces esos
subintervalos van a dar un valor mas aproximado del area de la region
sombreada
I: ;Qué haria para aproximar esta area?
A3: Trazar rectas paralelas que estén debajo de la curva.
A3: Tenemos el limite de una particion cuando tiende al infinito de la sumatoria
de la funcién x° de A(x), que A(x) es la diferencia del intervalo 4/n, que seria
esto lo puedo expresar como una integral porque la sumatoria de Riemann me
lleva a una integral definida.
Como la funcion es f(x)=x" va a confundir los rectangulos con los que se aproxima el
area de la funcion con cuadrados, es decir esta considerando el area formada por lineas
rectas correspondientes a ordenadas para cada punto de la division del intervalo, que
dada la funcioén con la que esta trabajando, considera que son cuadrados por lo que se
puede deducir que tiene la intuicion de indivisibles en relacion con el area de la figura.
I: ;Como seria?
A3: Que pueden ser cuadrados de lado 1x1, entonces obtengo cuadrados de 1x1,
de 2x2,de 3x3 y otro cuadrado de 4x4 , asi estaria abarcando el [0,4], y dentro
de cada cuadrado va a estar sombreada una parte de la curva, y seria entrar a
trabajar con los cuadrados independientemente.
1: ;Qué va a formar con esas particiones?
A3: Voy a formar cuadrados, porque los estoy uniendo.
I: ;Cuadrados o rectangulos qué esta formando?
A3: Son cuadrados, sino que se ven como rectangulos, pero son cuadrados.
I: Escriba los valores que va obteniendo de cada uno.
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A3: Aca tengo un cuadrado de IxI, pero como puedo observar, la parte
sombreada es solo una parte, entonces el cuadrado tendria que subdividirlo en
partes iguales de tal manera que esas partes que me queden divididas y
completamente sombreadas.
Durante la entrevista también plantea el calculo del limite de las sumas de Riemann,
pero vuelve a confundir las dos tendencias que ha expresado en el cuestionario y no se
percata del error.
I: ;Cual es el valor?
A3: Si conozco la sumatoria de Riemann, podria utilizar la sumatoria de
Riemann
I: Lo que le piden realmente es aproximar haciendo particiones.
A3: Como la parte sombreada yo la puedo subdividir en intervalos, tales que
cada intervalo sea lo mas pequeiio posible para que me de un valor mas
aproximado a esa area sombreada. Esos subintervalos los llamariamos Ax,
entonces nuestro Ax seria igual a la diferencia del intervalo sobre n. Que nos
dio 4/n.
I: ;Qué representa este 4/n?
A3: Este 4/n nos representa el valor en que se debe dividir el intervalo para
llegar a un valor aproximado del area y ese 4/n lo sustituimos en la formula de
Riemann y tenemos el limite cuando la particion tienda al infinito de la
sumatoria.
I: ;Como calcula esto aplicando el limite de la sumatoria de Riemann?
A3: Haciendo la suma de estas particiones cuando tienda al infinito.
1: ;Como seria?
A3: Esto seria igual al limite cuando n tiende a cero de la sumatoria de n, desde
cero hasta 4 que es el intervalo que nos estin dando de x° entonces empezamos
a desarrollar esto cuando n valga cero nos daria el punto inicial que seria cero,
mds cuando n valga 1 nos daria 4x°, cuando n valga 2 nos daria 2x°, cuando n
vale cero el valor seria cero, cuando n valga I nos daria la sumatoria 42,
Este alumno es capaz de relacionar el limite de la suma de Riemann con la integral
definida y su célculo mediante la regla de Barrow con lo que estd utilizando tres
elementos matematicos: ACA, LID, TFC pero no es capaz de calcular el area de forma
aproximada ni mediante el limite, porque necesita coordinar diferentes sistemas de
representacion al mismo tiempo e interfiere la concepcion del area que posee.
El alumno A8 representa graficamente la funcion, divide graficamente el intervalo en
subintervalos iguales y construye rectangulos superiores a la curva. Menciona que al
refinar la particion se obtiene una mejor para aproximacion del area pero para calcularla
recurre al célculo de la integral mediante la regla de Barrow.
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Durante la entrevista no fue capaz de obtener ninguna aproximacién del area, es capaz
de verbalizar los aspectos teoricos pero no de ponerlos en practica.

I: ;Cudl seria el ancho de cada rectangulo?

A8: Pues la aproximacion, seria ;El ancho?

I: ;Como obtendria el ancho de cada rectangulo?

A8: El ancho de cada rectangulo seria lo mds pequerio que se pudiera calcular.

I: ;Qué seria el ancho con relacion al rectangulo?

A8: El ancho seria, en este caso por asi decirlo la base.

I: ;Como obtiene las alturas?

A8: Las alturas las obtengo haciendo las lineas hasta que sean mas

aproximadas a la grafica.

I: ;podria obtener el area exacta de esa grdfica?

A8: Si.
Como se puede observar en el siguiente extracto tiene una concepcion de indivisibles en
relacion con el drea ya que la considera como un conjunto de rectas.

I: ;Como?

A8: Haciendo que esos rectangulos que estamos formando sean tan pequenos

hasta que por asi decirlo sean lineas que me cubran esa darea. Otra forma seria

que a esta linea habria que sumarle todas esas lineas que nos surgirian aqui.

I: ;Para qué las suma?

A8: Porque se supone que toda esta area la hemos partido en pequerios lineas,

la sectorizamos, la hemos llenado en puras lineas, que en este caso serian

rectangulos de base muy pequernia, entonces habria que sumarlos.

I: ;Para qué los va a sumar?

A8: Para obtener el drea total.

I: ;Qué obtiene ahi, una aproximacion o el valor del drea?

A8: Obtendria el valor del area.

A8: Ya dijimos que seria sumando toda esa parte, la base de esta figura,

convirtiendo en unas lineas esta parte de cero a cuatro, convirtiéndolo en una

especie de puntos que serian las bases.
Aunque menciona el elemento matematico ACA no es capaz de conseguir una
aproximacion y solo utiliza la integral definida. Consigue una sintesis entre los sistemas
gréafico y algebraico para calcular la integral.
El alumno A7 representa graficamente, aunque mal, la funcidén puesto que la relacion
entre las abscisas y las ordenadas corresponden a la funcién f(x)=2x. Hace una particion
en dos intervalos y construye los dos rectangulos superiores correspondientes a la
particion. Como ha representado mal la funcion, calcula mal las 4reas de los rectangulos
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y luego las suma. No es capaz de darse cuenta de que la integral le da un valor del area
mayor que la aproximacion por exceso con dos rectangulos.
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Durante la entrevista no es capaz de hacer otro tipo de particiones pero si calcula el area

utilizando la regla de Barrow.

1: ;Como seria con una integral?

=%

A7: Seria la,_l'; x*dx si la calculo, entonces esto es: _f; xzr:fx=?

H]
esto es 4 al cubo sobre 3 y esto es 16, 40, 64

Utiliza dos elementos matematicos ACA, TFC pero no hay sintesis entre los sistemas
grafico y algebraico puesto que los calculos no son correctos

El alumno A2 realiza una representacion grafica de la funcién, divide graficamente el
intervalo mediante una particion regular en cuatro subintervalos, dibuja los rectangulos
superiores y plantea la suma de las areas de los rectangulos de forma algebraica pero sin
llegar a calcular ninguna aproximacion del area.
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Durante la entrevista es capaz de verbalizar la division de la particion y el refinamiento
de dicha particion y de calcular una aproximacion.

15



I: ;Cuantos rectangulos?
A2: Los rectangulos que trace ahi, fueron solo 4.
I: ;Cuantos puede trazar, cuantos deberia trazar?
A2: ;Deberian?
I: Si.
A2: Para obtener el darea precisa deberian ser infinitos.
1: ;Qué significa trazar infinito numero de rectangulos?
A2: Infinito numero de rectangulos hablando en términos de sumatorias seria
empezar trazando muchos, acd tengo 4, puedo trazar 8, puedo trazar 50, si los
que quiera.
I: Como queremos un valor aproximado del drea ;cual seria? ;Podria
escribirlo?
A2: Esta vez, si tengo los valores de la funcion, entonces lo que hice fue trazar
4,si 1, 2y 3 acady la base de cada uno es 1, entonces seria la sumatoria de [
evaluado en ¢y, que seria la altura de la funcion, que es la altura del rectangulo
trazado correspondiente y multiplicarlo por la base de cada rectingulo que es
1; es decir f(x) evaluado en 1, es 1, es decir el primer triangulo seria I el area,
luego el drea del segundo, seria la altura de la funcion, evaluado en 2; es decir
4 (el estudiante traza la grdfica).
I: ;Por qué evaluado en 2?
A2: Porque 2 me daria la altura que necesito, la altura del segundo.
I: ;Cudl es la base de cada rectangulo?
A2: Es 1, entonces simplemente conozco las alturas, me estaria dando las areas
por eso las trace con base 1 mas sencillo que seria menos aproximado, el
segundo seria 4, el tercero seria 9 y el cuarto seria 16, todo esto en unidades
cuadradas, esto seria 5, 13 23, 29, unidades cuadradas, trazando solo 4
rectangulos para hacer una pequeiia aproximacion (el estudiante hace los
calculos en una hoja de respuestas).
I: ;Estd seguro que es 29?
A2: Serian 25, ah no, 30 unidades cuadradas (el estudiante corrige en una hoja
de respuestas).
Calcula el area como aproximacion para 4 rectdngulos pero no es capaz de hacerlo con
mas.
I: ;Qué necesitaria para expresar ese limite de esa suma?
A2: Tendria que tener, el limite de esta suma.
I: ;Cual seria, como lo obtendria, cudl es la base y cudl es la altura?
A2: La base es A(x), seria la base de todos.
I: ;Y la altura?
A2: Es una particion regular y la altura seria f(ey) .
I: ;Qué tiene planteado ahi, entonces?
A2: Tengo la sumatoria de las areas de los rectangulos, que inclui en el drea
bajo la curva, es decir la particion.
No es capaz de plantear el area como limite de una suma pero si calcula el area como
integral para lo cual coordina la representacion grafica con la representacion algebraica
y con la analitica.

A2: Eso  seria,  hablando  en  términos  del  ejercicio, la
4 3. x*"’ _ 54 _ 4
[; xtdx == Ml 0==

I: ;Cuanto le daria el limite de esa sumatoria?
A2: El limite de esa sumatoria me daria...
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I: ;Cudl es la diferencia entre hallar el limite de una sumatoria y calcular la
integral?
A2: Para mi, la diferencia es que el procedimiento de las particiones para
hallar el area con el limite de la sumatoria de Riemann se puede, pero es menos
practico.
Pero sorprendentemente, durante la entrevista la da méas peso a la nocion de
aproximacion y de limite que al calculo de la integral por medio de la regla de Barrow.
I: ;Si le fueras a enseniar a un estudiante por primera vez a resolver este
ejercicio como lo haria, por aproximacion, por el limite, o integraria de una
vez?
A2: Empezaria mostrandole el proceso, como es que se llega a una integral.
I: ;Cual es ese proceso, podria describirlo, como seria?
A2: Primero empezaria diciéndole que si necesito hallar el area bajo una curva
de la grdfica de una funcion, o cualquier area utilizaria los rectangulos, porque
como ya dije son las figuras geométricas que mas se ajustan para hacer la
aproximacion para incluir rectangulos y sumar sus dreas, luego mostrarle que
cuando esos rectangulos se hacen cada vez mayores, el darea es cada vez mas
aproximada y si uno hace que el numero de rectangulos sea infinito, va a
obtener el area precisa, entonces ese seria el procedimiento y mostrarle que eso
se define como el limite de una sumatoria de Riemann, que es lo mismo que
tener una integral definida.
Aunque verbalmente integra los tres elementos matematicos, no es capaz de realizar una
aproximacion distinta que utilizando 4 rectangulos, ni siquiera es capaz de plantear un
limite.
Tercer grupo: Alumnos que utilizan correctamente varios elementos matematicos
y son capaces de coordinar diferentes sistemas de representacion.
El alumno A10 divide numérica y graficamente el intervalo mediante una particiéon en
subintervalos iguales y construye dos rectangulos superiores aunque calcula el area por
defecto porque divide cada rectdngulo en dos triangulos y suma las areas de esos
tridngulos.

17



don g R Ar-rd Frrereals
es b-a =y L-z = Y
Nz 4

#7’7(4/"'\/ Bt IC—es ae P it

—a

S g Ao
1

4| & [CghN a pesrcrrreas Vi

Q

‘t"—_‘mﬁ
Xo x. x
! z X’rﬂ/‘“ﬁ s ad
T Xitt e
A Caen v er :Z< el e
Xi = 2 i o A Pl W Eops
Z =) o= o Y - e
X221 _n
T 7 -
@c/::r'«ﬁﬂmfv Ao BAferien  Comg
X332 3a ~n 5. =
“J S —a = S5lo neeces #- T VK Crs Froey e
=) e e - i
LB Q1 EE Se oM an ~ o5 W‘X“wﬁ
Xazaton o Wiy, g G
T “

Z o ad Hera L

t-‘j S Arxca BPYeX, M ey

YA a & PQ.,, P £ ase
f:f’ff"\o.nn/a [
Se @A 2 - 4 ~ 20

~z — { A € 2a & Sedentrs o

Z Sy

Ji‘“ Foren  goeas, £ 2 & e/ =
" T-Fra €175

() My as
=) & prea bLef o Fre BecHe e i, s B fiex.

Cuando se le plantea que calcule de otra forma el area recurre a la integral definida y la
utilizacion de la regla de Barrow.

I: ;De qué otra forma diferente a la anterior podria calcular el darea bajo la
grafica?

Al10: ;De qué otra forma? Haciendo uso de la integral definida.

I: ;Cual seria la integral definida, ahi?

A10: Pues tengo la funcion f(x)=x" y tengo el intervalo donde se encuentra
definida esa funcion que es [0,4], estos serian los limites de integracion de esta

funcion, entonces puedo llevar eso a la siguiente integral definida: I; x4dx al

aplicar una operacion obtengo que eso es igual al cubo de x sobre 3, y eso lo
debo evaluar en el limite de integracion para resolverla.
Se puede concluir que para calcular el area por aproximacion este alumno coordina los
sistemas grafico y algebraico y que utiliza los elementos matematicos ACA y TFC.
El alumno A9 representa graficamente la funcion, divide grafica y numéricamente el
intervalo mediante una particion en subintervalos iguales y construye cuatro rectangulos
superiores. Calcula el area de cada rectdngulo y las suma.
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Durante la entrevista se observa que confunde las subestimaciones con la idea de hacer
la particion con subintervalos cada vez mas pequefio.
I:  ;Cudndo se aproxima mas al drea usando subestimaciones o
sobreestimaciones y por qué?
A9: Subestimaciones, porque entre mds pequenios los hago me aproximo mas al
drea.
Calcula el limite de las sumas de Riemann pero se confunde al calcular el interior del
sumatorio puesto que multiplica la expresion por 4 dos veces cuando solo tiene que
aparecer una vez.
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Durante la entrevista relaciona el limite de la suma de Riemann con la integral definida
I: ;De qué otra forma diferente a la anterior podria calcular el darea bajo la
grdfica?

A9: Usando el limite de la sumatoria de Riemann, que en ultimas es una integral
definida.

I: ;Como plantearia el limite de una sumatoria de Riemann en este ejercicio?
A9: Es que el limite de la sumatoria de Riemann cuando n tiende a infinito y la
particion tiende a 0 siempre es la integral definida, pero para evitarme tanto
trabajo con la integral definida.

Para realizar la tarea, este alumno utiliza tres elementos matematicos ACA, ALS y este

ultimo lo relaciona con LID, ademas coordina los sistemas grafico, algebraico y

analitico.
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El alumno A1l divide numérica y graficamente el intervalo mediante una particion en

subintervalos iguales, construye rectangulos superiores, calcula la suma de Riemann y
su limite.
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Durante la entrevista, menciona la idea de aproximacion del area y como obtendria el
calculo exacto a través del limite.
All: Lo que hice aqui fue aplicar la definicion matemdticamente de la integral
definida, que se define como el limite de una suma de Riemann, ahi lo escribi y
cogia la funcion y tomaba un ¢, cualquiera, quien era ese &, era cualquier punto
que estaba en cualquier intervalo, en cualquier parte del intervalo lo que hacia
era coger ese punto que lo llame & y lo evalué en la funcion y lo multiplique por
la altura, de cada rectangulo, que en ese caso lo llame A, y al hacer esa suma
obtuve el valor de la integral.
I: ;Qué obtuvo aqui, una aproximacion o el valor exacto del area?
All: No, entiendo que es una aproximacion.
I: ;Qué valor obtuvo?
All: Aca obtuve 21, 3, pero por lo menos me dio positivo.
Este alumno, para realizar la tarea utiliza dos elementos matematicos ACA y ALS, los
relaciona con LID y consigue coordinar los tres sistemas de representacion.

4.- CONCLUSIONES
En general, la mayoria estos estudiantes no tienen una concepcion objeto de la suma de
Riemann puesto que a lo largo de la tarea mostraron que, aunque recuerdan su
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definicién y su formulacion algebraica, cuando tienen que utilizarla no saben como
hacerlo. No manejan los diferentes sistemas de representacion ni los coordinan. Casi
todos se encuentran cémodos con el registro algebraico, algunos muestran un cierto
manejo del grafico, pero muy pocos se desenvuelven en el registro analitico.
Fundamentalmente esto se debe a una concepcion erronea del concepto de limite y la
falta de los recursos para formular y calcular limites de sucesiones por si mismos.
Tienen grandes dificultades en relacion con las particiones. Normalmente se limitan a
las particiones evidentes obtenidas a partir de las diferentes abscisas naturales del
intervalo donde se quiere calcular el area, pero no son capaces de hacer otras particiones
ni de generalizar. Confunden las tendencias de la longitud de particion y el nimero de
subintervalos formados por la ausencia de coordinacion entre los registros grafico y
algebraico. Eso mismo se puede aplicar a la visualizacion de los rectdngulos superiores
e inferiores para calcular su area. Curiosamente la mayoria construy6 rectangulos
inferiores aunque los calculos luego los hacian con rectangulos superiores debido a sus
dificultades para interpretar el registro algebraico y traducirlo al grafico.

Ademas de analizar la forma de resolucion de la tarea, hemos observado cuales son los
errores que han cometido los alumnos que se pueden sintetizar en los siguientes
aspectos: manejar el concepto de limite como una simple aproximacion, confundir el
calculo exacto y aproximado, errores al calcular las alturas de los rectangulos por no
haber sintesis entre los sistemas grafico y algebraico, confusion en las tendencias de n 'y
de la longitud de los intervalos, dificultades para expresar una suma de Riemann en una
situacion concreta, muchos alumnos tienen una intuicion de indivisibles del concepto de
area, confusion en el calculo entre el area por exceso y por defecto (aunque la mayoria
dibuja los rectangulos inferiores, el calculo se refiere a rectdngulos superiores),
dificultades a la hora de visualizar los rectangulos superiores o inferiores y errores en
los célculos algebraicos.

En definitiva, los alumnos utilizan algunos de los elementos matematicos que
constituyen el concepto de Integral Definida desde un pensamiento algebraico y
operativo, presentan algunas dificultades con las representaciones graficas y recuerda de
memoria e incluso con errores algunos elementos matematicos dados de modo analitico,
porque los menciona pero no son capaces de utilizarlos, o tiene concepciones erroneas.
Por ello, debemos considerar que el esquema de integral definida descansa en el
desarrollo de otros esquemas previos como los de funcidn, limite, sucesion y particion
que son imprescindibles para desarrollarlo correctamente.

Aunque Czarnocha y otros (2001) consideran que desde el punto de vista de la
ensefianza puede ser mas intuitivo iniciar la ensefianza de la integral con la integral de
Cavalieri-Wallis (previa a la de Riemann), nosotros consideramos que es necesario un
trabajo mas exhaustivo con la nocidn del continuo, los infinitesimales y el concepto de
limite dadas las dificultades manifestadas por los alumnos.
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LA INTEGRAL DEFINIDA EN LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA
UNIVERSIDAD (PAU): SESGOS Y RESTRICCIONES EN LA ENSENANZA DE
ESTE OBJETO EN 2° DE BACHILLERATO
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Resumen

En este trabajo queremos determinar si las Pruebas de Acceso a la Universidad plantean
restricciones en la ensefianza de la integral definida en 2° de bachillerato y, en caso
afirmativo, las repercusiones en el aprendizaje, utilizando el enfoque ontosemiotico de
la cognicion matematica (EOS) como marco teérico. En primer lugar identificamos las
componentes de significado de la integral definida y posteriormente, realizamos un
analisis de las PAU desde 1999 a 2008 determinando los significados que emanan de las
situaciones propuestas. La comparacion con el significado global nos permitird obtener
los posibles sesgos en la integral definida en las PAU, el analisis de los apuntes la
influencia en el significado implementado y un cuestionario las repercusiones en los
estudiantes de estos sesgos.

Palabras clave: integral definida, ensefanza, enfoque ontosemidtico, restricciones
institucionales, pruebas de acceso a la universidad.

Abstract

This study determines whether the university entrance exams (UEE) pose constraints on
the teaching of the definite integral in the second year of secondary education and, if
this is the case, their impact on learning, using the ontosemeiotic approach to
mathematical cognition (OAMC) as the main reference point. We first identify the
components of meaning of the definite integral and then carry out an analysis of the
UEE from 1999 to 2008 identifying the implications involved. The comparison with the
overall meaning of the definite integral will allow us to obtain the potential biases of the
definite integral in the UEE, the analysis of the influence of the teacher's explanations in
the students’ notes and, finally, the development of a questionnaire on the impact of
these biases on the students.

Keywords: definite integral, teaching, ontosemiotic approach, institutional constraints,
university entrance exams.

1. INTRODUCCION

Las Pruebas de Acceso a la Universidad (PAU en adelante) tienen la finalidad de
valorar objetivamente la madurez académica de los alumnos, los conocimientos
adquiridos en el bachillerato y la capacidad de los estudiantes para seguir con éxito las
ensefianzas universitarias de cara al inicio de sus estudios universitarios. Para ello en la
Comunidad Auténoma Andaluza se ha creado una ponencia de Matematicas II con el
objetivo, no sélo de elaborar dichas pruebas, sino también de informar a los centros de
su estructura y organizacion, proponiendo un documento de orientacion y facilitando
modelos de exdmenes. Pueden consultarse los exdmenes elaborados desde el afio 2001
en la pagina web de distintas Universidades de la Comunidad.

* Universidad de Jaén. Espafia
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Por todo lo anterior podemos asegurar que el profesor que imparte matematicas II en 2°
de bachillerato puede conocer y utilizar las PAU para planificar sus clases. De esta
manera si en las PAU hubiera algin tipo de sesgo, éste puede tener un reflejo en la
ensefianza-aprendizaje de 2° de bachillerato. Ya que consideramos que lo observado por
Gascon para otras pruebas de evaluacion externa tiene también validez en el caso de las
PAU: “La practica, cada dia mas extendida (por lo menos en Espania), de organizar
(parcialmente) el proceso de ensefianza como un “entrenamiento” para la resolucion
de ejercicios tipo PISA o de ejercicios extraidos de las pruebas oficiales de evaluacion
de las competencias basicas, hace pensar que se estd produciendo una aceleracion de
una cierta variedad del deslizamiento metadidactico que consiste en tomar como objeto
de ensenanza lo que deberia ser un medio de ayuda a la ensefianza, esto es, las tareas
matematicas que forman parte de los dispositivos diddcticos de evaluacion “externa’™
(Gascon, Junio 2009, p.11)

Es por esto que nos preguntamos, por una parte, ;cudles son las restricciones
institucionales planteadas por las Pruebas de Acceso a la Universidad en cuanto al
objeto integral definida en 2° de bachillerato para la comunidad auténoma andaluza? Y,
por otra, jcomo influyen dichas restricciones en los significados realmente
implementados en el aula y en los significados personales de los alumnos?

Inicialmente, el problema que se plantea tiene una componente instruccional pues es el
profesor quien se pregunta acerca de qué contenidos explicar y como debe organizarlos.
Sin embargo, no se puede olvidar que para poder concretar lo anterior el profesor debe
tener a su disposicion toda la informacién posible, tanto de los distintos significados de
la integral definida (componente epistemologico) como de las dificultades que entrafian
para los estudiantes cada uno de ellos y sus relaciones (componente cognitivo)

2. MARCO TEORICO

Nuestro objetivo es estudiar los fenomenos que acontecen en los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las Matematicas y en particular de la nocion de integral definida. Para
ello adoptamos como marco tedrico el enfoque ontosemiodtico de la cognicion
matematica (EOS) (Godino 2002, Contreras, Font, Ordoénez y Luque, 2005, Godino,
Contreras y Font, 2006; Godino, Batanero y Font, 2008).

Asi, consideramos que “es necesario tratar de articular de manera coherente las diversas
facetas implicadas, entre las que debemos citar, la faceta ontoldgica (tipos de objetos y
su naturaleza), epistemologica (acceso al conocimiento), sociocultural e instruccional
(ensefianza y aprendizaje organizado en el seno de los sistemas didacticos)” (Godino
2003, p. 19)

En el EOS se utiliza una dimension subjetiva del significado basado en la nocién de
practica como elemento fundamental: “llamamos prdctica a toda actuacion o expresion
(verbal, grafica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas matematicos,
comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y
problemas” (Godino, 2003, pp. 91-92)

Esta es una nocién clave pues, como sefiala Godino (2002), “como objeto bésico para el
analisis cognitivo (tanto en su dimension institucional como personal) proponemos ‘los
sistemas de practicas manifestadas por un sujeto (o en el seno de una institucion) ante
una clase de situaciones-problemas’ (p. 242), lo que permite considerar los objetos
matematicos como emergentes de dichos sistemas de practicas y, por tanto, derivados de
ellas. Asi, adoptando presupuestos antropoldgicos, los objetos matematicos se
consideran una construccion humana que se va construyendo y enriqueciendo a través
de la actividad reflexiva.
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Es claro que esta emergencia progresiva en los sujetos dara lugar a objetos personales.
Sin embargo, no podemos olvidar que estas practicas se realizan en el seno de las
instituciones, donde han sido estructuradas y organizadas, y, por tanto, estan
mediatizadas por ellas. Esto nos lleva a considerar los objetos matematicos desde las
facetas interdependientes personal e institucional. El doble enfoque cognitivo e
institucional nos parece fundamental para explicar los distintos fendomenos que se
producen en la ensefianza-aprendizaje de una forma rica y realista, abordando la
dimensidn epistemoldgica, cognitiva e instruccional que podemos distinguir en todo
proceso de ensenanza-aprendizaje de las Matematicas.

En este doble sentido surgen las nociones:

<> Significado personal: el sistema de practicas personales que un sujeto pone en
funcionamiento para resolver el campo de problemas del que emerge el objeto
matematico. (Godino y Batanero 1994, p. 341)

X Significado institucional: el sistema de practicas institucionales asociadas a un
campo de problemas del que emerge el objeto matematico. (Godino y Batanero 1994, p.
340)

Esta manera de interpretar el significado desde la dualidad institucional-personal lleva a
concebir la comprension como un proceso social y no como proceso mental,
interpretandola como la correspondencia entre los significados personales y los
institucionales. De esta forma podemos decir que en el EOS se entiende la comprension
como una competencia que posee el alumno y diremos que un alumno comprende un
determinado objeto matematico cuando lo usa de manera competente en diversas
practicas. Esta forma de entender la comprension nos proporciona una interpretacion de
la no comprension entendida, ahora, como una discrepancia entre los significados
personales y los propuestos por la institucion. Asi, se entienden las dificultades y errores
en términos de conflictos semioticos, concebidos como “toda disparidad o desajuste
entre los significados atribuidos a una misma expresion por dos sujetos (personas o
instituciones) en interaccidn comunicativa y pueden explicar las dificultades y
limitaciones de los aprendizajes y las ensefianzas implementadas.” (Godino 2002, p.
258)

Para poder hacer operativas las definiciones anteriores, es necesario descomponer la
actividad matemadtica en entidades primarias las cuales pueden agruparse para formar
entidades mas complejas: Estas entidades primarias que componen la actividad
matematica son: lenguaje, conceptos-regla, propiedades, procedimientos y argumentos.
Ademas, los objetos matematicos se pueden considerar desde dimensiones duales
dependiendo del juego de lenguaje en que participan. Esta facetas son: personal -
institucional; ostensiva - no ostensiva; intensiva - extensiva; expresion - contenido;
elemental - sistémica.

Las entidades primarias se organizan en entidades mds complejas llamadas
configuraciones epistémicas, si se refieren a los significados institucionales (Godino,
Contreras y Font, 2006) y configuraciones cognitivas si se refieren a los significados
personales. Estdn definidas como redes de objetos emergentes de los sistemas de
practicas y las relaciones que se establecen entre los mismos.

Las configuraciones epistémicas nos permiten llegar a la nocidon de significado global
entendido como el sistema de practicas operativas y discursivas asociadas al objeto en
los diversos contextos de uso, incluyendo el formal- estructural. Cada cambio
significativo en algin elemento del significado producird un nuevo tipo de tareas que
activaran una parte del significado y, por tanto, una nueva configuracién epistémica.
Todas estas configuraciones y sus relaciones daran lugar al significado global.
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3. CONFIGURACIONES EPISTEMICAS DE REFERENCIA

Un paso previo e imprescindible respecto al andlisis del significado institucional del
objeto matematico integral definida es el proceso de identificacién de los componentes
de dicho significado, lo que en el EOS se llama andlisis epistémico. Estas componentes
pueden ser determinadas de diferentes formas: mediante el andlisis de textos producidos
por las instituciones, o de la observacion de las practicas... Estimamos que el estudio
del desarrollo evolutivo del objeto integral definida permite determinar las distintas
situaciones que originaron el nacimiento de este objeto matematico, los diferentes
conflictos que provocaron su evolucion, las diversas maneras de hacer dependiendo de
los recursos o medios existentes en la época. Como ejemplo, podemos citar el gran
cambio que supuso la aparicion del algebra; las grandes dificultades para soslayar el
infinito o el interés por una buena fundamentacion matematica. Estas son cuestiones que
van provocando nuevos modos de hacer y cambios en el significado de la integral hasta
llegar al estado actual.

Todo lo anterior nos permite ver la integral definida con una perspectiva general. Los
modos de hacer de cada momento historico nos aportan las distintas componentes del
significado y coémo han ido evolucionando, lo que junto con el estudio de las formas en
que se superaron los conflictos surgidos nos ha permitido tener una amplia vision del
sentido actual de la integral definida, sus distintas componentes y algunos conflictos
inherentes a ella. En definitiva, aproximarnos al significado global con una visién
amplia que nos permite analizar la situacion actual, desde una posicion critica, que es la
que creemos mas oportuna. Este estudio historico se ha realizado en un trabajo mas
amplio de Memoria de tesis que se esta elaborando y que no podemos exponer aqui por
cuestiones de espacio.

Este estudio de la evolucion historica unido a los resultados obtenidos en diferentes
trabajos de investigacion a los que hemos tenido acceso y nuestra propia labor como
docentes, nos ha permitido establecer las configuraciones epistémicas que formaran el
significado global de la integral definida. Este significado global podremos compararlo
con los significados institucionales (PAU y apuntes de clase) y con los personales a
través de un cuestionario.

Para determinar una configuracion epistémica nos parece fundamental el tipo de
situacion problema que resuelve ya que estimamos que movilizara unos determinados
elementos de significados distintivos y por tanto un significado parcial. Ademas, no
diferenciar entre ellos o no movilizarlos en los diferentes momentos que se suceden en
la resolucién de situaciones-problema complejas lleva a conflictos semioticos. Es claro
que en cada una de ellas se podran utilizar varios métodos de célculo integral que han
surgido a lo largo del desarrollo de la nocion y que s6lo nos han parecido determinantes
de otra configuracion epistémica si sobrepasan su funcién de elementos necesarios para
el célculo.

En este recorrido historico podemos destacar, en los origenes de la integral definida, dos
tipos de situaciones objeto de estudio. Por una parte, en la época de los griegos, el
interés se centraba en cuestiones geométricas principalmente. Calculan areas, longitudes
de arco y volumenes. Por otra parte, en la época medieval se aborda el estudio del
cambio y del movimiento, las matemdticas se muestran como un instrumento
privilegiado del conocimiento de fendmenos naturales. A la vez el movimiento y el
tiempo se mostraran como una eficaz herramienta para trabajar con cuestiones
infinitesimales intuitivamente. Estas dos formas de ver la integral definida perduraron a
lo largo de la historia y estuvieron presentes en la invencion del célculo por parte de
Newton y Leibniz. Newton, con la idea de resolver los problemas de fundamentacion
intenta eliminar los infinitamente pequefios considerando las cantidades como
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engendradas por un aumento continuo, variando a lo largo del tiempo, esto es, considera
la nociéon de movimiento como central. Por su parte, Leibniz considera la integral
interpretando las &reas y volimenes como sumas de rectangulos y cilindros a la vez que
introduce la diferencial que serd un eficaz instrumento para trabajar con cuestiones
infinitesimales.

Asi, como asegura Labrafia (2001), que hay dos tipologias de problemas de integracién
que “responde a dos percepciones psicologicamente diferentes. Una estatica, una
densidad: densidad, presion (fuerza/superficie) intensidad de campo (cantidad de
flujo/superficie), ... que se conecta facilmente con la idea de suma de todas las pequerias
cantidades f(x)/dx, que constituyen la integral definida. Otra dinamica, una tasa de
variacion instantanea: velocidad, tasa de crecimiento de una poblacion, ingreso
marginal (ingreso/produccion),...que permite conectar con la idea de antiderivacion”
(p. 290) Esta doble tipologia es la base de dos configuraciones epistémicas: la
configuracion epistémica geométrica y la configuracion epistémica de resultado de un
proceso de cambio.

También hemos observado en el desarrollo historico dos cambios importantes: la
introduccion del algebra que permite nuevos métodos de calculo y la generalizacion de
las situaciones, y otro que se produce en el momento en que se establecen la derivacion
y la integracion como procesos inversos apareciendo resultados como el teorema
fundamental del célculo. Este hecho aporta un nuevo significado a la integral, lo que
consideramos otra configuracion que es la configuracion epistéemica como inversa de la
derivada.

El desarrollo de las ciencias necesita el avance de las matematicas y, a la vez, ha sido el
gran motor en diversos momentos. Sin embargo, la matematica aplicada debe estar bien
fundamentada para poder continuar su avance. Se hace necesario buscar métodos
heuristicos que produzcan nuevos resultados pero también cuestionar los propios
fundamentos para generalizar las nociones y los resultados, y avanzar resolviendo las
nuevas cuestiones que van surgiendo. Hemos encontrado esta cuestion a lo largo de toda
la historia pero nos parece que produce significados diferentes en dos momentos bien
distintos. Por una parte en el momento en que Cauchy establece el limite como nocidén
central del calculo infinitesimal lo que proporciona una nueva manera de interpretar la
integral, lo que nos da la configuracion epistémica como aproximacion al limite. Las
diferentes ampliaciones del campo de funciones integrables realizadas por Riemann y
Darboux que no cambian significativamente este significado. Por otra parte, la
necesidad de ampliar el campo de funciones integrables obliga nuevamente a un cambio
importante cuestionando las nociones de medida, generalizdndolas y obteniendo un
nuevo significado de integral, la integral de Lebesgue, que determina otra nueva
configuracidn epistémica, configuracion epistémica generalizada.

Estas configuraciones que podemos denominar historicas han dado lugar a las
configuraciones epistémicas actuales, que son las que utilizaremos en este trabajo como
significado global de la integral definida. En primer lugar, la integral definida aparece
en la determinacion del area bajo una curva y el eje de abscisas. Los célculos de
longitudes, areas y volimenes asociados hacen referencia a un contexto geométrico
totalmente estatico, ausente de movimiento. Historicamente, podemos considerar que
Leibnitz es su principal valedor. Denominamos por “Configuracion Epistémica
Geométrica (CE-geo)” a este uso, masivo hoy en dia en los procesos de estudio de las
matematicas y que ha sido ampliamente investigado. Turégano (1994) propone la
integral como medio para la introduccion al Andlisis, tomando como punto de partida el
calculo de areas planas y basandose en la definiciéon geométrica de integral presentada
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por Lebesgue en 1928. Para ello, Turégano justifica como la visualizacion a través del
ordenador dota de significado al concepto.

En una linea similar, Azcarate, Casadevall, Casellas, Bosch (1996) realizan una
propuesta didactica para presentar el concepto de integral definida a partir del concepto
de area y su calculo mediante un método de aproximaciones, combinando lo grafico, lo
numérico y lo algebraico por medio del uso de la tecnologia (calculadoras u ordenador),
en este caso, sin embargo, basada en la integral de Cauchy-Riemann. En esta misma
linea Camacho y Depool (2003) presentan un programa de utilidades basado en un
programa de célculo simbdlico para estudiar el area bajo una curva y el eje de abscisas
desde una perspectiva grafica y numérica, cuyo objetivo es desarrollar el concepto para
introducir, posteriormente, el calculo algoritmico.

Azcérate et al. (1996) afirman que los alumnos no reconocen cuando el célculo de una
magnitud requiere una integracidn en situaciones mas alla de dareas y quizas
determinados volumenes. Por este motivo, nos parece importante el trabajo de
Wenzelburger (1993) que presenta una propuesta didactica para la introduccion de la
integral definida tomando como punto de partida preconceptos de la idea fundamental
del Calculo. “Esta idea fundamental del Calculo Integral es la determinacién de
resultados o efectos de cambios o procesos. Mientras que en el Célculo Diferencial nos
interesa el cambio instantdneo de una magnitud, usamos el Calculo Integral para
determinar los resultados totales de estos procesos de cambio” (pp. 110-111).

Asi, consideramos todos aquellos casos en que la integral es necesaria para resolver
situaciones de otras ciencias: la Fisica, la Probabilidad, la Biologia, etc., esto es,
asociada a procesos no estaticos, de una realidad cambiante, siendo el flujo de tiempo
uno de los aspectos cruciales. Newton puede ser considerado el gran propulsor de este
significado. Todo ello nos lleva a establecer la “Configuracion Epistémica Resultado de
un proceso de cambio (CE-rpc)”.

Una tercera configuracion proviene de la relacion original entre derivada e integral que
se puede asociar a los trabajos de Newton y Leibnitz. El conjunto de funciones
integrables es cada vez mas extenso (condiciones cada vez menos restrictivas), en este
caso tenemos la “Configuracion Epistémica Inversa de la derivada (CE-invderiv)”.

Por ultimo, la cuarta “Configuracion Epistémica es la de Aproximacion al limite (CE-
aproxlim)”, directamente relacionada con la formalizacion iniciada por Cauchy y que
dio lugar a una nueva definicion de integral definida.

Dado el nivel introductorio de la integral definida en 2° de bachillerato en el que la
normativa marca la integral de Cauchy-Riemman como la utilizada no consideraremos
la integral de Lebesgue en este trabajo.

En la tabla siguiente se hace una descripcion de estas cuatro configuraciones segun las
entidades primarias introducidas.

Configuraciones
Entidades CE-geo CE-rpc CE-invderiv CE-aproxlim
Situaciones Situaciones Situaciones Situaciones
intramatematicas: | extramatematicas: | intramatematicas | intramatematicas:
calculo de dreas | modelizacion. ligadas a la calculo de areas
Situaciones y volumenes relgcién que por
existe entre la procedimientos
funcion derivada | de paso al limite.
y la propia
funcién
Lenguaje Gréfico, Gréfico, Gréficoy Gréficoy
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algebraico y algebraico y algebraico numérico
numéerico. numérico.
Integral como Variacion de una | Inversion Numero real

area de la region
entre la grafica

magnitud en el
tiempo.

integral derivada

acotado para toda
pareja de sumas

Conceptos- de una funcién La integral inferior y
regla . . .
en un intervalo modeliza el superior
cerrado y el eje cambio total asociadas a una
de abscisas acumulado particion defa, b]
Regla de Barrow | Regla de Barrow | Teorema Limite de las
Meétodos de Métodos de fundamental del | sumas inferiores
Propiedades integracion integracion calculo integral. |y superiores,
coinciden y es el
area.
Célculo de Modelizar la Extraer Dada una
puntos de corte. | situacion a través | propiedades de | funcion o figura,
Representacion de la integral la funcion y de | realizar una
grafica de la definida. su primitiva particion y
funcion. Célculo de identificandolas | calcular una
. Célculo de las integrales y como funciény | aproximacion de
Procedimientos | . o . , .
integrales aplicacion de la derivada su area, realizar
definidas. regla de Barrow. mejores
Valor absoluto Interpretacion del aproximaciones €
Asignacion de un | resultado. identificar el area
valor al 4rea o con el limite.
volumen.
Retorica y Retorica 'y Retoricas Heuristicas
Argumentos heurdsti Y
euristica heuristica

Tabla 1. Configuraciones epistémicas asociadas a la integral definida

En el bachillerato se emplea gran parte del tiempo para rutinizar las reglas de

integracion.

Asi,

una parte

importante

del

significado

implementado

esta

exclusivamente dedicado al manejo de estas reglas. Por ello en ocasiones so6lo se evalua
si el alumno saber aplicar los métodos explicados. Todo esto da lugar a otra
configuracién epistémica escolar fruto de la trasposicion didactica: Configuracion
Epistémica Algebraica (CE-alg). Las entidades primarias asociadas a esta configuracion
se muestran en la tabla 2:

Entidades CE-alg.
Situaciones Calcular el valor de una integral
Lenguaje Algebraico, numérico

Conceptos-regla

calcular su valor.

Dada una integral definida aplicar el método oportuno para

Propiedades La integracion y la derivacion son operaciones inversas
Tabla de integrales inmediatas

Procedimientos | Métodos de integracion
Regla de Barrow

Argumentos Heuristica

Situaciones La integral carece de significado.

Tabla 2. Configuracion epistémica algebraica
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Se puede asociar a priori conflictos de significado a estas configuraciones. Asi, ligados
a la CE-geo podemos destacar la inadecuada concepcion “area de la integral” ligada al
“area como contexto”, que lleva a considerar que la necesidad de que la integral
definida debe ser positiva (Bezuidenhout y Olivier, 2000). En la misma linea, Turégano
(1994) clasifica las imagenes de los estudiantes asociadas al concepto de integral
definida en primitiva (la integral es una férmula), operativa (la integral es un area y no
consideran el signo) y descriptiva. Ademas, Schneider (1988) pone de manifiesto que
los estudiantes recuerdan las reglas, pero no saben por qué son areas o volumenes,
hecho debido a la identificacion abusiva de la integral con un &area geométrica
descontextualizada.

En relacion con esto ultimo, Labrafia (2001) observa que en los libros de texto se citan
muy pocos contextos de aplicacion. Por su parte, Tall (1991) aporta datos
experimentales que apoyan la tesis segun la cual los estudiantes son incapaces de
reconocer la integral en situaciones donde no aparece explicitamente. Este hecho, unido
a que la variacion de una funcidon cuando no depende del tiempo, es considerado por
Schneider (1988) como un conflicto de significado en relacion con la CE-RPC.

Los conflictos de CE-invderiv han sido vinculados ampliamente a la relacion derivada-
integral. Berry y Nyman (2003), al estudiar las conexiones entre el grafico de una
funcion derivada y la de la original, observan la limitada vision del concepto de funcién
que tienen los estudiantes, hecho que determina una dependencia casi radical con las
formulas algebraicas. Por su parte, Bezuidenhout y Olivier (2000) consideran que el
error mas frecuente proviene de confundir la funcidon con la funcion integral. Por su
parte, Labrana (2001) obtiene que la reciprocidad derivada-integral es dificilmente
asimilada por los estudiantes, aiin cuando hayan recibido una instruccidon especifica y
sean capaces de mostrar un conocimiento teérico de la misma.

Por ultimo, para la CE-aproxlim nos encontramos con los diversos conflictos asociados
a la nocion de limite. Orton (1983) observa como los estudiantes aceptan afirmaciones
del tipo “se aproxima mas y mas, pero no es el drea exacta”, pero son incapaces de
aceptar que el limite del proceso de aproximacion al area sea el valor “exacto” de dicha
area. Estos resultados son corroborados por Czarnocha, Loch, Prabhu y Vidakovic,
(2001). Por su parte, Schneider (1988) estudia lo que denomina el obsticulo de
heterogeneidad de las dimensiones que surge al elegir indivisibles como elementos
intuitivos.

4. LA INTEGRAL DEFINIDA EN LAS PAU

En las orientaciones que publica cada afio la comision de las PAU encontramos varias
cuestiones especialmente interesantes comparando las configuraciones epistémicas que
aparecen con las establecidas en el significado global. Por una parte, se enfatiza
notablemente CE-geo pues, en primer lugar, incluso se identifica la integral con el area:
“Conocer la nocion de funcion integral (o funcion area)”, y en segundo lugar, aunque
hay una pequena referencia a CE-aproxlim: “Conocer la interpretacion geométrica de
la integral definida de una funcion (el drea como limite de sumas superiores e
inferiores)”, se le asigna un papel secundario pues la propone como una interpretacion
de la integral como area nuevamente. La CE-invderiv también se propone, ya que se
incluye el teorema fundamental del calculo y la regla de Barrow. Sin embargo esta
totalmente ausente CE-rpc.

Respecto a los significados que emanan de las propias pruebas, hemos considerado el
periodo de 1999 a 2008. Cada afio se elaboran 6 pruebas dobles (cada una consta de dos
partes, Ay B, para que el estudiante elija una de ellas) De éstas se escogen dos pruebas
cada afio, una para la convocatoria de junio y otra para la de septiembre. Con ello hemos
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analizado inicialmente 120 pruebas detectando si se plantea alguna cuestion sobre la
integral definida y, en este caso, la configuracion epistémica presente, esto es, qué
configuracién es necesario conocer y utilizar para resolver la cuestion planteada.
Teniendo en cuenta que en 26 pruebas no aparece ninguna cuestion sobre la integral
definida y que en cuatro pruebas aparecen dos situaciones de dicha nocion, se han
considerado 98 situaciones en total. En ellas se han clasificado las configuraciones
epistémicas encontradas, con lo que hemos obtenido la distribucion que se refleja en la
tabla 3 y donde el total de configuraciones es 101 porque en tres situaciones es
necesario utilizar 2 configuraciones.

No hay Integral Definida 26
CE-alg 33
Integral Definida | CE-geo 65

CE-invderiv 3

101

Tabla 3. Configuraciones epistémicas en las PAU

Con respecto a estas 98 situaciones, observamos que s6lo aparecen 3 configuraciones
epistémicas olvidando, no solamente las dos que deja de lado el documento de
orientacion, sino también la de aproximacion al limite. Destaca notablemente CE-geo
pues de las 101 configuraciones utilizadas, 65 corresponden a dicha configuracion, esto
es un 64°36%, mientras que CE-invderiv solamente aparece en tres casos (2°46%) Todo
lo anterior, estd en la linea marcada en las orientaciones que enfatizan notablemente CE-
geo en detrimento de las otras configuraciones. Nos ha llamado la atencion el 32°67%
(33 de 101) de la configuracion epistémica algebraica. Este es, segtin nuestro punto de
vista, un porcentaje muy alto para una configuracion que se basa en métodos de calculo
algoritmico, esto es, con estas situaciones solo se puede evaluar la capacidad del
estudiante para aplicar un método algoritmico, lo que puede potenciar la algoritmizacion
del célculo integral sefialada por diferentes autores. Este fenomeno es ain mas claro si
observamos que de las 26 pruebas donde no se requiere integral definida en 22 se
requiere la integral indefinida como método algoritmico nada mas. Asi de las 120
pruebas estudiadas en 55 casos (45°83%) se evalua la aplicacion de un método.

En este analisis de las CE en las PAU nos ha surgido, también, la necesidad de
especificar los modos en que se presentan las dos configuraciones epistémicas que mas
aparecen: la algebraica y la geométrica. Esto se debe a que hemos observado fuertes
regularidades que nos parece interesante destacar y analizar. En lo que respecta a CE-
alg hay dos tipos de situaciones propuestas, aquella en la que se pide el calculo de una
integral definida directamente (la hemos llamado “directa’) y otro tipo de situaciones en
las que utiliza dicha configuracion en la resolucion de una cuestion (la hemos llamado
de “aplicacion”) De igual forma para CE-geo, hay situaciones en las que se pide
directamente calcular un area mientras que en otras se aplica para resolver la situacion.
A continuacion hemos seleccionado un ejemplo de cada uno de los casos considerados
para clarificarlos. Ademas, hemos afiadido un caso de la CE-invderiv que ademas
involucra la configuracion epistémica geométrica.

CE-alg Directa (Selectividad 2005) se pide expresamente el calculo de una integral
definida
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]

Ejercicio 2. [2°5 puntos| Calcula ] Ln(2 4 #)dz, siendo Ln la funcién logaritmo neperiano.
-1

» (CE-alg Aplicacion (Selectividad 2008) El calculo de la integral es necesario para
resolver la situacion. No hay ninguna otra configuracion de la integral involucrada, pero,
a diferencia de la anterior, este calculo se utiliza en la resolucion de la situacion, asi, el
estudiante, no s6lo debe conocer un método de célculo para resolver correctamente esta
cuestion, sino que debe decidir cuando aplicarlo.

Ejercicio 1.- [2°6 puntos] Sea f: B — R la funcidn definida por
flx) = az® +bx! + ex + d

Se sabe que f tiene un maxime local en x = 1, que ] punta (0,1} es un punto de inflaxidén de su grafica

1
¥ que f flxjdr = g CCaleula a, b, o v 4
o 4

» CE-geo Directa (Selectividad 2008) Se pide explicitamente que calcule el area entre dos
curvas, aplicacion directa de un método de célculo que no garantiza la comprension de la
integral definida como un area.

Ejercicio 2.- [2'5 puntos] Dadas las funcicnes f: [0, 400} — By g1 [0,420) — R definidas por

M

flz) =+ ¥ glx) = EE

calcula el drea del recinte limitads por las graficas de f v g

= CE-geo Aplicacion (Selectividad 2007) aunque también debe de calcular un area entre
dos curvas no basta s6lo con aplicar lo que seria un método de calculo de areas como en
el caso anterior, es necesaria alguna interpretacion de la integral o del resultado de dicha
integral.

Ejercicio 2.- [2'5 puntos]
Calcula # = 0 para que el area del recinto limitado por las graficas de las funciones f : R — R ¥
g: R — [ definidas por

flz)=x2 y glz) = —22+23°

sea 72 (unidades de drea).

» CE-invderiv (Selectividad 2002) en la que también se pone en juego CE-geo.
Corresponde a uno de los pocos casos donde es necesario utilizar dos configuraciones
epistémicas.
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T
Ejercicio 1. Consideremos F(z) = f f(t)dt.
0

(a) [1°5 puntos] Si f fuese la funcién cuya grafica aparece en el dibujo, indica si son verdaderas o falsas
las siguientes afirmaciones, razonando la respuesta:

i) Fla) =0. Y[/ /
i) F'(a) = 0. — D /
0 o X
iii) F es creciente en (0, a).
N

1
VEFT

(b) [1 punto] Calcula F(1) siendo f(t) =

Figura 1. Ejemplos de configuraciones epistémicas en las PAU

Con esta nueva distincion la tabla anterior aparece ahora de la siguiente manera:

No hay Integral Definida 26
Directa 28
CE-alg
Aplicacion | 5
Integral Definida Directa 56
CE-geo
Aplicacion | 9
CE-invderiv 3
101

Tabla 4. Configuraciones epistémicas en las PAU
Nota: CE-geo aparece en otros cuatro casos pues estd compartida en 4 ejercicios

Observamos, en esta nueva tabla, que en la mayoria de los casos donde aparece la CE-
alg es directa, en 28 de los 33 casos (84°85%), esto es, se pide a los alumnos aplicar un
método algoritmico exclusivamente. Algo similar sucede en CE-geo donde el 86°15%
de los 65 casos en que se debe utilizar esta configuracion esta dedicado al calculo
directo de un area, lo que puede convertirlo en un método para resolver un tipo de
situaciones que aparecen frecuentemente en las PAU.

Una cuestion que también nos parece interesante resaltar en este estudio de las PAU es
el hecho de que solamente en 3 situaciones de las 98 analizadas, sea necesario utilizar
dos configuraciones epistémicas, como es el ejemplo expuesto. Apenas se trabaja, por
tanto la coordinacion entre las diferentes configuraciones con lo que el estudiante no
obtendrd la flexibilidad de pasar de un significado de la integral a otro. Dado lo
expuesto hasta ahora, consideramos que dicho estudiante tendera a reconocer la integral
0 como un area geométrica descontextualizada o como un método algoritmico, sin ser
capaz de unir las diferentes configuraciones y, por ello, obteniendo un significado de la
integral muy limitado.

Ademas, del estudio se desprende, observando los ejemplos representativos, que el
registro que se utiliza es el algebraico, no utilizdndose el registro geométrico, numérico
u otro tipo de medios como programas de céalculo simbolico, calculadoras graficas,...
por lo que tampoco hay cambios de registro. Asi, no se tiene en cuenta la hipotesis de
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que “aprender un objeto matematico significa saber coordinar los distintos sistemas de
representacion semiotico del mismo” (Duval, 2000) en esta misma linea Azcarate y
otros (96) sefiala que “la adquisicion de flexibilidad en el tratamiento de los diferentes
aspectos (grafico, numérico y algebraico) de los conceptos del célculo diferencial e
integral es un paso necesario para la introduccion posterior del calculo formal y asegura
una soélida base para enfrentarse con los conceptos y los métodos cada vez mas
abstractos que se construiran a partir de aqui” (p.17)

A modo de resumen, podemos afirmar que la integral definida tiene una importancia
notable pues aparece, en los ultimos 10 afios, en el 81°7% de los casos. La CE mas
solicitada es la geométrica (64°36% de los casos) generalmente de forma directa, esto
es, solicitando explicitamente el area bajo la curva o el area entre dos curvas y
utilizando el registro algebraico habitualmente. En segundo lugar, la CE mas solicitada
es la algebraica, esto es, calculo algoritmico, generalmente de forma directa también.
Ademas, podemos observar que son muy pocos los casos donde son necesarias dos CE,
con lo que no se trabaja la coordinacion entre ellas, y que el registro mas utilizado es el
algebraico.

Tras analizar el significado que emana de las PAU, nos proponemos estudiar el efecto
que éstas tienen en lo que el profesor efectivamente hace en clase como paso previo al
estudio de los significados personales de los alumnos. Para determinar dichos
significados personales realizamos un cuestionario que pasamos a cuatro grupos
distintos de tres centros diferentes de la provincia de Jaén. De cada grupo recogimos los
apuntes de un alumno/a que el profesor determind atendiendo a que, consideraba que,
recogia mas fielmente lo realizado en clase. Por ello estimamos que dichos apuntes nos
pueden dar una buena aproximacion del significado implementado en cada grupo.
Hemos clasificado las situaciones que se han trabajado en cada grupo, segun la
clasificacion hecha para las PAU, obteniendo los resultados que se muestran en la tabla
siguiente:

GRUPO A | GRUPO B | GRUPO C | GRUPO D
Directa 11 14 34 16
CE-geo | Aplicacion 2 0 1 0
Otras 0 3 0 0
CE-invderiv 5 4 2 2
CE-aproxlim 0 0 0 0
CE-rpc 0 0 0 0
Directa 6 4 7 4
CE-alg | Aplicacion 2 1 0 0
Otras 0 1 0 0

Tabla 5. Configuraciones epistémicas en los apuntes de clase

Observamos que nuevamente la CE-geo es la mas utilizada en los ejercicios seguida de
la algebraica, ambas de forma directa principalmente. Hay, ademads, una ausencia total
de las configuraciones CE-aproxlim y CE-rpc. La coincidencia con lo encontrado en las
PAU nos indica que éstas son una verdadera restriccion institucional.
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Una de las consecuencias didacticas de estos comportamientos institucionales es que el
alumno que se enfrenta posteriormente a materias de tipo cientifico en la universidad,
donde debe utilizar las 4 CE de la integral definida y aplicarla a situaciones en las que
interviene el movimiento, necesariamente tendra dificultades, pues solo conoce la
configuraciébn geométrica, que es estatica. Ademads, de los cuatro sistemas de
representacion semiotica correspondientes a la integral definida, el estudiante
practicamente ha trabajado uno solo. En el caso de la integral definida, dificilmente
pueden coordinarse los diversos registros de representacion si no se conocen, por lo que
un alumno tiene un deficitario conocimiento de la integral definida que le puede
convertirse en un grave conflicto semiotico en estudios posteriores.

5. SIGNIFICADOS PERSONALES
Nuestro objetivo es determinar la influencia de estas restricciones detectadas en los
significados construidos por los alumnos, esto es, no planteamos evaluar los
significados personales de los alumnos respecto de la nocidon de integral definida. Con
este objetivo se disefid un cuestionario para pasarlo a los estudiantes una vez finalizada
la instruccion. Como paso previo a la elaboracion del cuestionario definitivo, se elaboro
un cuestionario piloto, el cual consta de diez items. Este cuestionario piloto tiene varios
objetivos. Por una parte, analizar la eficacia de la herramienta para el analisis de los
significados personales, buscando puntos conflictivos. Ademas, confrontar el anélisis a
priori, buscando mejorar el cuestionario definitivo. Fue aplicado a 16 estudiantes de dos
centros diferentes de la provincia de Jaén durante el curso 2002-03, una vez terminada
la instruccion.
Para su elaboracion se tuvieron en cuenta las aportaciones de diferentes trabajos de
investigacion y de expertos que han validado el cuestionario, libros de texto de 2° de
Bachillerato y las PAU de los ultimos afios.
Posteriormente se realizd el cuestionario definitivo teniendo en cuenta, ademas de lo
anterior, lo obtenido en el cuestionario piloto. Este consta de 8 items y se paso a 48
alumnos de 2° de Bachillerato de tres centros de Jaén y de cuatro profesores distintos.
De cada cuestion (en ambos cuestionarios) se realizo un andlisis a priori considerando y
explicitando los objetivos perseguidos (tanto generales como especificos), los
significados institucionales de referencia o las configuraciones epistémicas presentes en
dicha cuestion, las distintas entidades primarias explicitando no sélo las necesarias para
resolver la cuestion sino también las que un alumno podria utilizar en la resolucion; y
los posibles conflictos semidticos mostrados en la resolucion. En este el caso de los
conflictos semidticos distinguimos entre conflictos semidticos asociados a la integral
definida y otros no asociados a esta nocion debido a que observamos en el cuestionario
piloto diversos errores debidos a conflictos semidticos asociados a otros objetos
matematicos.
A continuacion se muestra dos ejemplos de cuestiones del cuestionario piloto y
definitivo. Las hemos elegido como representativas debido a la variedad que presentan,
principalmente. En el primer caso exponemos una cuestion que se modifico para el
cuestionario definitivo y en la que la mayor informacién la aporta la entidad primaria
“propiedades”. La segunda cuestion, que ha sido expuesta en Ordofiez y Contreras
(2007), no aparecid en el cuestionario piloto, surgié de la necesidad que encontramos de
clarificar los conocimientos de los alumnos en un problema de aplicacion de la integral
definida. Ademas, en esta segunda cuestion la entidad que més informaciéon nos aporta
son las acciones, por lo que evidencia la variedad de nuestro andlisis.

EJEMPLOI (Cuestion 2 del cuestionario piloto)

De las siguientes expresiones.
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a)[ f(x)dx )

j‘ f(x)dx

of f(x)dx-i—j fdx d)-| f(x)dx—i—j £ (x)dx

Determina cudl, o cudles de ellas, nos dan el area limitada por la grdfica de [y el eje
de las abscisas. Debes justificar extensamente el por qué de la aceptacion, o rechazo,
de cada uno de los apartados.

(Esta cuestion estd tomada de Colera y otros, 2001, p. 400)

En esta cuestion son especialmente relevantes las propiedades y los conflictos
semidticos que se deducen de ellas. En cuanto a los resultados hemos obtenido que el
25%, que muestra en sus respuestas lo que denominamos la propiedad falsa PF3:

1= [ ek +| ]k

que b) es cierta por este motivo y muestran una importante confusion pues estiman que
para calcular el total basta con calcular cada trozo y sumarlo, lo que les puede llevar a
no distinguir entre integral y 4rea.

Por otra parte, el 12,5% de estudiantes tiene la propiedad falsa PF2 (“basta tomar el
valor absoluto de la integral definida para obtener el area”) lo que refleja la confusion
total entre integral y area. También PF4 “basta tener en cuenta los puntos de corte para
que la expresion integral nos dé el drea pedida”aparece en un 12,5%. Por ultimo, el
6,3%, muestra la PF1 (“la integral definida da directamente al area”)

Dado que los estudiantes que responden con cualquiera de las propiedades falsas
presentan “desajuste entre los significados atribuidos a una misma expresion por el
estudiante y la institucion” todos ellos tienen un conflicto semidtico. Asi, podemos decir
que las propiedades falsas conducen directamente a conflictos semioticos, con lo que
hay 9 estudiantes, el 52,25%, en este caso. Ademas, hay dos casos, un 12,5%, de
estudiantes que muestran conflictos semioticos debidos a la integral definida, no
determinados en el andlisis a priori que son tomar las areas fuera de los intervalos.

Por 1ultimo, un caso, el 6,3%, que corresponde a un conflicto semidtico asociado a la
nocion de opuesto y cuya respuesta se ilustra en la imagen siguiente:

+

, corresponde a aquellos estudiantes que responden

Figura 2. Ejemplo de conflicto semiodtico

No parece especialmente importante este conflicto, sin embargo, hemos de senalar que
en el cuestionario definitivo tuvo mayor incidencia como muestra la tabla de recogida
de datos de esta misma cuestion en el cuestionario definitivo.
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No CS

Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos  conp. opliesto 11 229 229 229
conp. valor abs. 4 83 83 31,3
no presenta 29 60,4 604 917
conp. opuesto yv. abs., 4 8.3 8.3 1000
Total 48 1000 1000

Tabla 6: Otros conflictos semiodticos.

En el cuestionario definitivo se mejord esta cuestion afiadiéndole el apartado a) que
aparece para determinar de forma mas concreta a qué se debe el error, esto es, cual es
conocimiento que muestra el estudiante que responde mal esta cuestion utilizando PF3.
Por tanto, esta cuestion ahora aparece de la siguiente forma:

o[£ (e)ax + [ f () b)[ S+ [ f(x)ax ¢)

+

j; £(x)ax

d)- [ f)dx] f(xdx o) f(x)x

En la tabla siguiente se muestra la clasificacion que hemos realizado de las respuestas
de los cuestionarios siendo el numero el asignado a cada alumno y la letra el grupo al
que pertenecia.

Errores Errores no

/ . Argumen  Concep y . debidos a  debidos a
Lenguaje taciones [ Acciones C C
Semioticos Semioticos
Natural Retorica CR, Las
‘Q area .
~ especificadas
Natural Retorica CR, ,PF2 |Las Los propios [ Concepto
3 by ificadas  |de PF2 de opuesto
~ y PF3 €specl y P
PF3
Natural Retorica CRarea’ PF1.|Las El propio  [Concepto
especificadas |de PF1. de valor
Q absoluto y
concepto de
opuesto
mq [Natural Retorica CRérea y Las El propio
% .
~ PF1 especificadas |de PF1

Tabla 7. Analisis de las respuestas al cuestionario

La imagen siguiente corresponde al alumno 7B que muestra una confusion entre integral
y area (PF1: “la integral definida da directamente al drea”) y ademas el conflicto
semidtico del opuesto y del valor absoluto que son conflictos asociados a dichas
nociones.
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Figura 2. Ejemplo de conflicto semio6tico

La siguiente tabla muestra los resultados de las entidades conceptos y propiedades de
esta cuestion en el cuestionario definitivo
Tabla 8. Frecuencia de conceptos regla y propiedades

Conceptos y proposiciones

Porcentaje Porcentaje

Frecucncia Porcecntajc valido acumulado
Validos CRarca 20 417 41,7 417
CRarca yPF1 3 8,3 8,3 47,9
CRarea y PF2 1 21 21 50,0
CRarea yPF3 2 42 4.2 542
CRarea yPF4 4 83 8,3 62,5
CRarea yPFBE 3 16,7 16,7 792
CRarea yPF2, PF3 5 104 104 89,6
CRarea yPF3, PF4 1 21 21 917
CRarea, PF3 yPF5 1 21 21 938
CRarea yPF2, PF3, PF5 3 8,3 8,3 100,0

Total 48 100,0 100,0

EJEMPLO 2 (Cuestion 8 del cuestionario definitivo)
La cuestion que mostramos a continuacidon corresponde al cuestionario definitivo. Se
pretende clarificar CE-rpc (resultado de un proceso de cambio), observando si el
alumno distingue entre integral definida y area.

Por los datos iniciales se estima que las ganancias/pérdidas, en
miles de euros, de una pequeiia empresa dedicada a la
fabricacion y comercializacion del turron se ajustan, durante los
60 dias que dura la camparia de Navidad, a la funcion f(x)= - (e
0°03x7+2°7x*-44x-350, cuya grdfica es la representada en la

608

28 31 40

figura. ;Cudal sera el resultado de esta camparia de Navidad?

Se propone una situacion relacionada con las razones de cambios
continuos. En ella la funcién toma valores positivos y negativos
pero el resultado obtenido es negativo. En esta cuestion la mayor e

informacion la obtenemos de la entidad primaria “acciones”. El anélisis a priori muestra
las distintas posibilidades: e.1) Lenguaje natural — Grafica — Calculo de la integral —
Interpretacion. e.2) Lenguaje natural — Grafica — Descomposicion en dos integrales

—288

408
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— Calculo de las integrales — Diferencia de ambas — Interpretacion. Ausencia de
concepto-regla CRrpc o anulacion de CR4irpa. €.3) Lenguaje natural — analitico
(célculo de f(60)) — Interpretacion e.4) Lenguaje natural — Grafica — Calculo de la
integral — valor absoluto — Interpretacion.

En el andlisis de los datos obtenemos que dejan en blanco esta cuestion 6 de los 48
estudiantes (12°5%). Era la ultima pregunta no parece una cuestion dificil, aunque
solamente la contestan bien 6 de los 42 (14%). Ademas, 54°8% (23 de 42) de los que
hacen la cuestion utilizan el lenguaje analitico solamente y 28 de 42 (66°7%) no realizan
ningun tipo de argumentacion: la mayoria de los estudiantes no explica sus
razonamientos, solamente hacen célculos algebraicos. Por otra parte, 29 estudiantes
(69°1%) utilizan solamente CRy., frente a 9 (21,4%) que utiliza s6lo CRrpc; y, por
ultimo, 24 (57°1%) aborda el ejercicio a través de la secuencia 2, esto es, utilizando dos
areas de las que hace la diferencia.

En cuanto a los conflictos semidticos, 28 (64°3%) presenta PF3 (integral=area), PF4
(resultado positivo aparece en 11 (26°2%) de los que contestan, CS,., (€s necesario
poner el valor absoluto) aparece en 9 estudiantes (21,4%) CSym (cambia los limites de
integracion para que la figura sea ostensiblemente cerrada) solo se detecta en 3 (7,1%).
Todo esto nos lleva a concluir que hay una identificacion de la integral definida con el
area lo que puede suponer un importante obstaculo en problemas donde deba utilizarse
la CE-rpc.

Por ultimo sefialar que 10 alumnos (23,8%) tienen errores de calculo numérico o
integral, lo que nos ha llamado la atencion nos ha llamado la atencién debido al nivel
educativo que analizamos (2° de Bachillerato de Ciencias) y que la funciéon es un
polinomio de grado 3 y que se les dejaba calculadora.

6. CONSECUENCIAS Y APORTACIONES

En este trabajo podemos observar la potencia que tiene la determinacion de las
configuraciones epistémicas ya que al tener las diferentes componentes del significado
de un objeto matematico, un significado de referencia, podemos comparar los diferentes
significados: de la normativa vigente, de pruebas de evaluacion externa, de libros de
texto,... Asi es posible la determinacion de sesgos, restricciones,... en los significados
de una determinada instituciéon de referencia. Ademas, en cuanto a la componente
personal, permite analizar los significados personales determinando dificultades, errores
asociados a un objeto matematico a través de la nocion de conflicto semiotico, asi como,
mediante la comparacion de los significados personales con los significados
implementados determinar la influencia de estos Ultimos en la ensefianza-aprendizaje de
un objeto matematico.

En lo que se refiere a nuestro objeto de estudio, la integral definida, hemos determinado
el significado que emana de las PAU, observando que hay sesgos importantes y
renuncias a determinados significados, modos, lenguajes,.... Podemos concluir tanto del
analisis de las PAU como de los ejercicios realizados por el profesor en clase, que se
usa principalmente la determinacion directa del area entre dos curvas, utilizando
métodos puramente algebraicos, que hay una ausencia de la idea de limite subyacente y
de las aplicaciones de la integral a otros contextos, asi como, de coordinacion entre los
diferentes significados, lo que provoca que se obtenga un significado parcial como han
mostrado diferentes autores ya citados anteriormente.

Por ultimo, a través de algunas cuestiones del cuestionario pasado a los estudiantes, ha
sido posible determinar la influencia de estos sesgos en la ensefanza-aprendizaje de la
integral que podemos resumir en los siguientes: confusion entre integral y area que les
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lleva a tener dificultades para interpretar el area de recintos positivos y negativo,
resultados negativos...; deficiencias en el significado de la integral como
“acumulacion”.
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UNA PROPUESTA DE DESCOMPOSICION GENETICA PARA LA
INTEGRAL DEFINIDA EN ESTUDIANTES DE INGENIERIA

Francisco José Boigues Planes”

Resumen

Mostramos una propuesta de comprension de la nocion integral definida en el contexto
especifico de estudiantes de ingenierias relacionadas con Ciencias de la naturaleza.
Siguiendo la teoria APOS, presentamos una descomposicion genética de la integral que
concibe la integral como el limite de una sucesion de sumas de Riemann. Los resultados
destacan la necesidad de intensificar las construcciones que favorezcan las relaciones
entre Sucesion, Limite y Suma de Riemann, asi como fomentar las relaciones que
comportan un registro analitico. Finalizamos con la propuesta de otra descomposicion
genética que pensamos que puede ayudar a mejorar el disefio de la instruccion para este
tipo de estudiantes.

Palabras clave: APOS, descomposicion genética, comprension e integral.

Abstract

We show a proposal for comprehensive understanding of the notion of definite integral
in the specific context of engineering students related to the natural sciences. Following
the APOS theory we present a genetic decomposition of the definite integral conceived
as the limit of a sequence of Riemann sums. The results highlight the need to strengthen
the structures which promote the relationship between Succession, Limit and Riemann
sum, and promote relations involving an analytical record. We conclude with the
proposal of another genetic decomposition which, we believe, can help to improve the
design of the instruction for such students.

Keywords: APOS, decomposition genetics, understanding and integral definite.

1. INTRODUCCION Y ANTECEDENTES

La dificultad de muchos estudiantes universitarios en la comprension de las nociones
basicas del Calculo ha sido el punto de partida en muchas investigaciones en el campo
de la educacion matematica. De todas maneras, desde diferentes ambitos se esta
reclamando una mayor atencion a la construccion del conocimiento matematico por
parte de individuos que ven en las matematicas una herramientas (service mathematics)
para estudiar otras disciplinas cientificas (Artigue, Batanero y Kent, 2007).
Actualmente, son bastantes las teorias de marcado caracter constructivista ( Harel,
Selden, y Selden, 2006) que estdn aportando elementos teéricos que faciliten una
construccion soélida del conocimiento matematico que vaya mds alld de la mera
manipulacion algoritmica. Ademas, en algunos de esos marcos tedricos consideran que
los asistentes matematicos (CAS) pueden ofrecer un nuevo espacio de ensefanza que
facilite la comprensién en matematicas. De todas maneras, pensamos que para disefiar
actividades de ensefianza eficaces con un CAS (Ferrara, Pratt y Robutti, 2006) es
necesario realizar un andlisis cognitivo previo de las nociones matematicas implicadas.

* Universidad Politécnica de Valencia
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La integral es una de esas nociones nucleares en el calculo, fundamento de muchas otras
y que es imprescindible en multiples campos de las ciencias. Son varios los trabajos que
describen las dificultades de los estudiantes en asociar significados a la integral que
vayan mas alld de la mera manipulacion algoritmica. De ahi, que hallamos elegido esta
nociéon como base de nuestra investigacion.

Vamos a referir varias investigaciones realizadas en torno al topico de la integral. Para
Orton (1983), Eisenberg y Dreyfus (1991) es importante comprender la integral como
el limite de unas sumas y no como la diferencia de los valores que toma una primitiva
en los extremos de los intervalos. Mundy (1984) destaca la carencia que tienen muchos
estudiantes en asociar la integral con los aspectos graficos de area. Por otra parte,
Ferrini-Mundy y Guardard (1992) mostraron coémo estudiantes que practicaron
gjercicios rutinarios de manipulacion algebraica durante la ensefianza secundaria
tuvieron dificultades para un desarrollo conceptual durante sus estudios universitarios.
Turégano (1993) destaca la importancia de la génesis histdrica de la integral para poder
construir de manera so6lida dicho concepto. Camacho y Depool (2003) en su trabajo
concluyen que el manejo de los registros analitico y grafico y los procesos de
interferencia pueden ayudar a que los estudiantes doten de significado al concepto de
integral.

Toda esta situacion nos ha llevado a plantearnos, desde una vertiente cognitiva, como
aprenden los estudiantes la nocion de la integral, ;Cual es el desarrollo que experimenta
la construccion de su conocimiento matematico? ;Cuales son las principales dificultades
y obstaculos que se encuentran cuando aprenden la integral? De esta manera podremos
plantear una propuesta de cognicioén (descomposicion genética) para la integral, que nos
permita disefar actividades con un CAS que conduzcan a aprendizajes eficaces, es
decir, acciones que conduzcan a aprendizajes que estudiantes y profesores consideren
utiles en el desarrollo de su aprendizaje matematico.

2. MARCO TEORICO
El Modelo APOS

La teoria APOS es un intento de explicar la comprension de las nociones matematicas
avanzadas (Dubinsky, 1991) utilizando los mecanismos de la abstraccion reflexiva de
Piaget. APOS, con raices claramente constructivistas, concibe la comprension como un
proceso de creacion por parte de los estudiantes de elementos cognitivos que son
caracterizados como acciones, procesos y objetos (Asiala et al., 1996). Las acciones son
construcciones cognitivas asociados a manipulaciones algoritmicas, que son vistas
como algo externo al individuo que manipula. Los procesos son interiorizaciones de las
acciones y, por tanto, suponen un mayor nivel de generalizacion ya que podemos
considerar dichas acciones sin tener que realizarlas en el momento. Los objetos son
procesos concebidos como un todo acabado y, consecuentemente, pueden ser
considerados como acciones en otros niveles (Dérfler, 2002).

La complejidad de las nociones matematicas, en especial, aquellas que son basicas en el
estudio del Calculo, como por ejemplo la integral definida, conlleva que los constructos
cognitivos asociados al concepto suelen estar organizados formado un esquema. Los
esquemas serian un conjunto de elementos cognitivos, y de relaciones entre ellos,
asociados a un concepto matematico, que un individuo evoca en la resolucion de
determinados problemas (Clark et al., 1997; Trigueros, 2005). La teoria APOS, en
concordancia con las ideas de Von Glasersfeld (1995), concibe la comprensiéon como un
proceso continuo, en el que el desarrollo de un determinado esquema seguiria una serie
de etapas. Partiendo de la nocién de triada en el desarrollo de un esquema, introducida
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por Piaget y Garcia (1983), APOS plantea tres etapas en la comprension de un concepto
(Clark, 1997; McDonald, Mathews y Strobel, 2000; Sanchez-Matamoros, Garcia y
Llinares, 2006)): intra, inter y trans. En la etapa intra se van perfilando los diferentes
elementos del esquema pero sin completarlos. En la etapa inter los elementos ya estan
completos y se van perfilando algunas de la relaciones entre ellos. Y, finalmente, en la
etapa trans aparecen todos los elementos y relaciones del esquema y se forma
propiamente la construccion de objetos cognitivos.

Ademas, cualquier investigacion que utilice el marco tedrico APOS y tenga por objeto
analizar la construccion de conceptos matematicos requiere una propuesta de esquema
del concepto que se espera que el individuo desarrolle. Es lo que en APOS se denomina
descomposicion genética del concepto (Cooley et al., 2007). Loégicamente, dicha
descomposicion debe estar caracterizada mediante las nociones de accion, proceso y
objeto, asi como con las posibles relaciones entre ellos.

La teoria Fuzzy

Frente a la légica clasica, en la que las proposiciones admiten dos valores de verdad:
verdadero o falso, nos encontramos con las l6gicas multievaluadas que admiten mas
valores de verdad. Este tipo de l6gicas permiten un mejor acercamiento a determinados
fenomenos reales que estan caracterizados por lo impreciso. El andlisis de hechos tales
como la contaminacidén acustica, o la claridad en los colores de una fotografia o la
comprension de un determinado concepto matematico pensamos que se pueden realizar
mejor desde un a l6gica multievaluada. La logica fuzzy, difusa o borrosa, es una logica
multivaluada que nos permite formalizar mejor el anélisis asociado a la incertidumbre.

Los elementos basicos de la logica fuzzy lo constituyen los conjuntos fuzzy. Zadeh
(1965) introdujo el concepto de conjunto fuzzy, que transformo la mayoria de las ramas
de la ciencia y de la ingenieria, incluida la matematica. Esta nocion introduce la idea de
“borrosidad” a la pertenencia de un conjunto. De esta manera, se modelizan muchos
fenomenos reales en los que los objetos no tienen un criterio totalmente definido de
pertenencia. Dado un universo de discurso X definido como un espacio de objetos
(dominio), un conjunto fuzzy A4 de X, A={xeX, u,(x)}, es un conjunto de pares

ordenados, formados por cada elemento genérico x € X y su grado de pertenencia al
conjunto, ,(x). El grado de pertenencia se establece mediante una aplicacion
1, : X —[0,1], llamada funcion caracteristica o funcién de pertenencia.

Uno de los primeros campos, como consecuencia de la aplicacion de la 16gica fuzzy,
que aparece en Matematicas es el de la topologia fuzzy (Chang, 1967). Entre los
problemas mas interesantes que ha planteado la topologia fuzzy destaca el de obtener
una nocién adecuada de espacio métrico fuzzy. Recordemos que el concepto de espacio
métrico se basa, a su vez, en la nocion de distancia entre puntos; pero en muchas
situaciones reales dicha distancia no puede determinarse con exactitud. En este trabajo
usaremos la definicion de espacio métrico fuzzy propuesta por George y Veeramani
(1994), la cual constituye una generalizacion mas completa de la anterior.

Una de las consecuencias a la definicion anterior es que todo espacio métrico cldsico X,
por ejemplo R", asociado con la métrica euclidea d, entonces la funcién

F,:(x,,0): X x X x J0,400[ > [0,]] definida por

F,(x,y,t) ZT(xy)

es una métrica fuzzy sobre X, que se denomina métrica fuzzy estandar inducida por la
métrica d. La métrica o distancia fuzzy, F,, puede interpretarse como una valoracion de
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la distancia d(x,y) en términos cualitativos. Si, x e y cumplen que d(x,y)=0 se
tiene que F, =1 lo que se interpreta como ‘“cercania extrema”, o identidad de los
indiscernibles, mientras que, a medida que d(x,y) se hace grande, F, se va acercando

a cero, es decir se tiende a la “extrema lejania”, valor que se alcanza en el limite cuando
d(x,y) tiende a +, sea cual sea el valor de ¢ > 0. El significado de ¢ puede asociarse

a la idea de una valoracion subjetiva de la distancia dependiendo del contexto. Asi pues,
t seria un parametro contextual al que se le asigna uno u otro valor seglin un criterio de
valoracion asociado a la experiencia. Por lo tanto, ¢ seria el pardmetro que permite
considerar la incertidumbre que caracteriza el contexto del analisis.

Dado un espacio métrico, X < R", si consideramos un elemento arbitrario, pero fijo,
X, € X y fijamos un valor ¢ > 0, entonces, a partir de la funcion deducida de la métrica

fuzzy
t

u(x) = F,(xy,x,1) = m

otorgando a dicha funcioén el significado de funcioén de pertenencia, podemos construir
un conjunto fuzzy, 4 = {x e X, ,u(x)}.

3. LA DESCOMPOSICION GENETICA DE LA INTEGRAL

Para fijar nuestra propuesta de descomposicion hemos tenido en cuenta, por una parte el
significado institucional de la integral, mediante la revision de libros de texto de
matematicas clasicos en la Ingenieria o en Ciencias, y por otra el estudio de otras
propuestas de descomposiciones genéticas de la integral.

Revision de libros de texto
Para la seleccion de lo que hemos llamado libros de texto clasicos (Finney, 1987;
Larson, 1989; Haseussler, 2997, Neuhauser, 2004), hemos considerado aquellos que
suponemos que han tenido una gran difusion por lo que les hemos exigido que se hallan
efectuado tres ediciones, al menos, y que por supuesto vayan dirigidos de manera
explicita a estudiantes de ingenieria.
Las categorias de andlisis de estos textos se han centrado en el analisis epistemoldgico y
en el didactico-cognitivo (Contreras el al. 2003). El andlisis epistemologico que hemos
efectuado consiste en caracterizar el tipo de significado histérico que asocian a la
integral que hemos condensado en los siguientes apartados:
- Integral de Newton-Leibniz, esto es la que pone el acento en la integracion como
proceso inverso de la derivacion.
- Integral de Cauchy que considera la integral como el limite de unas sumas de
areas de rectangulos elementales.
- Integral de Riemmanm con un enfoque claramente topoldgico donde se tratan
elementos como supremo e infimo de las sumas de Darboux.
En cambio en cuanto al andlisis didactico-cognitivo, habra que determinar si hay una
definicién formal o intuitiva, el tipo de registro semidtico y también los diferentes tipos
de ejercicios ligados a la definicion de integral introducida.
De Ia revision realizada podemos sacar las siguientes conclusiones. En mayoria de los
libros de textos, introducen la integral desde la perspectiva de Cauchy (limite de una
sumas que tienden a infinito), aunque después formalizan la integral desde el enfoque de
Riemann. De todas maneras, si analizamos los ejemplos de integral que acompanan a su
definicién, en seguida nos damos cuenta que en todos, usan una funcidon continua
generalmente un polinomio, definen una particion del intervalo en funcién de n,
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calculan las correspondientes sumas de Riemann, sumas que se transforman en formas
polindmicas y finalmente calculan el limite cunado n tiende a infinito. En definitiva, a la
hora de mostrar con un ejemplo la definicién de la integral, utilizan el enfoque que uso
Cauchy al definir su nocioén de integral. En algunos textos, identifican la integral con la
regla de Barrow, y trabajan con registros sobre todo analiticos, donde lo mas
importante en el manejo de la integral seria la manipulacion algoritmica.

Otras propuestas de descomposicion genética de la integral

Tal como hemos adelantado introduciremos la unica propuesta de descomposicion
genética de la integral definida de la cual tenemos constancia. En el trabajo “The
Concept of Definite Integral: Coordination of Two Schemas” (Czarnocha et al., 2001)
aparece de manera explicita y detallada una descomposicion genética, que fue usada
para disefiar una experiencia llevada a cabo con estudiantes universitarios y obtener
datos cuyo andlisis permitiera analizar la comprension de la integral definida. Estos
autores dieron una descomposicion preliminar en la que la consideraron como la
composicion de dos construcciones diferentes: (1) la geométrica, basada en el principio
de exhaustion y (2) la numérica, convergencia de sucesiones infinitas. En esta
descomposicidon genética se asume que los estudiantes deben tener una comprension a
nivel de objeto de las nociones de funcion y de particion, ademas se fija un desarrollo de
las sumas de Riemann siguiendo la forma usual de accidon-proceso-objeto. Y se finaliza,
asumiendo que los estudiantes deben aplicar el esquema de limite para hallar un numero
que serd el valor de la integral.

CUADRO 1. DESCOMPOSICION GENETICA INICIAL DE LA INTEGRAL DEFINIDA POR CZARNOCHA Y OTROS

1. Lanocién de funcién a nivel de objeto.
2. 2.a Lanocion de particion a nivel de objeto.
2.b Comprender a nivel de objeto la nocién de sucesion.

3. Laaccidn sobre una funcién y una particion de construir una suma de Riemannn.
4. Lanocion de suma de Riemann a nivel de proceso.
5. Lanocion de suma de Riemann a nivel de objeto, via encapsulacion de 4.

= Variaciones de la suma (derecha, izquierda, punto medio).

= Dependencia sobre n.

6. Acciones con la suma de Riemann: comparar con una area a nivel grafico y
mediante aproximaciones.

7. Proceso de sumas de Riemann, interiorizacion de 6.
8. Aplicar el esquema de limite para obtener un nimero.

9. Tener un esquema de limite de una sucesion que tenga en cuenta la distancia entre
término y limite y tener una nocion de distancia.

10. Esquema de la suma de Riemann.

11. Coordinacién entre el esquema de suma de Riemann y el esquema de limite.

4. NUESTRA PROPUESTA DE DESCOMPOSICION GENETICA

Nuestra propuesta de descomposicion consiste en mantener como nocidon bésica de la
integral el limite de una sucesion de sumas de Riemann, dando un enfoque mas proximo
a la definicion de Cauchy que a la de Riemann. De ahi que, fijemos como elementos de
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la descomposicion de la integral los objetos: sucesion, limite y sumas de Riemann y las
relaciones entre sucesion y sumas de Riemann y entre sucesion y limite. En concreto, la
Suma de Riemann formaria un esquema con los elementos recogidos en la
descomposicion de Czarnocha, diferenciando los elementos graficos de los numéricos.
También, incorporariamos un esquema de la nocion de Particion, antes de su
incorporacién como objeto tematizado al esquema de Suma de Riemann.

Consecuentemente en nuestra propuesta aparece una descomposicion muy parecida a la
de Czarnocha, pero sin reducirla a una mera enumeracion de items, mds bien
planteamos un esquema de tipo anidado. La propuesta esta recogida en el cuadro 2 y
establecemos tres esquemas en la descomposicion genética: el esquema de particion
denotado por A, el esquema de Suma de Riemann denotado por B y el esquema
considerado como especifico de la integral definida que lo denotamos como C. Cada
esquema constaba de sus elementos propios y de interrelaciones entre ellos. Ademas
cada esquema formaba parte como un elemento propio del esquema siguiente. En la
primera columna de la tabla introducimos la abreviatura de cada elemento,
diferenciando elemento cognitivo (Ai o Bi o Ci) de una relacion (RiA). Las letras A, B
y C nos serviran para identificar a que esquema pertenecen los elementos.

CUADRO 2. NUESTRA PROPUESTA DE DESCOMPOSICION GENETICA DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

ESQUEMA DE LA INTEGRAL DEFINIDA

ESQUEMA A: Particion de un intervalo [a, b]

A0 Esquema tematizado de intervalo en la recta real.

Al Graficamente se tendria la accion de dividir un segmento en varias partes.

A2 Analiticgmente tendriamgs Ila.afccién de most’rar un conjunto de valores ordenados,
cuyo primer elemento coincidiria con a y el tltimo con b.

A3 Interiorizacion en un proceso de la nocion de particion.

R1A {AORAL, AORA2} via definicion de particion.
R2A {A1 R A2} via identidad de nociones.

ESQUEMA B: Sumas de Riemann para una funcion continua f(x) en un intervalo real [a, b]

B.01 Esquema tematizado de &rea de una superficie.
B.02 Esquema tematizado de funcién real de variable real.

B.03=A Esquema tematizado de particion.
Graficamente se tendria la accion de construir los rectangulos cuyas bases serian los
B.1 subintervalos definidos por la particion y cuyas alturas serian las imagenes, por f(x), de
un punto segun un criterio (el maximo, el minimo, etc.) y delimitar sus areas.

Analiticamente, se tendria la accién de hallar un ndmero que coincide con la suma de

B.2 . X
las &reas de los rectangulos.

La interiorizacion de las acciones llevara a una comprension de la nocién de suma de
Riemann a nivel de proceso.

R1B {B1RB?2} via identidad de nociones.

B.3

ESQUEMA C: La integral definida como el limite a una sucesion de Sumas de Riemann.

C1 Esquema tematizado de sucesion.

c2 Esquema tematizado de limite de una sucesion.

47



C3=B Esquema tematizado de suma de Riemann.
R1C {C1 R C3} via construccion de una sucesion de sumas de Riemann.

R2C {C2 R C3} via limite de una sucesion de sumas de Riemann.

5. OBJETIVO DE LA INVESTIGACION

El objetivo de la investigacion llevada a cabo es aportar informacion sobre aspectos de
la comprension de la integral definida y su desarrollo en el contexto especifico de
estudiantes de ingenierias relacionadas con las ciencias de la naturaleza que ven en las
matematicas una herramienta (“service mathematics”). Dicho objetivo se ha concretado
en las siguientes CUESTIONES de investigacion:

- (Podemos caracterizar niveles de desarrollo de la comprension de la integral
definida?

- (Se puede medir “el grado de pertenencia” a uno de esos niveles de desarrollo
por parte de los estudiantes?

Para ello pretendemos identificar las diferentes construcciones cognitivas, fijadas en la
descomposicidon genética, que los estudiantes han puesto en juego mientras resuelven
una serie de cuestiones relacionadas con la integral definida. Y como consecuencia
revisar la propuesta de descomposicion genética de la integral para aportar informacion
para el disefo de la instruccion.

6. METODOLOGIA DURANTE LA FASE EXPERIMENTAL

Participantes

En la investigacion han participado 187 estudiantes matriculados en primer curso de
escuelas de ingenieria que estaban relacionadas con el medio ambiente o el medio rural.
Todos estaban matriculados en el primer curso de sus estudios, y cubrieron el topico de
la integral definida antes de pasarles el cuestionario para la recogida de los datos
destinado a la elaboracion de nuestra investigacion. Ademas, relizaron unas practicas de
laboratorio computacional en las que se trabajaba con un CAS (Derive o MatLab). Los
estudiantes se seleccionaron en tres cursos diferentes 04-05, 05-06 y 06-07. Los del
curso 04-05 sirvieron para disefiar el cuestionario definitivo, que se les paso a los
restantes grupos de estudiantes. A continuacion se especifica en el cuadro 3 el tipo y

nimero de estudiantes que han participado en la investigacion.
CUADRO 3: ALUMNOS PARTICIPANTES EN LA INVESTIGACION

PARTICIPANTES
TIPO DE GRUPO Ne DE EsTupIOS EPOCA
ESTUDIANTES
GRUPOS PILOTO (CURSO 04/05)

Grupo 1 35 Ingenieria Técnica Forestal Diciembre 2004
(grupo piloto)

Grupo 2 33 I.T. Agricolas Explotaciones Abril de 2005
(grupo piloto) Agropecuarias.

PARTICIPANTES (CURSO 05/06 Y 06/07)

Grupo 3 44 I.T. Agricola Industrias Alimentarias Enero de 2006

Grupo 4 46 Licenciatura Medio Ambiente Abril de 20065

Grupo 5 29 .T. Agricolas Hortofruticultura Noviembre de 2006

Instrumentos de recogida de datos
La obtencion de datos se desarrollo en varias fases. En la primera fase se disefio y
aplico un cuestionario piloto (grupo 1), cuyo andlisis centrado sobre todo en algunos
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elementos psicométricos, ayudo a mejorar la redaccion del cuestionario y a disminuir el
grado de dificultad de los items. Més tarde (grupo 2) se volvid a pasar el cuestionario
reelaborado, y a partir sobre todo de un analisis cualitativo se pasdé a construir el
cuestionario definitivo de recogida de datos.

El cuestionario definitivo tenia tres bloques claramente diferenciadas. En el primero,
que comprendia las dos primeras preguntas, se buscaba determinar los diferentes
elementos y relaciones del esquema de particion que los estudiantes ponian en juego a la
hora de resolver las cuestiones. En el segundo bloque, formada por dos cuestiones, se
busca ver elementos del esquema de suma de Riemann, y el tercero los elementos del
esquema de integral definida. Algunas de las preguntas del cuestionario procedian de
investigaciones realizadas (Rasslan y Tall 2002) en torno a la integral definida.
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BLogue |: PARTICIONES

La idea intuiiva de paricion dal infevvalo [a, b]
as dividir & intervale  en ofros de menor
amplitud no necesariamente iguales. Dar una
partiddn, formalments, serfa dar un conjunio de
nomeres ordenadoes que emmeces an un exfame
ol intervalo originario fa) ¥ acabe en & oo (bl

Q.1 Dado el intervalo [1,3] forma una particién
qua lo divida en 4 subintervalos de  igual
lengitud.

Q2 Sea un inrvale k= [a b], sea P una
particion de | que lo divida en n partes iguales, y
sea O otra particibn de | que ko divida en n+1
pares iguales. Luego se cumpla:

A== Los subintervalos de P son de mayor
ampitud que los do O

B=> Los subintarvalos do P son de menar
ampltud que los de G

C== Los subintervalos o P son de igual
ampltud que los de O

D== No se pusdan comparar & sevintarvalos
generales.

Brooue Il Sumes DE FiEManN

Dada una partidén y una funcién fix), se define
la Suma de Rlemann como la suma de las dreas
de los rectdngwos de base la amplitud de los
subintervalos genevados par la partidon y altura
la imagen de un valor de cada subinervalo,

0.3 Supongamos una funcidn con la siguiente
grafica

r
i

""-—__TTJJ

1 H

calcula la Suma de Riemann tomands uwna
particion delintervalo [1, 5] que lo divida en dos
partes iguales y eligie ndo el sxtremo inferior da
cada inervalo paraevaluar las alturas.

Q.4 Dada la siguiente grafica

Sea S, la suma de Riemann para una particién
de [a, B con n subintarvalos efigiendo &
axtremo suparior de cada uno de &llos para
evalvar las alturas. Luegao:

B> S » Area encerrada enire la cuva ¥ & gle
OX en [a, b

B=> Sp < Area encemada entre la cuva ¥ & gle
OX en [a b

Cz= 5 = Area encevrada enfe la cuva ¥ & ge
OX en [a b

D== 5, ¥ &l Araa encerrada entre la curva y OX
en [a, B no se pusden comparar por las
exprasionas no conoelas de las nocionas
maemdaticas.

Brooue ll: UN ESCUEMA DE INTEGRAL

5 Conla grafica anterior, halamos las Sumas
de Riemann Sy para una particién de (&, bf, con n
subintervalos, pere aigiando & extremo infarior
de cada uno de olos para evaluar las atturas
Dado Sn se puede calcar para n=1, n=2,..58

tiene qgue

b= Spn 85 una sucesion DECRECIENTE pusas al
aumantar n disminuye Sp

B== Sp 85 Una SUCasion NOACOTADA puss
sobrepasa cualquier cantidad que seo fije.

Cz= Sp sarfa una sucesion CONVERGENTE puas &

medda en gue n aumenta nos acercarfamaos a
un detrminads valor

D== Migniras no concrelamos una expyesion
para la funcidn y para & intervalo no podemas
afirmar nada respecto a Sp

Q.6 Defina la nocidén de integral definida
B
[ Fixya

a
&

FiEey I_,l":.\’:ldl'= F(b)- Fia), sienda Fix) wna

primitva de fix), es dacir, F x)=f{x)

B== El Vmite de una suma de t&minos fix) b
siende h una expresicn oue Hende a cero a
medda que & nimaro de sumandos aece.

C=> E5 la operacién contrana a la denvada.

D== Ninguna de las amteriorss comesponde a la
delfinicidn de infegral.

CUADRO 4: CUESTIONARIO DEFINITIVO.

El objetivo de la segunda fase (curso 05-06 y curso 06/07) fue aplicar el cuestionario
definitivo elaborado y realizar las entrevistas. En la seleccion de los entrevistados
comenzamos con un analisis “dicotomico” de las respuestas al cuestionario que permitio
clasificar a los estudiantes en grupos con un cierto grado de homogeneidad en la
comprension de la integral definida. Los estudiantes fueron distribuidos en tres grupos:
Nivel bajo con puntuaciéon menor o igual a 2; Nivel medio, puntuacioén entre dos y
cuatro y nivel alto mayor de cuatro puntos. La identificacion de los grupos de
estudiantes con una comprension “homogénea” permiti6 la seleccion de una muestra de
estudiantes para las entrevistas que cubriera un espectro amplio en la comprension de la
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integral. La tabla I muestra el nimero de estudiantes en cada nivel y entre paréntesis los
elegidos para las entrevistas.

TABLA [: DISTRIBUCION DE LAS RESPUESTAS DEL CUESTIONARIO

Nivel Bajo Nivel Medio Nivel Alto
0<puntos= 2 3<puntos< 4 5<puntos= 6
88 (23) 23(9) 19 (8)

Metodologia en el proceso de analisis de los datos
El anélisis mediante técnicas fuzzy se centro, inicialmente, en identificar los elementos
y relaciones de la descomposicion genética que los estudiantes establecian durante la
resolucion de las cuestiones; y en asociar a cada elemento un grado de adquisicion.
Dicho grado se midié mediante una escala ordinal (Carlson, 1998), que va desde el 0 al
4, atendiendo a las respuestas y al tipo de justificacion que se empled en las entrevistas.
Los criterios usados para asignar el grado de adquisicion fueron los siguientes:

e Grado 0: respuestas en blanco o con elementos que no tienen que ver con el esquema.

e Grado 1: respuestas erroneas, pero que usan elementos del esquema.

e Grado 2: inicialmente la respuesta es incorrecta pero, con indicaciones y aclaraciones,

se llega al uso esperado del elemento del esquema.

o Grado 3: respuesta correcta, pero se necesita indicaciones para una justificacion clara.
o Grado 4: respuesta correcta y justificacion clara.

El siguiente ejemplo describe como se asigno, a partir de las respuestas y lo transcrito
de las entrevistas, un grado de adquisicion de un elemento del esquema. El elemento B1
suponia graficamente la accion de construir rectangulos cuyas bases fuesen los
subintervalos definidos por la particion y cuyas alturas las imagenes de un punto segun
un determinado criterio (el maximo, el minimo, etc.), y la delimitacion grafica del area
total.

e Asignamos como grado cero si en la respuesta no se es capaz de dibujar nada
razonable relacionado con los rectangulos, como por ejemplo confundir area con

sumas de Riemann (ver grafico I).
GRAFICO |

Ejemplo de respuesta con grado 0 de adquisicion

e Asignamos un grado uno si confunden los rectangulos a construir (ver grafico II)
GRAFICOII
Ejemplo de respuesta con grado 1 de adquisicion
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e Asignamos un grado 2 si llegan al resultado después de indicaciones y con algunos
errores e indecisiones. Observemos la siguiente transcripcion de una entrevista a un

alumno:

No contestaste a esta cuestion ¢Conoce lo qué es una suma de Riemann?

Tengo una idea pero no se realizar los calculos

Forma graficamente las suma de Riemann.

seria el intervalo de 1 a 5, por ejemplo, la curva de aqui a aqui

Lee lo que es la suma de Riemann

la suma de rectangulos, es decir, este rectangulo mas este

Bien por los rectangulos, pero lo del extremo superior para formar alturas ¢ Qué?

ya entiendo

Tomas uno solo?

No, habria mas (ver grafico Ill)

Y como calcular el area

No lo se.

Sabes cual es el area de un rectangulo

si base por altura.

¢Y cual es el problema?

: la base valdria dos y la altura dos, y por tanto cuatro y este otro 2x4 que es ocho.
GRAFICO Il

Ejemplo de respuesta con grado 2 de adquisicion

>MPMPBPMBDMBMBM>M>M

18

4 : e
& 1

e Asignamos un grado 3 si representan correctamente las sumas de Riemann, pero
necesitan alguna indicacion para que dibujen correctamente las alturas de los
rectangulos (ver grafico IV)

GRAFICO IV
Ejemplo de respuesta con grado 3 de adquisicion
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o Asignamos un grado de desarrollo 4 si dibujan correctamente las sumas de
Riemann (ver grafica V)
GRAFICO V
Ejemplo de respuesta con grado 4 de adquisicion

il y
GJ,-J()(

Una vez asignado un grado de adquisicion a cada elemento del esquema se
transformaba en un grado de desarrollo, para formar conjuntos fuzzy, atendiendo a la
siguiente tabla:

TABLA Il
TRANSFORMACION DEL GRADO DE ADQUISICION A GRADO DE DESARROLLO

Grado de Adquisicion

Grado de desarrollo

Después de esta primera fase del andlisis fuzzy, tenemos asignados unos grados de
adquisicion a cada elemento del esquema, es decir, cada individuo, tiene un conjunto de
valores comprendidos entre 0 y 1, o lo que es lo mismo, un vector de R", siendo 7 el
numero de elementos de su esquema de la integral (S). Por lo tanto, podemos utilizar la
métrica clasica (euclidiana) para medir la distancia o grado de cercania o similitud entre
los resultados de dos estudiantes:

n

d(x’y):\/(xl _y1)2 +(x2 _y2)2 +"'+(xn _yn)2 = Z('xi _yi)z

i=1

En una segunda fase del analisis fuzzy debemos elegir un estudiante (x)) que nos
permita hallar la distancia que exista dicho estudiante y cualquier otro alumno. En
nuestro caso optaremos como xy aquel estudiante, ideal, que hubiera obtenido
puntuacién 1 en todos los elementos del esquema, pues creemos que es la referencia
idonea para medir el grado de desarrollo de un estudiante en un determinado esquema.
La funcién que nos determina el nivel de comprension del esquema S esta definida por:

t
u(x) (X0, X,1) t+d(x0,x)

y que es una funcién que depende del pardmetro ¢. En el estudio que hemos llevado a
cabo, se han seguido una serie de pasos para determinar el valor de ¢ y, posteriormente,
el nivel de adquisicion por parte de los alumnos del esquema de la integral definida.

En un primer paso, determinamos el valor de ¢ que nos permitird medir el nivel de
pertenencia al conjunto fuzzy “los alumnos han adquirido el esquema de particion (A)”.
Para ello hemos supuesto que un alumno, Q, con todo cero en todos los elementos de su
esquema, excepto en el elemento (AO) que corresponde a un prerrequisito, debe tener
un grado de pertenencia inferior o igual a 0°25. De donde deduciremos el valor de .
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(0. %) =+J(1=1) + (1=0)> +(1-0)* + (1= 0)* +(1-0)* =4 =2 >

() = F (0, x,,0) = z% <0.25-1, <0.6666667014
+

En un segundo paso, determinaremos el valor del parametro 7 el grado de pertenencia al
siguiente conjunto fuzzy “los alumnos han adquirido el esquema de suma de Riemann
(B)”. Dado que en este esquema hemos asignado la maxima valoracioén para los dos
elementos primeros (B0O1 y B02) que consideramos prerrequisitos, podemos establecer
que un individuo con puntuacion (Z,1,0,0,0,0,0) significaria que posee los elementos
considerados prerrequisitos necesarios pero ha sido incapaz de construir ningin otro
elemento del esquema, luego también se puede considerar que tiene un nivel de
comprension de inferior o igual a 0.25 y, por tanto

a’(Q,[):\/(l—l)2 +(1-1>+(1-0)* +(1-0)> +(1-0)* +(1-0)* +(1-0)

L <0251, <0.7453559

=\E—>F(Q,t)=t+ﬁ_

tomaremos, para simplificar ¢, =0.74.

Finalmente, para establecer un grado de adquisicion al esquema de la integral definida
(esquema C), también debemos hallar un valor de ¢. Puesto que a todos los alumnos
analizados se les ha asignado, en los elementos previos C1 y C2, un grado de
comprension completo, para un alumno cuyas puntuaciones fuesen (1,1,0,0,0)
podriamos afirmar que no tiene un nivel de comprensién minimo del esquema de la
integral definida (C), es decir, se le deberia asignar un grado de comprension igual o por

debajo de 0.25. Consecuentemente tenemos que:

! = 025510 <0,57746

FA=D2 + (=D +(1-0)2 +(1-0)> +(1-0)> 1+3

tomaremos, para simplificar, 7. =0.577.

Una vez determinados los valores de ¢ pasariamos a medir el nivel de comprension
global correspondiente a todos y cada uno de los esquemas anteriores, considerando un
valor comun de = min{t,, ts, tc}. Una vez determinado el valor de ¢, usaremos la
funciodn u(x) para hallar el grado de desarrollo del esquema A (Particion de un

intervalo). Este grado nos servird a su vez para hallar el grado de desarrollo del esquema
B (suma de Riemann), que a su vez nos permitird calcular el grado de desarrollo del
esquema C (Integral definida).

7. ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

A continuacion lugar, presentamos en una tabla (III) los resultados del analisis fuzzy
realizado al grupo de 40 estudiantes entrevistados en la investigacion. En la primera
columna (AL), introducimos un numero identificativo de cada estudiante. Los datos
comienzan con el primer esquema (A= particion). Las columnas (A0, Al, A2, A3y
AIR) muestran el grado de desarrollo de los diferentes elementos cognitivos y
relaciones de este esquema. Seguidamente se muestra la valoracion fuzzy, u(x),

realizada para el esquema A. Se completa la tabla calculando la medida fuzzy para los
otros esquemas de la descomposicion genética (B= Sumas de Riemman para una
funcidn continua en un intervalo real; C= la integral como el limite de una sucesion de
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Riemman).
TABLAII

RESULTADOS DEFINITIVOS PARA LA MEDIDA FUZZY CORRESPONDIENTE AL ESQUEMA DE LA INTEGRAL

ESQUEMA A EQSUEMA B ESQUEMA C
(Paricion de wninenvalo (Suma de Reman) {Integral defnca)

AL Jao| m | e | s [rin] A | ot [Boe s 81 | B2 | B [RiE [ B |ci]ca]cs[mc|rc| o
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 05 0 0,25 0 025 | 1 1 0,25 0 024 | 0,28
2 1 05 | 075 | 075 1 048 1 1 048 |O075 | 05 | 075 05 | 038 | 1 1 038 | 025 0 0,29
3 1 1 075 | 05 | 075 | 048 1 1 048 | 075 | 05 1 0 031 | 1 1 031 | 075 ] 0,32
4 1 1 05 1 075 | 05 1 1 0,50 0 0 0 0 2|1 1 0,22 0 ] 0,26
Ei 1 1 025 | 075 | 05 | 098 1 1 038 1 025]|025] 025 | 028 | 1 1 0,28 0 ] 0,26
] 1 1 0,75 1 1 07 1 1 om0 o2 0 |02 0 024 | 1 1] 02 0 0 |02
7 1 1 075 | 025 | 075 | 041 1 1 0# |05 | 0 |0& 0 023 | 1 1] 023 | 025 0 | 028
] 1 1 075 | 025 | 075 | 041 1 1 04 o2 | 0 |02 0 023 | 1 1] 023 | 028 |02
] 1 1 1 1 1 1 1 1 100 05 | 05 | 05 05 | 036 | 1 1 036 | 075 ] 0,32
10 1 1 1 1 1 1 1 1 100 1 0 1 0 029 | 1 1 029 | 05 ] 0,30
1" 1 1 075 1 075 | 062 1 1 062 0 0 0 0 2|1 1 0,22 0 ] 0,26
12 1107|025 o2 | 05 | 032 1 1 032 0 0 0,25 0 2|1 1 0,22 0 ] 0,26
13 1 1 1 1 1 1 1 1 100 05 | 05 | 05 0 03 1 1 0,30 0 ] 0.2
14 1107 | 05 1 | 075 | 048 1 1 048 05 ] 05 ] 075 0 03 |1 1] 030 0 |0
15 1 1 1 1 1 1 1 1 100 1 1 1 1 1 1 1 100 (o756 | 0 | 036
16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 100 1 1 100
17 1 1 1 1 075 | oF 1 1 070 05 |05 |02 025 | 03 1 1 0,30 0 ] 0.2
18 1 1 1 1 1 1 1 1 100 1 0 075 o5 |03 | 1 1 033 | 05 ] 0,30
19 1 1 075 | 075 | 075 | 057 1 1 057 05 |05 | 05| 025 |03 | 1 1 032 | 025 ] 0,29
20 1 1 075 | 025 | 075 | O 1 1 o4 0 0 0 0 021 |1 1 0,21 0 ] 0,26
21 1 1 025 | 025 4} 0,28 1 1 0,28 05 0 05 0 025 | 1 1 025 | 025 ] 0,28
22 1 1 1 1 1 100 1 1 100 1 075 05 ] 075 | 048 | 1 1] 048 | 025|025 | 033
23 1107 08 4] 1 033 1 1 0,33 0 ] 0 0 02 |1 1] 02 0 0 |02
24 1] 08 0 Q 0 024 1 1 0,24 0 0 0 0 021 | 1 1] o2 0 |06
25 1 1 1 1 1 100 1 1 100 0 0 0 0 2|1 1 0,22 0 ] 0,26
26 1 05 1 1 1 0,53 1 1 0,53 05 | 025 | 075 0 028 | 1 1 0,28 0 ] 0,26
ar 1 1 1 1 1 100 1 1 100 1 1 075 | 025 |04 | 1 1 0,42 1 ] 0,33
28 1 1 1 075 1 070 1 1 070 | 075 |075) 075 075 | 048 | 1 1 049 | 075 | 05 | 043
29 1 1 1 1 075 | 070 1 1 070 1 1 075 1 059 | 1 1 0,59 1 025 | 040
30 1 1 1 1 1 100 1 1 100 1 1 1 1 1 1 1 100 1 0 |03
31 1 1 1 1 1 100 1 1 100 0 0 0 0 2|1 1] 022 0 0 |02
32 1 1 1 1 1 1 1 1 1,00 1 1 075 075 | 062 | 1 1 0,62 1 05 | 048
33 1 1 075 1 025 | 042 1 1 042 05 0 0 025 | 024 | 1 1 0,24 0 025 | 0,28
34 1107|0025 | 05 | 03 1 1 037 | 025 0 0 0 2|1 1 0,22 0 025 | 0,28
35 11078 1 075 | 075 | 057 1 1 057 |075 | 05 | 075 075 |04 | 1 1 042 | 075 | 075 | 046
36 11078 1 1 1 a7 1 1 070 | 075 |075) 075 075 | 048 | 1 1 0,49 1 1 0,53
ar 107 1 |02 075 04 1 1 oM o5 | 0 0 0 02 |1 1] 02 0 | 025|028
38 1107 1 J075 |07 | 05 1 1 057 0 ] 0 0 2|1 1] 022 0 05 | 028
39 1105|0505 |05 | 03 1 1 0,97 1 1 075 | 075 | 048 | 1 1] 043 [075( 05 | 042
40 1 1 1 1 1 1 1 1 1,00 1 1 1 05 [ 043 | 1 1 043 | 05 | 025 | 035

Swe=| 40 | 373 | 305 | &7 | 258 | 2680 | 40 | 40 2660 | 215 | 148 | 185 | 1175 | 147 | 40 | 40 | 14,59 | 135 | 649 | 13,2

M- | 1| 033|078 | 058 | 085 | 067 1 1 067 | 054 |07 046 020 |07 | 1 1 037 | 034 | 016 | 033

Discusidn de los resultados del esquema de particion (A)

Si nos fijamos en la suma de los valores de los diferentes elementos de este primer
esquema A, observamos que la relacion es la que obtiene un valor fuzzy medio (0°65)
menor lo cual es logico dado que es previsible que para establecer relaciones entre
elementos se ha de tener una comprension suficiente de dichos elementos. Dejando
aparte esta valoracion, el total correspondiente a la columna A3 que mide a un proceso
es menor que los correspondientes a las columnas Al y A2 que son acciones. Esto nos
puede sugerir que la mera repeticion de acciones no resulta suficiente para lograr la
comprension de un proceso asociado a ellas. Ademas, la accion de tipo grafico (Al)
alcanza la valoracion media fuzzy mayor (0°93).

En cuanto al anélisis global de este esquema A nos apoyamos en la siguiente hipdtesis
previa: un estudiante para alcanzar un grado minimo de comprension en la nocion de
particion (A) debe alcanzar una puntuacion x= (1, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5), es decir, un grado
de adquisicion completa en el prerrequisito y suficiente en el grado de adquisicion del
resto de elementos del esquema, y por tanto tendria un grado de pertenencia a este
esquema de
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() = Fy (7,%0,0.57) = 0.57 0363

0.57+4/(1-1)% +4(1-0.5)?

Hecha estas esta consideracion, los resultados nos indican que existen cuatro estudiantes
que no llegan a un desarrollo suficiente del esquema particion. Teniendo como mayor
dificultad, manejar la nocidon de particion a nivel de proceso. En cambio, los restantes
36 estudiantes (90%), obtiene un grado de desarrollo suficiente para la nocion de
particion, incluso 14 alumnos han alcanzado la puntuaciéon maxima, 1 punto. En
definitiva, la gran mayoria de los estudiantes analizados estarian en condiciones de
seguir adquiriendo los restantes elementos del esquema de la integral.

Discusidn de los resultados del esquema de sumas de Riemann (B)

Volvemos a tener en la relacién (R1B) el elemento con menor valoracidon fuzzy medio
(0.29), lo cual estaria en concordancia con los resultados del esquema anterior. Por otro
lado, vemos que el elemento B1 (suma de Riemann a nivel grafico) ha obtenido mayor
valoracion fuzzy que el B2 (suma de Riemann a nivel analitico), es decir, el grupo
analizado se mueve mejor a nivel grafico que a nivel analitico. Esto también se puede
constatar, si nos fijamos en las sumas del B3, que aunque es un elemento que implica
una comprension a nivel de proceso, el razonamiento seguido por los estudiantes ha
sido sobre todo a nivel gréafico.

En cuanto al analisis global, contemplamos las siguientes hipdtesis: un estudiante con la
siguiente valoracion y= (1, 1, 0.36, 0.5, 0.5, 0.5, 0.5), tendria un grado de pertenencia a
este esquema de

w(y)=F;(,%0,0.57) = 0.57 =0.324

0.57 +\/(1 —)?+(1-1)? +(1-0.36)* +4(1-0.5)*

y admitiremos que dicho alumno poseera una comprension suficiente del esquema de
suma de Riemann. La situacion en cuanto a la comprension de este concepto es
totalmente diferente al de esquema de particion. 17 alumnos obtienen un grado de
desarrollo en este esquema inferior a 0,254 puntos y por tanto con una comprension
claramente insuficiente. Y solo 15 estudiantes alcanzan los 0,33 puntos o lo superan, es
decir, adquieren un nivel suficiente de comprension para este esquema. Resultados que
manifiestan un conocimiento significativamente inferior de este esquema respecto al
anterior.

Discusidn de los resultados del esquema de particién (C)

En cambio para poseer un nivel suficiente en este esquema el alumno tendria que tener
una valoracion del tipo y= (1,1,0,33,0.5,0.5), es decir, significaria que comprende la
nocion de Sumas de Riemann y ha sido capaz de establecer las relaciones previstas, es
decir, crear una sucesion de sumas de Riemann y ver en el limite la solucion al
problema del area. Esto implicaria un grado de comprension

u(y)=Fy(y,x0,0.57)= 0.57 =0.368

0.57 +\/2-(1—1)2 +(1-0.33)% +2:(1-0.5)?

Como era de prever el nivel de desarrollo sigue una tendencia negativa. En este caso,
solo seis estudiantes superan 0.36 puntos. Unos resultados que son coherentes con la
composicion del esquema ya que sus elementos son relaciones que se establecen con los
objetos del esquema anterior de sumas de Riemann, los cuales no habian sido
adecuadamente adquiridos en la mayoria de los casos. De las dos relaciones previstas en
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este caso, la que se refiere a la construccion de sucesiones con las sumas de Riemann ha
obtenido una valoracion superior a la de aplicar el concepto de limite a las sumas de
Riemann. Analizando las respuestas hemos observado que hay estudiantes capaces de
construir relaciones entre las sumas de Riemann y las sucesiones, aunque sea a nivel de
listado de nimeros (seqlist) y a nivel grafico que puede ser suficiente para establecer
ciertos significados institucionales. Ademas, nos hemos encontrado con un grupo de
respuestas que introducen el limite, pero sin aclaraciones respecto al porqué de su uso.
Detras de ellas, se puede encontrar un esquema de limite donde se resalta la concepcion
de dicho concepto como una accion. Aunque también es cierto que hemos encontrado
estudiantes que utilizan el limite como la operacidon necesaria para pasar de unos
calculos aproximados al calculo exacto del area.

8. CONCLUSIONES

En primer lugar destacariamos que la propuesta metodologica basada en la utilizacion
de la l6gica y, mas en concreto, de la métrica fuzzy, permite analizar, también desde una
vertiente cuantitativa, un aspecto, en principio difuso y sometido a muchas
incertidumbres, como es el estudio y valoracion del nivel de desarrollo en la
comprension de un esquema a lo largo de sus etapas. La metodologia propuesta permite
introducir en el sistema consideraciones subjetivas (niveles de exigencia) a través del
calculo del parametro t, lo cual constituye una herramienta fundamental a la hora de
hacer valoraciones del nivel de adquisicion de un concepto, teniendo en cuenta, incluso,
elementos contextuales o “percepciones” provenientes de la experiencia personal.
Respecto a las construcciones cognitivas realizadas por estos alumnos, se observa unos
mejores niveles de desarrollo cuando estan relacionadas con aspectos graficos. Aunque
puede ser suficiente para que adquieran los significados institucionales requeridos,
pensamos que no por ello se debe obviar la importancia de adquirir aquellos elementos
de tipo analitico que recoge el esquema de la integral; ya que pueden ser esenciales para
que los alumnos vean la integral como una nocién basica para entender otras nociones
de su campo de estudio tales como la relacion entre integral y temperatura media o,
centros de masa, volumenes, etc.

También hemos podido comprobar que aquellos elementos del esquema que supongan
acciones han sido mas faciles de adquirir que aquellos otros que supongan procesos. De
alguna manera, estos resultados refuerzan aquellos aspectos tedricos de APOS que
indican que los procesos no solo son consecuencia de la repeticion de acciones sino que
ademds deben tener un determinado grado de interiorizacion, que suele adquirirse a
través de la reflexion de las acciones realizadas. De ahi que en el disefio de
metodologias de aprendizaje, se deben incluir o ampliar las actividades que permitan
mejorar la comprension de los procesos. En este aspecto, los asistentes matematicos
pueden ayudar por una parte a realizar tareas que impliquen acciones que con la
correspondientes interiorizaciéon conduzcan a una mejora en la comprension a nivel de
proceso.

Atendiendo las hipotesis realizadas en la seccion de resultados resumidos en el siguiente
esquema

GRAFICO VI: ESQUEMA SOBRE LAS MEDIDAS FUZZY Y LOS NIVELES DE DESARROLLO
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Nos encontramos con estudiantes que estarian en una fase de construir o bien el
esquema de particion o el de suma de Riemann, y por tanto en el nivel INTRA. En
cambio, observamos otros que fueron capaces de construir dichos elementos pero no
lograron establecer las dos relaciones, especialmente la de establecer el limite como
paso del valor aproximado del area al valor exacto, y por tanto estarian en el nivel
INTER. Por ultimo, observamos otros estudiantes que fueron capaces de construir todos
los elementos del esquema y por tanto manifiestan estar en el nivel TRANS.

Finalmente, en relacion a la descomposicion genética que hemos fijado para la integral
pensamos que se corresponde a la exigencia propia de los estudios de ingenieria
relacionados con el medio ambiente y las ciencias de la naturaleza, como se puede
comprobar en el analisis de libros de textos realizado. De todas maneras, pensamos que
se deberian reforzar la formalizacion de la integral, reforzando los aspectos algebraicos.
Luego nuestra propuesta definitiva para la descomposicion genética de la integral
quedaria de la siguiente manera:
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CUADRO 5:
PROPUESTA DE DESCOMPOSICION GENETICA DE LA INTEGRAL DEFINIDA EN FUNCION DE LA INVESTIGACION.

A. Farticid nde un intetvala [3, k]

a0 Esquema tematizado de kteralo enla recta real.
nd Grafic am ente se tendia la @ cidn de diddirun segm erto en varias partes.
nz MNum éicamerte, dada un valor g tendiamos la accion de mostrar un conjunto de

vdores ordenados, cuyo pim e ekmerto coibcidiia son a v el Gimo con b
tocos conla misma ampliud &= bs)n

oz Irterioiz acidn en un proceso de la racion de parician.

RA. idertificacion la expresion P=fa= g xu ath,..., == b} como particion de un
ittern ao

E. Sumza da Remann pata uha funcion contiua & Jen un interialo real [z § ¢ conuna

partician

E.01 Esquematematizado de &rea de ura supeficie.

E.02 Esquematematizado de fukcion red de vadiahle real.

B.O3=x Esquematematizada de parisian.

E.Ad Graficam ente, se terdtia la accidn de  construir bs rectangalos cuyes kases
saffan los subintervalos defiridos por la particion vy cuyas aluras sedan las
imagenes, por Tx], de un purta segin u oritetio (el masim o el minimo, o], ¥
delimitar sus areas

EZ2 MNum éicamerte, se tendia la acitn de halbr un nomero gue coincide con la
sum a de las deas de los woBnguls.

B2 La rteforzacion de las acciones lkuatd a una comprension de la nocidn de suma
de Riem arh a nivel de proceso.

RE. idertifiz acion la expresidn  fx, 4 fix] b, Hx]-h como la sum a de Riemann

de una furcion & | v la paicion P

G- Definir b integral definida com o la splicacidn del esquema limite a una sucesidn de
sumas de Riemann.

g Esquematematizado de susesian,

2 Esquema tematizado de limite de una sweesion, gue incluya el paso de un
proceso de acercamiento & valor exacto.

3=R Esyguematematizado de suma de Riemann

R 121 R C3) via corstrucsidn de una sucesidn de sumas de Riemanh

B2 IC2 R C2) via limite de una 5 usesion de sum as de Riem ann

9. IMPLICACIONES PARA FUTURAS INVESTIGACIONES

El modelo teérico APOS sobre comprension de nociones matematica avanzadas asume
que es necesario a partir de los resultados de la investigacion introducir mejoras en las
propuestas que se hagan de la descomposicion genética analizadas, que en este caso
podrian ir por la linea de mejorar las construcciones de tipo analitico. La metodologia
usada para disenar nuestra descomposicion genética de la integral se podria extender a
otros conceptos matematicos, tanto a los directamente relacionados con nuestro
esquema, sucesion, limite como a otras nociones basicas del calculo, como podrian ser
las de derivada, ecuaciones diferenciales, integral indefinida, series, etc.

Por otro lado creemos que el uso de la métrica Fuzzy, el aspecto mas novedoso de
nuestra metodologia de investigacion, permite una valoracion cuantitativa que también
se puede utilizar en la evaluacion de la comprension de otros conceptos matematicos.
Ademas, habria que ver si este tipo de métrica permitiria clasificar a los estudiantes
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seguin su nivel de adquisicion de una nocion, lo que posibilitaria a los profesores disefiar
actividades diferentes para cada uno de los niveles.

Otra de las herramientas que ha sido importante a la hora de realizar nuestro estudio ha
sido la utilizacion de asistentes matematicos, en concreto Derive. Seria interesante dado
que la métrica Fuzzy nos aporta una puntuacion global aplicar técnicas estadisticas del
tipo ANOVA, para ver hasta que punto el uso de dichos asistentes mejora la
comprension de los elementos de nuestro esquema de integral o de cualquier otro que se
disenase en el futuro.
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LA INTEGRAL DE RIEMANN. ’INTERPRETACI(,)N DE LOS ERRORES DE
APROXIMACION UTILIZANDO UN CAS'
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Resumen

En este trabajo se presenta una investigacion que se desarrolld con estudiantes de primer
curso universitario con el objetivo general de analizar las dificultades que poseen los
estudiantes a la hora de comprender algunos conceptos fundamentales de las
Matematicas tales como error de aproximacion, cota del error, valores exactos y
aproximados. Elegimos para ello, el concepto de integral de Riemann y desarrollamos
con los estudiantes un conjunto de sesiones usando el Computer Algebra System (CAS)
DERIVE como herramienta para facilitar la comprension de tales conceptos.

Palabras clave: Ensefianza y aprendizaje de la Integral Definida, cotas del error,
Programas de Célculo Simbolico (PCS)

Abstract

In this work we present results from a research study whose aim was to analyze first
year university students’ approaches to comprehend mathematical concepts that involve
approximation errors, error bounds, and exact, and approximate values during the study
of Riemann integration. To this end, students used Computer Algebra System (CAS)
DERIVE as a tool to facilitate the comprehension of such concepts.

Keywords: Teaching and learning Definite Integral, error bounds, Computer Algebra
System (CAS)

1. INTRODUCCION

Una forma de introducir el concepto de integral definida, consiste en el uso del
problema de aproximacion del area limitada por una curva con el eje OX. Depool
(2004), en su Tesis Doctoral, realizd una investigaciéon en la que la secuencia de
ensefianza utilizada se desarroll6 en esos términos, utilizando para ello un Programa de
Utilidades disenado a tal efecto haciendo uso del CAS (Computer Algebra System)
DERIVE (véase Camacho, Depool y Santos, 2005 y 2010), potenciando ese sentido de
aproximacion al calculo del area limitada por una curva con el eje OX, haciendo uso de
diferentes métodos tales como el de rectdngulos (inferiores, superiores y punto medio),

! Una versién preliminar de este trabajo fue presentada por sus autores en la Poster
Session del 11 ICME celebrado en Monterrey en el afio 2008.

* Universidad de La Laguna. Islas Canarias. Espafia

** Unexpo. Venezuela

** Universidad de La Laguna. Islas Canarias. Espafia
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trapecios y parabolas (Simpson). Los resultados obtenidos, mostraron la necesidad de
plantear a los estudiantes un analisis especifico de los errores de las aproximaciones que
se obtenian por estos métodos. Para la investigacion que vamos a presentar, se utilizaron
una serie de actividades disefiadas de tal manera que los estudiantes debian estimar
cotas del error de aproximacion utilizando procedimientos graficos, numéricos y
algebraicos.

La comparacion y andlisis de los procedimientos utilizados por los estudiantes, permitid
discutir varios aspectos relevantes del concepto de error de aproximacion de la Integral
Definida que se presentaran en lo que sigue.

En la investigacion que presentamos, nos hemos propuesto como objetivos:

e Determinar las dificultades y errores que se observan en las actuaciones de los
estudiantes al construir el concepto del error de aproximacion de la Integral
Definida

e [Establecer la competencia de los estudiantes en la construccion del concepto del
error de aproximacion de la Integral Definida.

e Determinar las contribuciones del software Derive en la construccion del
concepto del error de aproximacion para el calculo del area bajo una curva, de
una funcidon cuya primitiva no puede ser obtenida por medio de métodos
elementales.

Para su desarrollo, se realizé un experimento de ensefianza guiado por una conjetura:

“el proceso de construccion del conocimiento del error de aproximacion en la integral
definida mejora cuando se usa la tecnologia como instrumento en la resolucién de las
situaciones problematicas planteadas”. Se videograbaron varias sesiones y se desarrollo
una interaccion directa con los estudiantes para indagar las diferentes concepciones que
tienen sobre el trabajo que realizaron.

2. MARCO CONCEPTUAL

Diferentes investigaciones han mostrado que el uso de un CAS ofrece a los estudiantes
la oportunidad de representar informacion y establecer relaciones para resolver los
problemas, en términos de aproximaciones visuales, numéricas y algebraicas (Blume y
Heid, 2008, Ruthven, 2002) y en nuestro trabajo, se examinard el proceso de
construccion del conocimiento que evidencian los estudiantes cuando transforman el
artefacto (el software Derive) en un instrumento para la resolucion de problemas (véase:
Artigue, 2002; Trouche, 2005), en términos de propiedades y significado, conectando y
relacionando distintas representaciones y operaciones que aparecen mientras resuelven
los mismos.

Nuestro marco conceptual se sustenta principalmente en las consideraciones de los
modelos de competencia (cognitivo, formal y de ensefianza), que como es sabido, este
campo ha generado en Didactica de las Matematicas diferentes aproximaciones, es
decir, en este campo de investigacion se distinguen diversas formas de estudiar las
situaciones problematicas de naturaleza didactico matematica.

Mostraremos a continuacién un modelo de competencia cognitivo adaptado del de
Socas (2007) y derivado del Enfoque Légico Semiodtico (ELOS), el cual nos permitid
estudiar la comprension, por parte de los estudiantes, del concepto de error de
aproximacion a la Integral Definida. Si se tiene en cuenta que uno de los objetivos de la
Teoria ELOS consiste en elaborar modelos teoricos y practicos (Modelos de
Competencia), a partir del analisis empirico, que aporten los supuestos basicos que
permitan interpretar fenomenos especificos que se dan en Educacion Matematica, es por
lo que esta adaptacion nos resulta util para el desarrollo de nuestra investigacion. Socas
(2007) establecid que un modelo de competencia cognitivo se refiere al aspecto formal
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del campo conceptual tanto a sus aspectos conceptuales y fenomenoldgicos como a sus
aspectos cognitivos, es decir, simularia los procesos cognitivos implicados en la
ejecucion competente de un usuario ideal del campo conceptual analizado.

El Modelo de Competencia Cognitivo quedo establecido a partir de tres componentes
principales:

— Los estadios de desarrollo cognitivo a partir de los sistemas de
representacion. A saber, el estadio semiotico, el estructural y el
autonomo.

— Lateoria de Duval (1993) sobre los registros de representacion semidtica
y el funcionamiento cognitivo del pensamiento.

— Las dificultades, obstdculos y errores en el aprendizaje de las
Matematicas

En el Cuadro 1, se presentan los diferentes estadios de desarrollo cognitivo que se
consideran en el modelo de competencia, estableciéndose dos categorias diferentes para
cada estadio. Para cada categoria se presentan también los descriptores que determinan
la situacion de un estudiante en una u otra categoria.

ESTADIOS DE DESARROLLO COGNITIVO

Categoria 1 A. El estudiante tiene ideas imprecisas sobre el error de aproximaciéon de la Integral
Definida y mezcla de forma incoherente diferentes representaciones semiéticas

Estatiio Semidtico
Categoria 1 B. El estudiante reconoce los elementos de un registro de representacién semiética en
relacién con el concepto de error de aproximacioén para la Integral Definida

Categoria 2 A. El estudiante reconoce una registro de representacion semiética y realiza
| Trasformaciones (tratamientos) en su interior

l Estadio Estructural ‘

—' Categoria 2 B. El estudiante trabaja con al menos dos registros y realiza conversiones entre ellos

Correctamente el error de aproximacioén de la Intearal Definida independientemente del otro

Categoria 3 B. El estudiante articula coherentemente diferentes registros, ejerce control de las
representaciones

,— Categoria 3 A. El estudiante articula dos registros. Puede tomar cualquiera de ellos para significar

Cuadro 1. Los diferentes estadios y categorias del modelo de competencia.

En el siguiente esquema se presentan en orden creciente las diferentes acciones en el
modelo de competencia cognitivo de la teoria ELOS que incorpora términos de la
Teoria de Duval (Duval, 1993) sobre los Sistemas Semioticos de Representacion y que
ahora se desarrollan en cada uno de los estadios (reconocimiento de un registro de
representacion, tratamiento dentro del mismo registro, conversion entre registros de
representacion y coordinacion de varios registros de representacion).

En la columna del centro, se observa que estamos trabajando fundamentalmente con el
Registro Grafico (RG) y el Registro Algebraico (RA). Se muestran en sentido
ascendente la relacion de los estadios y las acciones que debe realizar el estudiante que
le permiten pasar de un estadio a otro.
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= A
v
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Reconocimiento y Semictico
tramiento

3. METODOLOGIA
La investigacion se realizo en la UNEXPO de Barquisimeto (Venezuela) con un grupo

de estudiantes que cursaban el primer curso de la carrera de Ingenieria Industrial. La
materia que cursaban durante el trabajo de investigacion que desarrollamos era la
asignatura Cdalculo 2, en cuyo programa se incluyen los siguientes temas: Cdalculo
integral, Sucesiones, Series, Vectores en el espacio y Superficies. Al grupo
seleccionado se le propuso una serie de actividades complementarias fuera del horario
de clases en un Laboratorio de Computacion y como complemento a los contenidos

presentados en el aula.

Participantes:

Para la investigacion se seleccionaron 7 estudiantes (Lisangel, Juan, Vesmar, Victor,
Leonardo, José y Jessica) de un grupo de 45 de un curso regular de Calculo 2 de la
Escuela de Ingenieria Industrial de la UNEXPO de Barquisimeto (Venezuela). Previo a
la experiencia definitiva se hizo un estudio exploratorio que permitio la eleccion de los
7 estudiantes en base a la asistencia, disponibilidad, interés y desempefio (rendimiento
medio). Tres estudiantes repetian la materia y los otros cuatro eran de nuevo ingreso
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Desarrollo de la investigacion:

El experimento de ensefianza se realizO en quince sesiones, con dos propdsitos
claramente diferenciados. La primera parte se desarrolld en seis sesiones en las que se
trataron los conocimientos previos necesarios para el manejo del Programa de
Utilidades con el DERIVE. Los estudiantes, trabajando de manera individual con su
ordenador y ayudado por el profesor-investigador, fueron desarrollando el Modulo
Instruccional utilizado por Depool (2004) en su Tesis Doctoral (véase también
Camacho, Depool y Socas, 2005 y Camacho, Depool y Santos-Trigo, 2010), en el que
se presentaban algunas nociones elementales del uso de Derive, representaciones de
funciones, Derivadas e Integrales. El profesor investigador explicé y discutié con los
estudiantes el manejo del programa de utilidades (PU) en el que se aproximaba de
manera grafica y numérica el area bajo una curva mediante el uso de figuras simples
(rectangulos, trapecios y trapecios parabolicos).

En la segunda parte, se realiz6 la investigacion que en este trabajo se presenta. Una vez
que los estudiantes lograron, de manera general, recordar algunos de los contenidos del
curso de Célculo 1 y se aproximaron al concepto de integral mediante el PU, se
procedid a plantear una tarea (célculo de la integral) que ocupd las sesiones siguientes,
pidiéndole a los estudiantes que calculasen las diferentes aproximaciones del valor de la
Integral Definida en el intervalo correspondiente, utilizando rectangulos superiores e
inferiores. Posteriormente la tarea solicitaba que calculasen los errores de las
aproximaciones obtenidas. Conviene sefialar que la funcion utilizada no tenia primitiva
y el valor que el software devolvia era un valor aproximado. Seguidamente, se oriento
durante las siguientes 7 sesiones hacia un debate y discusion dirigidos al
establecimiento de cotas de los errores cometidos al calcular el valor aproximado de la
integral mediante esos dos métodos, con el objetivo de tratar de precisar el significado y
determinar las dificultades que encontraban en interpretar el error de aproximacion. Se
les instd, posteriormente, a que establecieran otras cotas de error utilizando rectangulos
en el punto medio, trapecios y trapecios parabolicos (Simpson) con el uso de formulas
de acotacion que aparecen en los libros de texto, con la finalidad, en primer lugar de
optimizar la aproximacion del valor de la Integral Definida, y, en segundo lugar,
comparar el procedimiento inicial con el procedimiento que habitualmente se utiliza en
los cursos de Célculo. Se emplearon, como hemos indicado, nueve sesiones de trabajo
para esta segunda parte centradas en el estudio de los errores de aproximaciéon y el
analisis de cotas para los errores.

En resumen, la parte correspondiente al estudio del concepto de error aproximacion del
valor de la Integral Definida es la parte del experimento de ensefianza que analizaremos,
haciendo uso de la videograbacion de las sesiones.

4. ANALISIS E INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS
La Tarea propuesta fue:
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Desde el primer momento, la mayoria de los estudiantes actiian utilizando el Programa
de Utilidades (PU) para hacer las representaciones graficas de la funcion y sus
aproximaciones.

Calcular
1

J.ecos(x—l)dx

-1
y mostrar la relacion de las aproximaciones obtenidas utilizando 6 rectangulos
inferiores y 6 rectangulos superiores con el valor exacto de la integral

3
il
/y Bl
/.
. 1 l L
f/,,é.
-1 | I

Otras actuaciones tienen que ver con la optimizacion del valor de la integral se observa
cuando consideran que una estimacion del error (E) consiste en restarle la
aproximacion con rectangulos superiores (RS ) la aproximacion con rectangulos
inferiores (RI )y dividirlo entre dos E = (RS —RI)/2, concluyendo que el valor de la

integral (V1 )estara acotado por

RI+E<VI<RS-E
En el caso de la estudiante Vesmar, presenta un resultado numérico calculado
directamente con Derive, que es el valor que ella considera como el valor exacto (ya
hemos indicado con anterioridad que el valor de esa integral no se puede obtener por
métodos elementales, por lo que DERIVE presenta un valor aproximado de la
integral.Esta estudiante explicita que foda integral debe tener un valor exacto, lo que
resulta ser una dificultad importante para poder interpretar el concepto de error y cota de
error.
Estd idea resultdo ser interesante, pero no es correcta dado que dependerd de la
concavidad de la funcién. Cuando se tiene una recta el valor de la integral sera igual.
Esta dificultad llevo a los estudiantes a considerar esta posibilidad durante varias de las
sesiones.
En el caso del establecimiento de la cota del error obtenida mediante la diferencia entre
RS y RI, fueron dadas por Lisangel y Juan. Por ejemplo, Lisangel, estudiando la gréafica
antes presentada se da cuenta de que las imagenes intermedias de los extremos de cada
subintervalo se repiten, en tanto que la primera y la ultima no, dado que todos tienen la
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misma longitud de la base (Ax), llega a establecer la formula para una cota del error, asi
queda: RS —RI = Me = Ax(f(b)— f(a))

Fig. 1 Representacion de Lisangel
Por su parte Juan muestra una interpretacion grafica, en la que mueve los rectangulos
que se forman entre las aproximaciones y construye uno nuevo, que utiliza para
justificar la formula que determina la cota del error.
En otras intervenciones estos dos estudiantes amplian sus resultados para incluir los
errores que se generan con las aproximaciones RS y RI, y lo muestran graficamente, por
ejemplo, el caso de Juan se recoge en la Fig. 2.
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it %
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|
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=

Fig. 2. Representacion de Juan

Las aportaciones de Lisangel y Juan, modificaron la idea que tenian los estudiantes en
relacion al célculo del error mediante la diferencia media y permitié que los estudiantes
se plantearan otras formas de presentar la acotacion del valor de la integral.

En la octava sesion los estudiantes calcularon las cotas para rectdngulos superiores e
inferiores, y con punto medio, trapecios y con la regla de Simpson, haciendo uso de las
diferentes derivadas. Utilizaron Derive para representar la primera, segunda y cuarta
derivada de la funcion y estimar las diferentes cotas del error para la integral en el
intervalo [-1,1]. Las representaciones graficas fueron esenciales para el calculo:

En el caso de los rectdngulos superiores e inferiores (k es la cota de la derivada primera)
se determina

—a)  145(1-(-1))
g<klo=a) L U= a3
2n 26

Para rectangulos en el punto medio (k es la cota de la derivada segunda) se obtiene

3

(b—a) |-2,71828|(1-(-1))
24n* 24.6°
68
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Para el método de los trapecios (k es la cota para la derivada segunda), se expresa

_k(b-a) 2 71828(1~(-1))’
Bl 27 12-6

Y finalmente para el método de Simpson (k es la cota de la derivada cuarta) se formula

~0,05034

5| k(b—a)* 10,8731(1-(-1))’
To180n° 180-6°

~ 0,000497

Los estudiantes representan correctamente las graficas correspondientes de las derivadas
primera, segunda y cuarta, respectivamente.

y=£"(X) y=FA(x) y=F*(x)
e
o5 110

1 \ -1 ‘I"u 1
0.5 5
s ‘,

\ % = + 1
-1 1\ -2 \ / \ / .
-0.5 . -2.5 \ / o3

Por ejemplo Juan, utilizando rectangulos superiores e inferiores, establece la
desigualdad siguiente y sefiala que el método resulta util para acotar la integral, pero
poco exacto por el valor grande que da la estimacién con la diferencia de las de las
aproximaciones en relacion con los valores obtenidos sumando areas de rectangulos.

1

R, =R; = Ax(f(b)~ f(a)) < J.em(x_”dx <R, +Ax(f (D)~ f(a)

-1
esto es,

1
31< je”s(*-”dx <3,79

-1

3
S
}/ B
/.
: -1
x‘é'
1 R




En el caso de Jessica, ésta se refiere a la aproximacion con rectangulos inferiores y
utilizando la férmula de acotacion siguiente:

k(b- a)2
pero es incapaz de establecer relaciones entre 10|€{é ighi error, cota del error y
valor exacto de la integral, lo que nos evidencia que posee dificultades para establecer
relaciones entre conceptos y que su comprension del concepto de error de aproximacion
es muy limitada.
Otro estudiante, Leonardo se refiere a la aproximacion con rectangulos punto en el
medio. Representa con DERIVE una figura y plantea una desigualdad erronea. Se
muestra que, por una parte posee errores en el planteamiento de la desigualdad y una
escasa compresion del concepto de error de aproximacion.

——.

T

2'5 .—él

(3.457120,02516< [ e

-1 -0.5 0.5 1

El estudiante Victor se refiere a la aproximacion de la integral usando trapecios.
Representa la figura obtenida y plantea una desigualdad. Sefiala que considerando la
gréafica, la aproximacion siempre estard por debajo. Se observa que la representacion
grafica influye notablemente en su razonamiento y no se plantea la posibilidad de que el
lado de los trapecios también pudiesen estar sobre la curva, dependiendo de la
concavidad de la misma. Consideramos que su comprension es muy limitada.

Vesmar plantea la aproximacion utilizando la regla de Simpson. Representa una figura
en la pizarra y plantea una desigualdad. Indica que la aproximacion estara siempre por
debajo. Al igual que Victor se observa que el razonamiento estd muy influenciado por la
representacion grafica. Consideramos también, que muestra una escasa comprension del
concepto de error de aproximacion.

Sy +|E| < VR=[ &0 Nax v
- |

Fig. 3. Representacion de Vesmar
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En Lisangel encontramos que usa en un primer momento la cota
|E| < Ax(f(b) - f(a)) ~ %(2,718282 —0,595834) ~ 0,686232, y

a continuacion refiere a la aproximacion con trapecios. Determina haciendo uso de
DERIVE la representacion grafica y presenta la siguiente desigualdad.

4,-C<[ e av<a +C

-1 1

Fig. 4. Representacion de Lisangel

Al preguntarle si la desigualdad se puede utilizar para cualquier tipo de aproximacion
sefiala

“si, porque tenemos una aproximacion y la cota, sabemos que si a la aproximacion le
restamos la cota nos da un numero menor que la aproximacion, y, si a la aproximacion
le sumamos la cota nos da un numero mayor que la aproximacion. Entonces en valor de
la integral se va ha mover entre este valor menor y este mayor .

Se observa que tiene una buena comprension del concepto y es capaz de extrapolar
resultados que deduce de otras situaciones, creando nuevos conocimientos.

Para el anélisis de la informacion, se utilizaron unas tablas, donde se registraron sesion
a sesion los elementos caracteristicos que pudieron ser observados durante las diferentes
actuaciones de los estudiantes (véase Anexo).

La Tabla 1 muestra en sintesis de las caracteristicas de los estudiantes que nos han
permitida clasificar a dos estudiantes (Lisangel y Juan) en el estadio autonomo, otros
dos en el estadio semidtico (José y Jessica) y los otros tres en el estadio estuctural
(Vesmar, Victor y Leonardo).

Estudiantes Estadio Caracteristicas

Lisangel y Juan Auténomo Utilizan varios registros de representacion,
logrando conversiones entre ellos y son capaces

de producir nuevos conocimientos a partir de
manejo de los registros, que utilizan
posteriormente  para explicar sus nuevas

situaciones.
Vesmar, Victor y Estructural Utilizan varios registros de representacion,
Leonardo teniendo dificultades para realizar conversiones

entre ellos, basan sus razonamientos en lo
conocimientos establecidos por los estudiantes
que se encuentran en el estadio autonomo.

José y Jessica Semidtico Tienden a utilizar un registro de representacion,
tiene problemas para exponer sus ideas y se
sienten confundidos ante nuevas situaciones.

Tabla 1. Caracterizacion de los estudiantes segun su actuacion
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El analisis pormenorizado de las diferentes actuaciones que se fueron observando
durante el desarrollo de la investigacion en el aula, elaboramos un instrumento que nos
resultd extremadamente util para poder caracterizar la comprension que mostraban los
estudiantes del concepto de error de aproximacion. Lo denominados “mapa de
actuacion” y en ¢l se describen la trayectoria que siguié cada estudiante durante todas
las sesiones en las que se desarrolld la investigacion. Las lineas discontinuas muestran
las actuaciones después de institucionalizar lo que denominamos cota del error para los
rectangulos superiores e inferiores. Cuando en un nodo del mapa, se escribe, por
ejemplo, la etiqueta EE2B, quiere decir que el estudiante muestra una actuacion propia
de una comprension en el estadio estructural, categoria 2B (Véase el Diagrama 2)

EP&E.E EATE
o BEA3S
EEZE EEIE EEZE", Estadio
Lisangel - E31H [EE24 .EEEPLESIB . EE2a ~EEZA T Autdnomo
E3la ™ E&SE EA&SE
s
EEZE 4
EEIB proa FE \\ prps FE2B EEZE EEZE,
Tuan - EZ1B ES1E ES1B o -
EA3A
A
EEZE  +FEFZE EEIE EEZR
Vesmar-EEJA  EE2A ES1A EE2a EE2A F24 EE24 " /FEas T
u EEZA™ | -
E31E E31
Estadio
Estractural
EEIE EEIB EEZE
EEZ T [ —
Victor ES1E B3l ES1B— — = 7 EE2A
EE2B FEZE_EEZE
EEZ4 FEE24 EEI4  FR2a
Leonardo- E31E | EZIE -, ESI_B E31B
E3la™
EEZE —
EEZA gSt&-E%itDi
José- ES1B Fa R ES1E Faates
E=lA E3lA E3lA E3la
EEZB  EEZB
Jessica- ESIE ElB EilB  E3IE ESIB ESIB-—)-
ElA

Diagrama 2. Mapa de las actuaciones de los estudiantes
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5. CONCLUSIONES

Del andlisis realizado, podemos concluir que algunos estudiantes tienden a realizar
tratamientos en un solo registro y muestran dificultades para construir otro a partir del
que tienen, asi como también a realizar conversiones entre ellos, presentan dificultades
para exponer sus razonamientos basados en el tratamiento del registro que manejan. Los
estudiantes que alcanzan mayor éxito en la resolucion de la tarea son lo que logran
superar esta dificultad y en su razonamiento muestran indicios del uso de varios
registros y logran realizar conversiones coordinadas entre ellos.

Hemos observado otro tipo de dificultades radica en el hecho de algunos estudiantes no
son capaces de diferenciar el error de aproximacion y la cota de error, tendiendo en
algunos momentos considerarlos con el mismo significado. Se observé ademas, que
desde el momento en que logran superar esa dificultad, son capaces no so6lo de
diferenciar los términos sino a utilizarlos para establecer expresiones numéricas-
algebraicas y representaciones graficas que les permiten acotar el valor de la integral,
utilizando diversos tipos de aproximacion; incluso mediante el estudio de las diferentes
cotas del error, cual de la aproximaciones pudiese dar un valor mas aproximado

En cuanto a los errores que cometen los estudiantes, hemos observado que muchos de
ellos provienen de célculos operativos pero las dificultades que hemos observado
promovieron, de manera general una cantidad importante de estos errores.

Del analisis del mapa de actuaciones (Diagrama 2) se puede observar, de una parte, que
la trayectoria no es ascendente en cuanto a los estadios y categorias, un estudiante puede
subir y bajar de estadio, debido a las dificultades y errores cometidos. En el momento
que el estudiante logra superar la deficiencia tiende a cambiar de estadio. Los
estudiantes que hemos considerado que poseen un mayor grado de comprension del
concepto, logran permanecer en la mayoria de sus intervenciones en los estadios
estructural y autébnomo, en cambio los menos exitosos se encuentran por general en el
estadio semiotico.

En cuanto al uso de software Derive, hemos podido observar que ha contribuido a la
construccion del concepto de error de aproximacion del valor de la Integral Definida,
puesto que disponer de dicho software ha facilitado la elaboracion de diversos registros,
tanto graficos como numéricos, que les han facilitado el planteamiento, por parte de los
estudiantes, alternativas diversas que los han conducido, en lineas generales a generar
respuestas a situaciones planteadas.

Nota: Este trabajo ha sido financiado parcialmente por el Proyecto de Investigacion
EDU 2008-05254 del Ministerio de Ciencia e Innovacion del Plan Nacional I+D+i del
Gobierno de Espafia.
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ANEXO

Lisangel
Ses. Dificultades Errores Registros | Estadio
Da una interpretacion de la Integral con solo el
1 registro grafico muestra que tienen una idea Ninguno RG ES1B
parcial del concepto
2 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
Plantea que el valor de la integral se puede
optimizar aplicado la formula.
3 REC_SLP_SU33 EL EJEX(-1, 1, 6 - RECTZHF_SCERE S JIEX( 2 €) L SHEALE AL 1 6 Ninguno RG-RAN EE2B
Conveniente para optimizar, pero
inconveniente para acotar la integral.
EE2A
No se percata que el valor RS-RI es una cota Nineuno RAN
de error. Dificultades para definir la cota g
4 Consider: | error es mayor a |
No logra ubicar correctamente el error en onsidera que ¢l error es mayor a 1a ES1A
lacion a la cota cota y expresa RAN
e : Margen mayor > error > cota
. - Cree que el error de aproximacion esta
5 Interpreta cqu vocgfflamente el significado del entre la cota de error y el valor de RS- RAN EE2A
error de aproximacioén RI
La idea que tiene del error se limita al siempre
hecho de que es la diferencia entre el valor de Ninguno RAN ESIB
6 la integral y su aproximacion
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2A
Ninguna Ninguno RG-RAN EA3B
7 Ninguna Ninguno RG-RAN EA3A
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
3 - —
Considera que cota de error de aproximacion Ninguno RAN EE2A
no pueden ser iguales
9 Ninguna Ninguno RG-RAN EA3B
Juan
Ses. Dificultades Errores Registros | Estadio
Da una interpretacion de la Integral con
1 solo el registro grafico muestra que tienen Ninguno RG ES1B
una idea parcial del concepto
2 Participacion no relevante
Plantea optimizar el valor de la integral
utilizando la formula RS — R/ VRl buena
3 2 Ninguno RG-RAN EE2B
idea para optimizar el valor, pero
inconveniente para acotar el valor de la
integral
4 Ninguna Ninguno RAN EE2A
5 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2A
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
La idea que tiene del error se limita al
siempre hecho de que es la diferencia entre Ninguno RAN ESIB
6 el valor de la integral y su aproximacion
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2A
Ninguna Ninguno RG-RAN EA3B
Considera equivocadamente que una
. porcion del rectangulo que se utiliza para
7 Interpreta equivocadamente el RG establecer que el valor RS-RI es el error RG ESIB
de aproximacion
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2A
3 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
9 Ninguna Ninguno RG-RAN EA3B
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Vesmar

Ses. Dificultades Errores Registros | Estadio
1 La idea que tiene de la Integral es que tiene | Considera la aproximacion de la Integral RG-RAN EE2A
un valor exacto dada por Derive como el valor exacto
2 Participacion no relevante
Plantea que se puede aproximar el valor de
la integral con a/r7— MRS , buena
3 - +MRI Razonamiento similar al anterior RG-RAN EE2A
idea para optimizar el valor, pero no muy
adecuada para acotar el valor de la integral
Considera que error de aproximacion solo . L
. . . ., Considera el error de aproximacion como
es la diferencia media entre las imagenes de . -y RAN ES1B
4 la funcion una aproximacién del valor de la Integral
No diferencia entre cota de error y el valor | Cree que el Va‘10r R_S-RI acota la cota del RG-RAN EE2A
RS-RI error de aproximacioén de la Integral
Ninguna Ninguno RG EE2A
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2A
3 Considera que el valor RS-RI
Confunde aproximacion con el valor RS-RI dera 4 . y RG-RAN ES1B
aproximacion son iguales
La idea que tiene del error se limita al
siempre hecho de que es la diferencia entre Ninguno RAN ESIB
el valor de la integral y su aproximacion
C0n81d§ra‘ la cota de error como un valor Ninguno RAN EE2A
6 que delimita el error de aproximacion
No se percata que para calcular el valor del
margen de error debe multiplicar la . :
diferencia de las imagenes por la longitud Ninguno RG-RAN EE2A
de la base de los rectangulos
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
7 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2A
Ninguna Ninguno RG-RAN EA3A
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
8 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
Ninguna Ninguno RAN EE2B
9 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2A
Victor
Ses. Dificultades Errores Registros | Estadio
Da una interpretacion de la Integral con
1 solo el registro grafico muestra que tienen Ninguno RG ESIB
una idea parcial del concepto
2 Es el mismo comportamiento anterior Ninguno RG-RAN EE2B
3 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
4 Ninguna Ninguno RG EE2A
5 Participacion no relevante
La idea que tiene del error se limita al
6 siempre hecho de que es la diferencia entre Ninguno RAN ES1B
el valor de la integral y su aproximacién
7 Participacion no relevante
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
8 Se limita a explicar el significado del error .
utilizando la desigualdad cota-error Ninguno RAN ESIB
El RG influye notablemente en su
9 razonamiento a tal punto que se plantea Ninguno RG-RAN EE2A

otras acotaciones diferentes a las que
observa en la grafica
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Leonardo

Ses. Dificultades Errores Registros | Estadio
Da una interpretacion de la Integral con
1 solo el registro grafico muestra que tienen Ninguno RG ESIB
una idea parcial del concepto
2 Es el mismo comportamiento anterior Ninguno RG EE2B
3 Participacion no relevante
Poca claridad en el razonamiento Ninguno RG-RAN EE2A
Considera que existen varios margenes de
4 error entre dos aproximaciones. Aunque | Cree que hay dos cotas para el error.
. RAN EE2A
establece que el error es menor o igual a la | Expresa Comm < E < Co.M.m
cota
5 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2A
Imprecision en el razonamiento Confunde error con aproximacioén RAN ESIA
6 El cometer errores operativos en los Comete  errores —operativos —en el
. P establecimiento de la foérmula par la RG-RAN EE2A
calculos le confunde . .
diferencia RS-RI
7 Participacion no relevante
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
3 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
Se limita a explicar el significado del error Ninguno RAN ESIB
con la desigualdad cota-error
. .. Plantea una desigualdad errada que no le
9 No tiene claro el significado de cota y error permite interpretar el significado de RG-RAN ES1B
respecto al valor de la Integral . o
aproximacion, cota y error
José
Ses. Dificultades Errores Registros | Estadio
Da una interpretacion de la Integral con
1 solo el registro grafico muestra que tienen Ninguno RG ESIB
una idea parcial del concepto
Considera que el valor de la integral es la
2 Tratamiento inadecuado de RG y RAN suma de las areas de los recta}ngulos RG-RAN E1SA
entre las aproximaciones con rectangulos
inferiores y superiores
Aunque plantea una acotacion de la integral
3 | con RI+E<A<RS—E, no estd claro si Ninguno RG-RAN EE2A
diferencia cota de error y error de
aproximacion
4 No (lilferc?rrlm'a entre cota de error y Confqnde 5 cota de error con RAN ESIA
aproximacion aproximacion
Expresa que requiere el valor de la Integral | Considera que la forma de calcular el
5 . RAN ES1A
para calcular el error error es teniendo el valor de la Integral
6 No entiende el significado del error Ninguno RAN ESIA
Imprecision en el razonamiento Ninguno RAN ES1B
7 Participacion no relevante
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
8 Manifiesta imposibilidad de considerar que | Considera que el error y la cota no
. . RAN ES1B
el error y la cota puedan ser iguales pueden ser iguales
9 Inasistente
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Jessica

Ses. Dificultades Errores Registros | Estadio
Da una interpretacion de la Integral con
1 solo el registro grafico muestra que tienen Ninguno RG ES1B
una idea parcial del concepto
2 Participacion no relevante
3 Razonamiento similar al anterior Ninguno RG ESIB
NO d{f(?r,enma entre cofa 'y error ¢ Considera que cota y error son iguales RG ESIA
4 imprecision en su razonamiento
Considera que margen y cota son diferentes C_on51dera que margen y cota son RAN ESIB
diferentes
5 Participacion no relevante
La idea que tiene del error se limita al
6 siempre hecho de que es la diferencia entre Ninguno RAN ES1B
el valor de la integral y su aproximacion
7 Participacion no relevante
Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
8 Ninguna Ninguno RG-RAN EE2B
Se limita a explicar el significado del error .
utilizando la desigualdad error- cota Ninguno RAN ESIB
9 No logra relacionar error, cota y Ninguno RAN ESIB

aproximacion con el valor de la Integral
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COMPRENSION VISUAL Y CONCEPTO DE INTEGRAL EN LA ENSENANZA
UNIVERSITARIA.

Blanca Souto Rubio”
Inés M* Gomez- Chacon”

Resumen

En estos ultimos afios distintas investigaciones han puesto de manifiesto la importancia
de abordar las dificultades de los estudiantes en la comprension del concepto de
integral. Algunas de estas dificultades tienen un claro origen en la coordinacién entre el
registro visual y el analitico. En esta comunicacion se presenta un estudio con
estudiantes de primero de la Licenciatura de Matematicas de la Universidad
Complutense de Madrid, evaluando la influencia del método visual para la comprension
del concepto de integral. Se describen los resultados de un cuestionario de problemas no
rutinarios, tratando de identificar errores y dificultades relacionados con la comprension
visual de la integral. Por ultimo, se sugieren aspectos clave para ser incorporados en la
ensefianza explicita de la visualizacion en la disciplina de Analisis.

Palabras clave: Integral, Didactica del Anadlisis, Representaciones, Visualizacion,
Pensamiento Matematico Avanzado.

Abstract

In the last years, several researchers highlight the importance of tackling the students’
difficulties in the concept of the understanding of the integral. Some of these difficulties
have their origin in the coordination between the analytical and visual registers. In this
communication we present a study carried out with first-year-students of the
Mathematics Degree at the Universidad Complutense de Madrid (UCM) evaluating the
influence of the visual method in the understanding of the concept of integral. The
results of a non-routine questionnaire are described, in order to identify mistakes and
difficulties related with the visual understanding of the integral. Finally, some key
issues are suggested to be incorporated into a didactical action for the concept of
integral with explicit attention to visualization.

Key words: Integral, Calculus Didactic, Representations, Visualization, Advanced
Mathematical Thinking.

* Universidad Complutense de Madrid
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1. INTRODUCCION
Los resultados expuestos en esta comunicacion forman parte de un estudio mas amplio
que tenia como objeto ultimo mejorar la ensefianza del Analisis Matematico a Nivel
Universitario a través de la exploracion de los procesos de visualizacion empleados por
los estudiantes. Por tanto, podemos considerar que esta investigacion se engloba en el
campo de la Didactica del Analisis. Segun Azcarate y Camacho (2003), hablar de la
situacion actual de la Didactica del Analisis Matematico implica hacer un poco de
historia y explicar el marco general en el que se inserta, esto es el Pensamiento
Matematico Avanzado (PMA). Coincidimos con estos autores cuando afirman que en la
década de los 90, puede apreciarse una clara evolucion desde el estudio de los errores y
dificultades del alumnado hacia las investigaciones mdas recientes acerca del
conocimiento de los estudiantes que subyace a dichas dificultades.
Nuestro estudio se centra en el concepto de integral por ser uno de los mas destacados
en las investigaciones (Mundy, 1987; Llorens y Santoja, 1997; Gonzélez- Martin y
Camacho, 2005). Estos estudios ponen de manifiesto que los estudiantes, en los
primeros afios de Universidad, poseen un manejo mecanico y operativo del concepto.
Entre las posibles causas se sefialan las grandes diferencias que existen entre la forma en
que se aborda la ensefianza de la integral en Bachillerato y en la Universidad. También
se destaca la falta de integracion entre el concepto de area y el de integral por parte de
los estudiantes, lo que conlleva a algunos de los autores resefiados a prestar especial
atencion a la coordinacion entre el registro visual y analitico de cara a mejorar la
comprension del concepto. Estos resultados han hecho que consideremos las teorias
cognitivas de registros de representacion y las de visualizacion para analizar las
dificultades de los estudiantes con el concepto de integral.
En este contexto, la pregunta de investigacion que nos hemos planteado ha sido la
siguiente: ;como puede mejorarse la comprension de la integral (y por tanto disminuir
las dificultades y errores de este concepto) desde el punto de vista de los estudios sobre
visualizacién? Esta cuestion se sitlia dentro de dos lineas de investigaciones emergentes
apuntadas por Presmeg (2006) en su trabajo sobre investigaciones sobre visualizacion
en educacion matematica:

— Factores que hacen efectiva la visualizacion en matematicas, junto con la
necesidad de la visualizacion para los procesos de abstraccion y generalizacion;

— Papel de las imagenes en los procesos de encapsulacion de los objetos
matematicos.
En esta comunicaciéon no pretendemos responder exhaustivamente a la pregunta
planteada, sino que lo que nos interesa es proporcionar algunos puntos clave de
reflexion de cara a elaborar una propuesta didactica de la integral que tenga en cuenta
los procesos de visualizacion. Para ello, trataremos de profundizar en la naturaleza del
problema planteado identificando errores y dificultades relacionadas con la
comprension visual de la integral, poniendo la atencion especialmente en los siguientes
aspectos:

- Errores y dificultades cometidas en el registro analitico que podrian evitarse
con la coordinacion del registro visual.

- Errores y dificultades con el manejo del registro visual que han impedido o
dificultado la resolucion con éxito del problema.

2. FUNDAMENTACION TEORICA

Como acabamos de sefialar, el propio planteamiento del problema, nos lleva a
considerar el marco tedérico definido por las teorias cognitivas sobre registros de
representacion semidtica (Duval, 1995, 1999, 2006; Hitt, 2003, 2006) que contemplan
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de forma explicita el didlogo entre registros y, en particular, hablan del manejo del
registro visual. Esta aproximacion tedrica se utiliza para explicar qué entendemos por
comprension y aprendizaje de los conceptos matematicos. Coincidimos con Duval
(1995, 1999) en que no es posible acceder directamente a los objetos matematicos a no
ser a través de sus representaciones en los distintos registros de representacion. De ahi
que resulte tan importante el estudio de las representaciones para explicar la
comprension de los conceptos y el aprendizaje de las matematicas. Para Duval (1999) el
aprendizaje de las matematicas consiste en construir una arquitectura cognitiva en la que
debe existir una coordinacion entre registros.

Basandonos en esta idea de comprension de los conceptos y en nuestra hipdtesis de la
preponderancia del registro analitico en las repuestas de los estudiantes, definimos la
nocion de Comprension Visual (CV) como aquella que se da cuando un sujeto adquiere
representaciones de ese concepto en el registro visual y ademads, es capaz de
transformarlas y convertirlas a otros registros a la hora de realizar razonamientos
matematicos. Este concepto de Comprension Visual serd clave para analizar las
respuestas de los estudiantes desde el punto de vista de la visualizacion.

Por otro lado, los estudios en Educaciéon Matematica realizadas en el campo de la
visualizacién incorporan otras perspectivas de andlisis que van mas alla de la
aproximacion semiotica y que resultan relevantes para nuestra investigacion. Entre ellos
destacamos el papel de la intuicion en el razonamiento matematico (De Guzman, 1996;
Arcavi, 2003; Fischbein, 2005), las diferencias individuales en la preferencia por lo
visual (Presmeg, 1985, 1986, 1991, 1994, 1995, 2006); causas del rechazo y status de la
visualizacion (Eisenberg y Dreyfus, 1991; Dreyfus, 1991) que incluyen aspectos mas
socioculturales del uso de la visualizacion.

A continuacion precisaremos algunos conceptos basados en estas perspectivas y que
forman parte del marco tedrico e interpretativo de nuestro estudio. En primer lugar,
tomamos la nocion de visualizacion definida por Arcavi (2003) en la que subrayamos la
conceptualizacion de la misma como proceso y como producto:

“Visualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacion,
uso y reflexion sobre figuras, imagenes, diagramas, en nuestra mente, sobre el papel o
con herramientas tecnologicas con el proposito de representar y comunicar
informacion, pensar y desarrollar ideas y avanzar la comprension” (Arcavi, 2003:217)
Otros conceptos han estado inspirados en las investigaciones sobre preferencia por lo
visual y las distinciones sobre el argumento visual y no visual en matematicas de
Presmeg (ver Presmeg 1985, 1986, 1991, 1995, 2006) .Siguiendo a Presmeg (2006)
definimos imagen visual como ‘“constructo mental empleado para representar
graficamente informacion visual o espacial” (Presmeg, 2006:207; traduccion libre). Asi
mismo, un método visual de solucion es aquel que involucra imégenes visuales, con o
sin un diagrama, como una parte esencial del método de resolucién, incluso en caso de
que también se empleen razonamientos o métodos algebraicos. Un método no visual de
resolucién es aquel que no involucra imagenes visuales como parte esencial del método
de solucion. Ademas, inspirados por la nocién de Mathematical Visuality (MV) de esta
autora definimos Preferencia por lo visual (PV) como la tendencia que tiene una
persona a elegir métodos visuales de resolucion cuando se enfrenta a problemas que
podrian ser resueltos tanto por un método visual como no visual.

Finalmente, definimos Habilidad Visual (HV) como la capacidad de crear, interpretar y
manejar con correccion las imagenes graficas tanto a la hora de representar y comunicar
informacion, como en el momento de pensar y desarrollar ideas. Estas tres nociones,
Comprension Visual, Preferencia por lo visual y Habilidad Visual, van a desempenar
un papel fundamental a la hora de describir los procesos de visualizacion de los
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estudiantes de primero en la resolucion de problemas no rutinarios de Analisis, por lo
que se tendran en cuenta en el disefio metodoldgico de la investigacion.

3. METODOLOGIA
Metodologia y poblacion
El grupo de estudio estd compuesto por un total de 29 estudiantes (15 mujeres y 14
hombres) de primero de la Licenciatura de Matematicas de la Universidad Complutense
de Madrid. Todos los estudiantes, puesto que este es su primer afio de universidad, estan
matriculados de la asignatura Andlisis de Variable Real, asignatura en la que se
imparten los conocimientos relativos a la integral.
La investigacion se enmarca en un estudio de tipo cualitativo. El anélisis de los datos es
principalmente inductivo, ya que las categorias e interpretacion se construyen a partir de
la informacion obtenida. De acuerdo con el objetivo general del estudio el foco de
investigacion tiene un caracter exploratorio, descriptivo e interpretativo. Estas
caracteristicas forman parte —y son especificas- de la investigacion cualitativa (Glaser y
Strauss 1967; Latorre y otros, 1996). Para la recogida de datos se ha utilizado un
cuestionario y entrevistas semiestructuradas individuales. El andlisis de los datos
recogidos se ha llevado a cabo a través de redes sistémicas para el cuestionario y
transcripciones para las entrevistas.
Instrumentos de investigacion
El cuestionario constaba de 10 problemas de Analisis Matematico no rutinarios, algunos
de ellos utilizados en otras investigaciones (Mundy, 1987; Selden, Mason y Selden,
1989 y Tufte, F.W., 1988 (ambos citados en Eisenberg y Dreyfus (1991)); Llorens y
Santoja, 1997). Estos problemas resultan idoneos para evaluar la Comprension Visual
de los conceptos ya que se caracterizan por evidenciar la actuacion del estudiante en la
combinacion de registros. Coincidimos con Eisenberg y Dreyfus (1991) cuando afirman
que:
“Cada uno de los problemas estd basado en un concepto que tiene una interpretacion
visual, y es esto lo que hace que las/os estudiantes (y a menudo sus profesores) no
puedan hacer muchos de los problemas de esta lista, ya que no han aprendido a
explotar las representaciones visuales asociadas con los conceptos” (Eisenberg y
Dreyfus, 1991: 26, traduccion libre).
Otras caracteristicas de los problemas interesantes para la investigacion son que estan
planteados en un registro analitico, pero que admiten varios tipos de resoluciones (entre
ellas una visual) o bien que fuerzan de forma explicita a utilizar el registro visual, lo que
permite evaluar la Preferencia por lo visual y la Habilidad Visual asi como identificar
tipologias de usos y errores asociados a las imagenes.
Para el andlisis del cuestionario se hizo un primer recuento atendiendo a cuatro
indicadores y cuyos resultados mostraremos en la siguiente seccion (ver Andlisis global
de resultados) y posteriormente un estudio mas cualitativo a través de redes sistémicas
(ver Respuestas de los problemas).
Las redes sistémicas (Bliss, Monk y Ogborn, 1983) posibilitan una configuracion de los
datos que permite mirar todas las respuestas efectivas de los alumnos encuestados. De
este modo se logra una vision de conjunto que resulta muy interesante para nuestros
objetivos, poniéndose de manifiesto complejas relaciones entre los distintos elementos
representados:

— Estrategias elegidas por los estudiantes y frecuencia con que aparecen:

o Exitosas o no
0 Visuales o analiticas
— Tipos de representaciones que aparecen asociadas a los conceptos fundamentales
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— Imagenes empleadas por los estudiantes
Los resultados obtenidos del cuestionario exigian un nivel de profundizacién mayor por
individuo en aspectos afectivos, cognitivos y socioculturales relativos a la visualizacion.
Para ello se realizaron entrevistas a 6 individuos representativos segun la preferencia
por lo visual y nivel de pensamiento avanzado.

N° | ENUNCIADO DESCRIPCION VISUAL
1 (Qué estd mal en el siguiente célculo de la | Dominio del concepto de | CV,PV
integral? integral y sus propiedades. Es no
L b PR S | L R | rutinario por la formulacion
—dr = f tTdr = —| = —| =—/—-—-—=-2
@ o 1|, x|, 1 —1 (buscar un error y no resolver)

Dominio en el calculo de | CV, PV,
integrales, con la dificultad de | HV
involucrar un valor absoluto.

Calcula .[—33 |x + 2|dx.

3 Si f es una funcién impar en [— a,a] calcula | Dominio en el calculo de | CV, PV,
. integrales, mayor grado de | HV

I (b +(f( x)))dx abstraccion (funcioén
—a desconocida y uso de
parametros) lo que obliga a
emplear razonamientos y
propiedades con mas generalidad
que el anterior.

Tabla : Enunciados de los problemas analizados, breve descripcién y aspectos visuales que
permiten evaluar.

En esta comunicacion se describen los resultados de tres problemas del cuestionario que
involucran el concepto de integral, completando con datos procedentes de las
entrevistas. Estos problemas resultan relevantes porque obtuvieron un indice alto de
respuestas y explicitan distintos aspectos del concepto. En la tabla (Tabla ) el enunciado
de cada problema, una breve descripcion sobre la forma en que aparece el concepto de
integral y algunas dificultades a priori que puede presentar para los estudiantes, y por
ultimo los aspectos de la visualizacion que permite evaluar.

4. ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS
Analisis global de resultados
En primer lugar, para tener una vision global del conocimiento y dominio de los
estudiantes del concepto de integral, realizamos un recuento de las respuestas dadas por
los estudiantes atendiendo a los cuatro indicadores que especificamos a continuacion.
Los resultados de dicho recuento se recogen en el grafico de la Figura .

- 1* columna: Porcentaje de alumnos que no dejan la respuesta en blanco (Resp.)

- 2% columna: Porcentaje de alumnos que responden de forma correcta® (Corr.)

- 3% columna: Porcentaje alumnos que emplean un argumento visual. (AV)

- 4% columna: Porcentaje de alumnos que realizan algin dibujo. (Dib)

2 . 7 ’ <7 )
Entendiendo como respuesta correcta, aquélla que obtendria la puntuacion maxima

desde un punto de vista institucional.
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Resultados globales
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Figura : Grafico de los resultados globales de las respuestas a los tres problemas.
Como puede observarse, para estos tres problemas, el porcentaje de intentos de
respuesta es bastante elevado, no habiendo demasiadas respuestas en blanco (1?
columna). Sin embargo, este porcentaje desciende cuando s6lo contamos las respuestas
correctas (2 columna), no siendo superior al 30% en el mejor de los casos. Finalmente,
las dos tultimas columnas se refieren al uso del registro visual, y como puede observarse
es bastante limitado. En particular, la ultima columna mide el uso explicito de
representaciones visuales, mientras que la tercera, hace referencia al uso de argumento
visual, que no tiene por qué venir acompafiado necesariamente de una imagen visual
externa. Por tanto, la diferencia de alturas entre ambas columnas representa la existencia
de un mayor uso implicito que explicito del registro visual.
Respuestas a los problemas
A continuacién mostramos con mas detalle las respuestas a los problemas y
comentaremos aspectos relevantes en relacion con los objetivos planteados.
Problema 1
Las respuestas de los estudiantes a este problema estdn recogidas en la red sistémica
asociada (ver Figura ). Como puede observarse (ver Figura ), del total de 97% de los
estudiantes que responden al problema, s6lo un 28 % lo hace de forma correcta. Entre
las respuestas incorrectas, encontramos que 7 de los 29 estudiantes responden que esta
bien. Tres de ellos incluso repite el mismo célculo. El resto, también trata de realizar de
nuevo el calculo o indican como deberia hacerse correctamente cometiendo alguno o
varios de los siguientes bloqueos y errores:

- Emplear otra primitiva distinta.

- Intercambiar los signos al aplicar la regla de Barrow (en ese caso se obtiene 2,
que es coherente con las propiedades de la integral).

- Tener en cuenta la constante de integracion.

- Errores de calculo.
Llamamos la atencion sobre el hecho de que s6lo 2 alumnos de los 29 emplea el registro
grafico de forma explicita, realizando dibujos y respondiendo correctamente. Este hecho
nos indica que emplear el registro grafico o al menos tener una idea visual de lo que esta
ocurriendo, resulta de gran ayuda. Sin embargo, esta interpretacion visual de la integral,
también da pie a algunos problemas que podrian deberse al hecho de haber aprendido
esta conexion mecanicamente y no a través de la visualizacion de una imagen (ninguno
de los dos dibuja):
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- Las integrales dan areas bajo curvas, que son siempre positivas (alumno 27°).
- Como -1/x es negativo, al hacer Barrow se debe cambiar los signos (alumno
19).

De hecho el andlisis detallado de la red sistémica asociada a este problema, permite
observar como la apropiacion de diversidad de representaciones de los conceptos
involucrados en un problema junto con un adecuado manejo de las mismas, proporciona
una buena comprension de los conceptos asi como del problema. De modo que existe
mayor posibilidad de éxito en su resolucion.
Este problema tiene dos conceptos en juego, por un lado el de integral definida y por
otro el de funcion. Como hemos podido observar, la integral la identifican
principalmente con procesos de célculo de primitivas, y como es definida, con aplicar la
regla de Barrow, pero sin tener en cuenta las hipdtesis necesarias para ello (salvo el
alumno 4). Algunos incluso recurren a la nocion de integral como proceso inverso de la
derivacion y tratan de utilizar esta idea para calcular la primitiva (ver 10). Tan so6lo los
alumnos 22, 27, 28 la relacionan, a través del uso del registro visual, con el producto:
area bajo una curva. Este resultado podria estar provocado por el propio enunciado, que
alude directamente al “céalculo de la integral”, pero también, a una causa institucional, y
es que es desde este enfoque como se introduce este concepto en el Bachillerato.
Por otro lado, el concepto de funcidon aparece contemplado como algo global, ya sea
porque forma parte de las hipdtesis de algin teorema o porque consideran alguna
propiedad de la funcion, deducida o no de imaginar su grafica: continuidad, dominio de
definicion, si esta acotada, etc. Aunque también hay algunos alumnos a los cuales les
basta con poner la atencidn en el punto x=0, que identifican como problematico (ver 7,
17).
Esta eleccion del tipo de representaciones escogidas para los conceptos involucrados,
determina practicamente el éxito que se tendra en la resolucion del problema. Asi puede
verse como todos los alumnos que dan respuestas correctas o validas, o bien se centran
en la funcidn, o bien contemplan a la integral como producto (4rea bajo una curva). Sin
embargo, la mayoria, como hemos visto, interpreta la integral como un proceso, lo que
les impide comprender qué estd ocurriendo. Si a esto le afiadimos los errores de calculo
que pueden cometerse en cualquier momento de dicho proceso (tanto a la hora de
calcular la primitiva, como en el orden de aplicacion de la regla de Barrow o en las
operaciones), obtenemos la gran variedad de respuestas incorrectas que aparecen
reflejadas en la red.

3 Se adjudicé un nimero del 1 al 29 a cada alumno que respondio al cuestionario. En la
red sistémica, este numero aparece en entre paréntesis junto a la respuesta dada por ese
individuo. Por eso, de ahora en adelante, utilizaremos esta numeracion para hacer

referencia tanto a las respuestas como a los alumnos.
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REPRESENTACIONES.

RESPUESTA DEL ALUMNO CONCEPTOS
Continuidad. Funcién
(— Al no ser continua la funcién, no se puede aplicar la regla de Barrow. como parte de las
hipétesis de un
- Recalcula la primitiva (con cte de int.) y escribe La primitiva de 1/x esté bien calculada) . -
Célculo de primitivas
y afiade (4)
pero la integral no estéa bien definida; pues x =0 ¢ Dam(/ ) ., )
- x Funcnon como aplicacion
-Lafnoestd) No es integrable en[-1, 1] ;
- que asigna un valor a
definida en 0] E| calculo esta mal porque no tenemos en cuenta este valor de an | otro
la x /
Resputesta No se puede calcular, ya que la funcién tiende a o0 cuando x 14
correcta tiende a 0
CEnx=0. fs ' (Funcion dependiente de )
va al infir’1it0 En x = 0 la funcién se va al infinito. No se : . una variable. |dea de
puede calcular la integral de esa manera en — Plal (28) limite, asintotas
esta funcion. (29)| J
(Funcion como objeto, )
- Esta mal el segundo = (sin justificacién). Dibuja la funcién y @2 algo més global. Integral
concluye que no puede ser negativa como éarea bajo una
K \ curva <
[ Repite los Concluye que esta bien (13) (24) (20)\ Integral como area bajo
ij - i fi una curva.
mismos pasos Se fija en que 1_Ix es n_eg_étlvo y afiade que (1&]>
Intenta otro camino (primitivas) 12) N\ J
2_ 43
.[" =2 y obtiene, con errores, -4
- Utiliza otras [x7 = T y obtiene -2/3 (18)
primitivas
Indica qué primitiva usaria (11)
T Integral &> Calculo de
- Cambio de orden —_‘ =T 2 (2) (19) (25) primitivas
Rehace el en la regla de T :
célculo o Barrow Con errores de célculos ;] :,Ll,%:z (27) n
indica cémo oo Int. Definida€-->Regla de
rehacerlo - Intenta un cambio de variable Problemas con los diferenciales. Integra @6) Barrow
en lugar de derivar
P . . de=12 - _1)72:0
Respuest Sustitucion directa: _[ ( (23)
incorrecta - Otros errores Signos ;" 14120 (5) (8) (21) (27)
Xl
Otros (9) (12) (15)
- Siendo més quisquilloso se podria decir que
tendria que aparecer la cte de integracion que (13),
- Comentarios luego al aplicar Barrow se simplifica
- Las integrales dan areas bajo curvas, que son @ Visual: Integral como
siempre positivas(No dibuja) area bajo una curva.
(- Esta bien in justificacion 3)
[ No sé integrar, para mi estaria bien (6)
No rehacen el - Problemas con los diferenciales. (16),
célculo < -Problemas |- Otros ejemplos de primitivas® (10
con la - Problemas con las primitivas tipo J‘Yudx _x" cuando n Integral¢-->Calculo de
integral ; n+l (26) primitivas €->Proceso
es positivo. No puede aplicarse este método a potencias inverso a la derivacion.
L [de exponente negativo. Y pone como ejemplo n = 1.

Figura : Red sistémica asociada al Problema 1

Pero ademads del tipo de representaciones escogidas, también es muy importante el uso
que se hace de ellas. Por ejemplo, el alumno 4, es el Gnico que pone la atencién en un
inicio en la integral como calculo de primitivas y tiene éxito con la respuesta. Esto lo
logra gracias a que complementa de forma flexible el calculo de la primitiva con otro
argumento sobre el dominio de definiciéon de la funcidon. Por otro lado, se pone de
manifiesto como la combinacién adecuada de registros lleva a una mejor comprension
de la situacién del problema (ver alumnos 28, 22). Pero como sefialdbamos, es
importante que esta coordinacion entre registros no se haga de forma automatica pues
puede dar lugar a errores (alumnos 19 y 27). Debe acompafiarse de reflexion.

Problema 2

Este problema es respondido por el 90% de los estudiantes, aunque sélo el 24% tiene
éxito en su resolucion. En este caso, y como previmos en el andlisis a priori del
problema, se observa como el hecho de tener que separar la integral en trozos ha dado
lugar a diversas dificultades (ver Anexo: Red sistémica asociada al Problema 2):

- Problemas con la propiedad J'c f(x)dx = r f(x)dx + J: f(x)dx

0 No se separa en trozos
0 Se calcula un solo trozo
0 Se consideran dos trozos
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= en los que varia la funcidon que se integra, pero no el intervalo de
integracion
= se separa en x=0
= se calculan bien por separado, pero no se suman al final.
- Errores de calculo:
O Primitivas
O Regla de Barrow
0 Al operar.
Respecto al registro visual, a pesar de no estar presente en el enunciado, se hace notar
una mayor presencia que en el anterior en las resoluciones de los estudiantes,
principalmente en aquellos que responden con éxito al problema: de 7 alumnos que lo
usan, 5 resuelven bien el problema (a pesar de que uno de ellos realiza un dibujo
incorrecto) y 2 responden con errores (aunque las respuestas son coherentes y se
observa comprension del problema).
Si se analiza el uso de las imagenes visuales empleadas en la resolucion de este
problema, se puede observar una circunstancia relevante a la hora de comprender mejor
el manejo del registro visual. En ocasiones, una misma imagen puede ser utilizada de
dos modos muy diferentes. Por ejemplo, si comparamos la respuesta del alumno 18 o el
7, con las del 28 o el 22, observamos que todos realizan practicamente la misma imagen
(con o sin cuadraditos), pero sin embargo juegan un papel muy diferente en la
resolucion del problema.
Si observamos la Tabla , en la primera fila puede verse que el argumento es analitico y
la imagen parece haberse empleado o bien para hacerse una idea global de la situacion
(Figura : Respuesta del alumno 18) o bien para comprobar (Figura ), mientras que en la
segunda fila (Figura , Figura ), la imagen es clave en el argumento. Tanto que si
prescindimos de ella, éste careceria de sentido. Esta distincion de funciones de la misma
imagen ya la encontrabamos en la teoria de Duval, cuando habla de las imagenes
iconicas y las compara con las visualizaciones (Duval, 1999). Basandonos en esa idea,
las hemos denominado funcion ilustrativa 'y heuristica de las imagenes,
respectivamente.
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Funcién ilustrativa
.

Figufé ': Réspuesta del alumno 18

Figura : Respuesta del alumno 22

Funcién heuristica

Figura : Respuesta del alumno 28

Tabla : Funcion ilustrativa y heuristica de las imagenes en las respuestas al
Problema 2

En esta linea, de ejemplos de uso ilustrativo de las imagenes,
también podemos estudiar el caso de la alumna 21, quien emplea el |
registro visual para realizar un dibujo con errores desde el punto de ~ \ |
vista institucional, que no tienen ninguna repercusion sobre la Avi R
respuesta correcta al problema. Esta observacion corrobora las 4

realizadas por otras 1nvest1ga01ones En particular, Llorens y

Santoja (1997) afirman que “el alumno esta prefiriendo el contexto algebraico-formal al

visual-geométrico, simplemente porque no los ha integrado”. Figura : Respuesta
de la alumna 21 al
Problema 3 Problema 2

En este problema, al aumentar el grado de abstraccion del

problema, aumenta la dificultad y se requiere una mayor comprension de los conceptos
involucrados: funcién impar e integral definida. Ademds resulta muy recomendable
poseer una vision global de lo que estd ocurriendo. El hecho de que se diga que la f es
impar, estd incitando al uso del registro visual, o al menos a la combinacion de
registros, ya que podria haberse enunciado, como se hace en el problema 2.9, que la
funcion cumple que f(-x)=-f(x). Sin embargo, el paso por el registro visual no es
estrictamente necesario para resolver el problema, es opcional.

La estrategia seguida por la mayoria de los estudiantes, 12 de 29, es la siguiente, que es
eminentemente analitica:

j (b+(f(x))dx = j bdx + j f(x)dx=b’ +0=2ab

Pero so6lo a la mitad (6 de 12) les sirve para dar la respuesta correcta. El resto de
estrategias seguidas consisten o bien en separar el intervalo de integracion en el 0, o
bien son de caracter mas abstracto, dando lugar a errores légicos. Por ejemplo, un

estudiante (13) trata de razonar probando que f par implica f* impar, y de ahi concluye
que F es par. Es decir, prueba una implicacion, pero luego la utiliza en sentido contrario.
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En menor ntimero estan las que utilizan como base el registro visual. Veremos alguna
de ellas mas adelante.
Entre los errores, dificultades y bloqueos encontrados al razonar analiticamente de
forma operativa destacamos:
- Problemas con la definicion de funcion impar
0 No saberla o no saberle sacar partido.
0 Confundirla con la de par
0 Definicién sélo puntual en los extremos
o Utilizar explicita o implicitamente: f(x)+b impar
- Problemas con la integral definida:
0 Calculo: similares a los de los problemas anteriores.
0 Propiedades:
= Aditiva: bloqueo si no se aplica al principio.
= Sacar constantes que suman fuera de integral
= No cambio de signo al cambiar los extremos de integracion o al hacer
cambios de variables.
- Errores simbolicos:
0 Problemas con la notacioén (nombres de parametros)
0 Problemas con el simbolo de integral, empleado para referirse a la primitiva)

[[(reoy=[ f@ - 1)

En este problema se pone de manifiesto la influencia del tipo de enunciado para el
analisis de los resultados. El caracter abstracto con que se plantea ha anadido, a las
dificultades propias del calculo de integrales, nuevos obstaculos relacionados con la
utilizacion de argumentos mas generales. Ademas, en este caso, el concepto de integral
aparece muy interrelacionado con el concepto de funcién impar, que también presenta
dificultades de comprension, lo que ha influido de forma negativa en las respuestas.

Por otro lado, nuestras expectativas de encontrar un mayor uso del registro visual fueron
satisfechas, lo que da pie a poder hacer otra observacion en torno a este registro. En
particular, nos sorprendid la respuesta que mostramos a continuacion (ver Figura ), que
es completamente visual, y no habiamos contemplado en el andlisis a priori del
problema.
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Figura : Respuesta al problema 3 del alumno 28

Esta resolucion pone de manifiesto la dificultad cognitiva propia del uso del registro
visual, ya sefialada por Eisenberg y Dreyfus (1991) como una de las tres causas para el
rechazo de la visualizacidon. La respuesta analitica, que en este caso aparece al final
como comprobacion, sigue un proceso lineal en el que se suceden ciertas operaciones
que, realizadas con correccion, acaban dando como resultado 2ab.

En el caso visual, es necesario contemplar el proceso desde una perspectiva global.
Deben tenerse en cuenta mayor nimero de conceptos y relaciones de forma simultanea:
requiere de la interpretacion visual de la integral como area y de las funciones impares
como simétricas respecto al origen, debe recordarse que sumar una cantidad constante a
una funcioén es trasladarla a lo largo del eje (este concepto no aparece en el argumento
analitico) y, finalmente, son precisas ciertas transformaciones del tipo de “cortar” y
“pegar” areas, teniendo en cuenta sus signos. Obviamente, en ambos casos, el resultado
es el mismo. Sin embargo, cada tipo de argumento nos conduce a ver el problema de
distinta manera.

Con este ejemplo, queremos remarcar el tipo de comprension tan diferente que nos
proporciona cada registro, y lo conveniente que resulta combinarlos. Si logramos que
nuestros estudiantes dominen ambos tipos de razonamiento, estaremos contribuyendo a
que posean una mayor comprension de los objetos y relaciones matematicas.

5. CONCLUSIONES E IMPLICACIONES DIDACTICAS

Los resultados mostrados en esta comunicacion en torno a las dificultades con el
concepto de integral confirman los datos obtenidos por otras investigaciones citadas en
la introduccion: Mundy, 1987; Llorens y Santoja, 1997; Gonzalez-Martin y Camacho,
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2005. De forma especifica destacamos las dificultades originadas por el manejo
operativo y analitico de la integral, que se manifiesta principalmente a través de la
identificacion de “integral” con “primitiva” y de “integral definida” con la regla de
Barrow, dando lugar a numerosos errores de célculo. Salvo en ciertas excepciones
individuales, esta situacion viene acompafiada de una falta de integracion entre el
concepto de integral y el de area y por tanto de una clara falta de comprension visual de
la integral, paso que consideramos imprescindible para alcanzar una verdadera
comprension del concepto.

Como resultados de este estudio respecto a la visualizacidn se destaca:

- El papel de las representaciones en la comprension de los conceptos: el andlisis de
la red sistémica asociada al Problema 1 permite concluir que la apropiacién de
diversidad de representaciones de los conceptos involucrados junto con la coordinacion
flexible entre el registro analitico y el visual, conducen a un mayor éxito en la
resolucion de problemas no rutinarios, lo que este caso asociamos con poseer una mayor
comprension visual del problema. Ademads, el andlisis de las respuestas dadas al
Problema 3 pone de manifiesto que deben tenerse en cuenta la existencia de fuertes
interrelaciones no sélo entre distintas representaciones de un concepto (en un mismo
registro o entre distintos registros) si no también entre los distintos conceptos
involucrados en el problema.

- Sobre el manejo del registro visual: el registro visual presenta dificultades y
sutilezas sobre las que vale la pena reflexionar y que conviene explicitar, pues de lo
contrario, se pueden inducir errores en los estudiantes (ver respuestas de los alumnos 19
y 27 en el Problema 1). Rescatamos dos de estas particularidades del registro visual
aparecidas en el analisis de los resultados mostrados:

O Funcion ilustrativa vs heuristica de las imdgenes: una misma imagen puede
desempefiar funciones muy distintas dentro de la resoluciéon de un problema. En el
analisis del Problema 2, veiamos cémo de hecho la misma imagen puede pasar de ser
una mera ilustracion que acompaiia al razonamiento analitico (funcion ilustrativa) a ser
la base del razonamiento (funcion heuristica).

0 Dificultades cognitivas vs comprension global: el andlisis de la respuesta del
alumno 28 al Problema 3 puso de relieve que el argumento visual es mas dificil
cognitivamente que el analitico, pues requiere movilizar mayor nimero de conceptos y
ademas no es lineal. Sin embargo proporciona mayor comprension a través de la vision
global del problema.

Asi, podemos caracterizar una ensefianza explicita en visualizacién del concepto de
integral, como aquella que fomente la comprension visual de este concepto teniendo en
cuenta los aspectos anteriormente expuestos. Hacemos notar que aunque éstos puedan
ser manejados de forma natural por el matematico experto, no es asi para la mayoria de
estudiantes.

En particular, nos parece especialmente interesante continuar la reflexién en torno a
como lograr que las imagenes contribuyan a dar una vision global a los estudiantes de la
situaciéon matemadtica a la que se enfrentan. Las investigaciones normalmente se centran
en estudiar la coordinacion entre registros que, si bien es una condicién necesaria para
el aprendizaje de las matemadticas, no es suficiente para lograr la comprension visual de
los conceptos. Se muestra necesario el dominio de una vision global u holistica por
parte del estudiante. Una linea de avance a explorar en futuros estudios es como lograr
que los estudiantes adquieran esta vision global necesaria para la comprension de la
integral a través de una ensefianza explicita de visualizacion de este concepto.
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LA ENSENANZA-APRENDIZAJE DE LA OPTIMIZACION MATEMATICA EN
ESTUDIANTES DE EDUCACION SECUNDARIA DESDE LA PERSPECTIVA DEL
EOS

Angel Contreras de la Fuente”
Teresa Balcaza Bautista™

Resumen

La optimizacion matematica constituye una tematica que es tratada de modo diseminado
en la ensefanza secundaria. En el Curriculo actual de ensefianza aparece principalmente
como aplicacion del calculo diferencial, sin que se considere un estudio riguroso de este
topico matematico. En este trabajo se plantea un problema de investigacion orientado al
estudio del proceso de ensenanza y aprendizaje de la optimizacion matematica en
estudiantes de educacion secundaria, enmarcado en el Enfoque Ontosemidtico de la
Cognicion y la Instruccion Matematica (EOS). Se presenta una recopilacion de
investigaciones didacticas relacionadas con la optimizacién matematica, se plantean los
objetivos de la investigacion y se expone la metodologia a seguir desde el Enfoque
Ontosemiotico.

Palabras clave; Optimizacion, ensefianza, aprendizaje, educacion secundaria, enfoque
ontosemiotico.

Abstract

Mathematical optimization is a subject with a widespread treatment in secondary education. In the current
educational curriculum mathematical optimization appears mainly as an application of differential
calculus, and a rigorous study of this mathematical topic has not been considered so far. This paper sets
out a problem-oriented research to the study of the teaching and learning of mathematical optimization in
high school students, using the ontosemiotic approach to cognition and mathematical instruction
(OACMI) as the main reference point. A compilation of teaching research related to mathematical
optimization, the research objectives, and the methodology to be followed from the ontosemiotic
approach are introduced.

Keywords: optimization, teaching, learning, secondary education, ontosemiotic approach.

1. INTRODUCCION

Desde mi experiencia como profesora de estudiantes de secundaria, considero que la
optimizacion constituye una tematica que es tratada de modo diseminado tanto en la
etapa de la Ensefianza Secundaria Obligatoria como en la etapa de Bachiller, y no es
considerada como un topico matematico con entidad propia. En el Curriculo actual de
ensefianza aparece principalmente como aplicacién del Célculo Diferencial sin que se
considere un estudio riguroso de la misma. Como indica Malaspina (2009), son
numerosos los problemas de optimizacion a los que nos enfrentamos en la vida
cotidiana y para abordarlos utilizamos los criterios que nos da nuestra experiencia y
formacion, aunque no necesariamente encontremos la solucion 6ptima. Consideramos
que seria necesario para la ensefanza de las matemadticas, la inclusion de la
optimizacion desde la ensefianza primaria y secundaria ya que constituyen una
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herramienta fundamental para abordar con éxito multiples situaciones de la vida
cotidiana y ademas puede ser aplicada a diversas ciencias y campos del conocimiento.
El trabajo que a continuacion se presenta consta de las siguientes partes: presentacion
del problema de investigacion, resumen de los antecedentes del problema, el marco
tedrico que se utilizara en la investigacion (Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion y la
Instruccion Matematica), los objetivos de la investigacion y la metodologia que se
seguira en la investigacion.

2. PROBLEMA DE INVESTIGACION

El problema de investigacion se plantea en torno a la ensefianza y aprendizaje de la
optimizacion en estudiantes de educacion secundaria. Esta investigacion se enmarca en
un programa de investigacion del area de la didéctica de las matematicas, bajo el marco
teorico del Enfoque Ontosemiodtico del Conocimiento y la Instruccion Matematica
(EOS).

Con este marco teorico las preguntas fundamentales que se van a tratar de responder son
las siguientes:

(Cuales son los significados institucionales de la optimizacidon en estudiantes de
educacion secundaria?

(Cuales son los significados personales de la optimizacion en estudiantes de educacion
secundaria, en cuanto a las situaciones-problema que se plantean en el proceso de
instruccion, los lenguajes que se utilizan, los tratamientos y conversiones entre los
mismos y las argumentaciones que los alumnos realizan?

(Que consecuencias tiene el trabajo cooperativo entre los estudiantes en el aprendizaje
del tema de optimizacion?

(Cual es la idoneidad didactica desde los ejes: epistémico, cognitivo, interaccional y
mediacional del proceso de instruccion de la optimizacion matematica en secundaria?
Teniendo en cuenta los ejes de investigacion que se proponen en el EOS (foco, fin,
generalizabilidad y nivel de analisis) (Godino, Batanero y Font, 2007), las categorias de
cada eje que se van a tratar son las siguientes:

1) Foco: epistémico (significados institucionales), cognitivo (significados
personales), mediacional (recursos materiales y temporales) e interaccional
(interaccion entre significados institucionales y personales).

2) Fin: descripcion de los significados, procesos y factores, explicacion de los
procesos de ensefianza y aprendizaje y los efectos de los factores intervinientes.

3) Generalizabilidad exploratoria, ya que no se pretende generalizar a otros
contextos o poblaciones.

4) Nivel de analisis tematico ya que se estudian hechos y fenomenos ligados al
estudio de una unidad tematica en un nivel educativo determinado.

3. ANTECEDENTES

Son numerosas las ocasiones en las que tenemos que abordar situaciones relacionadas
con problemas de optimizacion; por ejemplo, tratamos de buscar el mejor camino para ir
de un lugar a otro, procuramos hacer la mejor eleccion en la compra, buscamos la mejor
financiacion de nuestra hipoteca o elegir el mejor lugar cuando vamos al cine. Es
evidente que cuando nos enfrentamos a este tipo situaciones que no usamos la
matematica formalizada y rigurosa para encontrar la mejor solucion, pero si utilizamos
los criterios que nos da nuestra experiencia y formacion.

En el Curriculo actual que rige nuestro Sistema Educativo, aparecen contenidos
relacionados con la optimizacion en todos los niveles, como ejemplos encontramos el
maximo comun divisor y minimo comin multiplo en primaria, extremos relativos y
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absolutos abordados como aplicaciones de las gréaficas de las funciones en la E.S.O. y
en Bachiller se introducen los problemas de optimizacion como aplicaciones del
Calculo Diferencial utilizando principalmente el concepto de derivada de una funcion.
Destacar como un primer analisis que la optimizacion aparece como aplicacion de otros
contenidos como son las funciones o el calculo diferencial.

4. EVOLUCION HISTORICA

Desde una perspectiva histérica, como sefiala Malaspina (2009), la problematica sobre
optimizacion ha formado parte de la matematica desde la antigiiedad. A continuacion se
exponen algunos hechos historicos que ponen de manifiesto la importancia de este tipo
de problemas a lo largo de la historia.

Para comenzar, en los tratados griegos de la antigiiedad, en la obra de Apolonio (262-
190 a. C.) sobre Secciones Conicas, se recoge en el Libro V el estudio de los segmentos
de longitud méaxima y longitud minima trazados respecto a una conica. Otra prueba
historica que muestra la presencia de las ideas de méaximo es la obra de Pappus de
Alejandria, Coleccion Matematica, se recoge fragmentos de una obra sobre figuras
isométricas escritas por Zenodoro (180 a.C.) donde afirma que de todas las figuras
solidas con la misma superficie, la esfera es la que tiene un volumen méximo.
Mencionar las destacadas contribuciones que han aportado a los largo de la historia para
crear el andlisis infinitesimal distintos personajes como Eudoxo, Arquimedes, Kepler,
Cavalieri, Torricelli y Fermat. Es en el siglo XVII con el desarrollo del Calculo
Diferencial cuando se resuelven problemas de optimizacion de una manera mas
generalizada. Destacar a matematicos de esta época como Fermat que inventd métodos
ingeniosos para obtener valores maximos y minimos y las significativas aportaciones de
Newton y Leibnitz. Con el uso de las derivadas para resolver problemas de
optimizacion se amplia las aplicaciones de las matematicas en diversos campo de la
ciencia y la tecnologia.

En el siglo XVIII, gracias a las aportaciones de cientificos como Lagrange y Euler se
crea el calculo de variaciones, teoria que permite resolver problemas considerando la
obtencion de funciones que optimizan funcionales. A partir de esta teoria se obtienen
modelos de optimizacidon dinamica que en el siglo XX se aplican en diversas areas del
conocimiento como en economia.

Otra aportacion a la problematica de la optimizacion aparece a mitad del siglo XX al
desarrollarse la programacion lineal gracias a los trabajos de Dantzig (algoritmo del
simplex), Kantorovich y Koopmans. Esta teoria esta siendo utilizada actualmente para
optimizar la gestion de recursos y ayudar en la toma de decisiones en numerosos
campos. Los problemas que considera la programacion lineal tienen como objetivo
seleccionar el valor de ciertas variables de decision (inversiones que hay que realizar,
volumenes de existencias que hay que planificar, niveles de existencias que hay que
alcanzar...) para optimizar una funcion que depende de decisiones tomadas
(rendimiento esperado, provecho total, coste incurrido,...) respetando un conjunto de
limitaciones impuestas ( presupuesto disponible, nivel de riesgo tolerable, satisfaccion
de la demanda, recursos utilizables,...). (Crama, Y. (2005)). Gracias a las
contribuciones hechas a la programacion lineal, pronto se desarrolla la programacion no
lineal con trabajos aportados por cientificos destacados como Kuhn, Tucker y Neumann
entre otros. Actualmente, es un campo muy amplio de las matematicas con multiples
aplicaciones en diversos campos. Destacar la influencia que ha tenido el avance de los
sistemas informdticos sobre los progresos que se estdn consiguiendo actualmente en la
programacion tanto lineal como no lineal, fundamentalmente aplicables en la reduccion
de los tiempos de calculo en los procesos de calculo.
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5. LOS PROBLEMAS DE OPTIMIZACION EN DIDACTICA DE LAS
MATEMATICAS

A continuacién se presenta una serie de investigaciones didacticas relacionadas con
problemas de investigacion.

En Villers C. (1997), se pone de manifiesto que uno de los principales objetivos de las
matematicas en ensefianza secundaria es el de adquirir destrezas para abordar
situaciones de la vida real y entre ella destaca la capacidad para tomar decisiones.
Considera que la optimizacion es un topico matematico necesario para que los alumnos
adquieran tal destreza. Sin embargo, observa que la optimizacion no aparece en los
programas educativos hasta los ultimos afios y este contenido es tratado de una manera
muy imprecisa. Este hecho contradice una de las orientaciones recogidas en un trabajo
publicado en el afio 1980 titulado “Commentaires du programme de mathématique pour
les trois cycles” perteneciente al marco de la reforma pedagdgica de 1’Enseignement
primaire.

Se afirma que es posible tratar situaciones de optimizacion en los primeros afios de las
matematicas escolares y que ello conlleva varias ventajas, como por ejemplo, dotar a las
matematicas de un cardcter mas realista ya que la optimizacidon permite acercar al
alumno a las matematicas utilizando experiencias de su entorno.

Propone una serie de problemas especificos que podrian ser introducidos en secundaria.
Dichos problemas estan relacionados con la busqueda de valores extremos en la
geometria y son resueltos mediante métodos algebraicos.

En Moreno S. et al (2004), se pone en evidencia que la ensenanza de las matematicas
que se da de una manera prescriptiva, rutinaria y ajena al entorno del estudiante,
conduce a interpretaciones falsas alrededor de los conceptos matematicos. Se manifiesta
que actualmente se ensefia con una mayor carga operativa en deterioro de la parte
conceptual. En base a un estudio realizado a estudiantes de maestria e ingenieria de
primer afio y a profesores, se pone de relieve que debido a una interpretacion erronea
que los estudiantes hacen de los conceptos de optimizacion, cuando se les propone
resolver problemas no rutinarios proporcionan respuestas que contradicen la solucion
intuitiva del problema planteado.

Tal como viene recogido en el Curriculo, en la construccion del conocimiento, los
medios tecnoldgicos son herramientas esenciales para ensenar, aprender y en definitiva,
para hacer matematicas. Estos instrumentos permiten concentrarse en la toma de
decisiones, la reflexion, el razonamiento y la resolucion de problemas. (R. D.
1631/2006)

Los siguientes articulos se centran en educacién secundaria y hacen una propuesta
especifica de un método para resolver problemas de optimizacion como es el uso de la
calculadora gréafica.

En Lowther M. (1999), se expone una experiencia relacionada con optimizacion
realizada con alumnos de secundaria. Se propone la resolucion del siguiente problema:
encontrar el maximo volumen que puede tener una caja que se forme a partir de un
folio, cortando las esquinas y doblandolas.

Para enfrentarse a esta cuestion, se les facilita a los alumnos una hoja para que
construyan la caja, escogiendo cada uno de ellos unas dimensiones concretas. El
profesor recoge la siguiente informaciéon de todos los alumnos: el par de nimeros:
longitud del lado y el volumen que genera, y la introduce en la base de datos de la
calculadora cientifica TI-83. Para la interpretacion conjunta de los datos, se utiliza el
método grafico escogiendo para representarlos una pardbola, lo que conlleva a la
conclusion de utilizar el método algebraico para obtener la solucion Optima. En la
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resolucion de este problema se utilizan tres métodos: numérico, grafico y algebraico y
ademads los alumnos prueban fisicamente los volumenes que generan sus cajas, lo que
afiade otra dimension a la asimilacion de los estudiantes de la solucion.

Se destaca la segunda parte de la actividad en la que se proponen a los alumnos que
expliquen y ensefien a sus padres la experiencia realizada en clase. Consideramos que es
un elemento interesante para la reflexion didactica: la comunicacion en el proceso de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Una aproximacion a los problemas de optimizacion en libros de Bachillerato y su
resolucion con la T1-92. Aula. (no.10) pp. 137-152. (Revista, Espafia)

En Camacho M. et al (2001), se presenta una clasificacion de los tipos de problemas que
aparecen en los libros de texto y se desarrollan algunas sugerencias didacticas para su
resolucion utilizando como recurso la calculadora grafica TI-92.

El estudio de los enunciados de los problemas que aparecen en los libros de texto lleva a
encontrar similitud entre ellos. Se establecen siete clases de problemas: problemas de
numeros, de angulos, del nadador, de inscribir/circunscribir unas figuras a otras, de
construccion de figuras minimizando el coste del material, de célculo de la distancia de
puntos a funciones y de la valla. Se considera que al plantear la mayoria de los
problemas se llega a una situacion de caracter numérico-funcional o de caracter
geométrico. Por lo que bastaria con que el alumno adquiera la destreza de resolver estos
tipos de problemas, traduzca el resto de enunciados a uno de estos tipos e interprete la
solucion obtenida.

Para ilustrar el uso de la calculadora grafica se resuelven en este trabajo dos problemas
especificos en la que se combinan tres tipos de representaciones: numérico, grafico y
algebraico.

Una de las ventajas que plantean del uso de esta calculadora en el proceso de la
ensefianza y aprendizaje de la resolucion de problemas de este tipo, es que permite a los
alumnos trabajar con distintos tipos de representacion (numérico, grafico y algebraico)
lo que conlleva a enriquecer el planteamiento y el razonamiento en la resolucion de los
problemas. Ademads, se aportan resultados de diversas investigaciones que concluyen
que los estudiantes que usan calculadoras gréaficas para resolver problemas obtienen una
mayor comprension conceptual que los que desarrollan el aprendizaje de forma
tradicional.

En Driscoll, P. and Kobylski, G. (2002) se tratan reflexiones didacticas sobre la
intuicidn y la optimizacidon no lineal enfocadas a nivel universitario. Se propone el uso
del software MAPLE como recurso para emplear en la resolucion de problemas de
optimizacion. Se desarrolla una experiencia que puede ser utilizada como una actividad
de motivacion en la cual los alumnos expresen sus ideas previas, experimenten e
investiguen. Ademas permite poner de manifiesto la necesidad de buscar nuevas
estrategias para resolver la situacion que se les plantea.

En Campos M.A. et al (1999), se presentan resultados sobre representacion matematica
de estudiantes pre-universitarios en un proceso de resoluciéon de un problema de
optimizacion.

En el desarrollo del trabajo se destaca la importancia de la representacion y
manipulacion simbolica como procesos matematicos que intervienen en la resolucion de
problemas.

Se define el concepto de representacion como las formas en que percibimos,
imaginamos y categorizamos la realidad y nuestras propias construcciones, y las usamos
para describirla, explicarla o ilustrarla (Campos, 1997). Un concepto o situacion
matematica se puede describir con muchos modos de representacion, por tanto, para
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conocerlo es necesario el intercambio entre las representaciones mediante un proceso de
traduccion entre los componentes de éstas.
En este trabajo se estudia cudles son las representaciones que los alumnos utilizan para
resolver un problema especifico. Observar que los alumnos antes de realizar la prueba
que se les propone ya habian cursado algebra, geometria analitica y euclidea, y habian
utilizado métodos algebraicos, graficos y funciones. El enunciado del problema
considerado era el siguiente: Se tienen diez hilos de 30 cm. cada uno. Se anudan de
manera que todos tengan la misma longitud ya doblados. ;Cudles son las medidas de la
base y altura de un rectdngulo que se puede formar, de tal manera que se obtenga el area
maxima?
Al analizar las respuestas de las pruebas realizadas por los alumnos se encontré una
gran diversidad de formas de resolucion, pero se identifico un enfoque comun, el cual
requiere solo algunas representaciones de procedimiento aritmético o algebraico. Se
pone en evidencia la carencia de transformaciones necesarias para pasar de una vision
algoritmica de caracter aritmético a una perspectiva en donde se dé tratamiento al
problema con base en el concepto de funcion, esencial para matematicas avanzadas.
En Contreras A., Luque L. y Ordofiez L. (2004) se realiza el analisis de un problema de
optimizacion desde la teoria del juego de contextos (Douady, 1991) y utilizando las
traducciones entre registros de representacion semidtica (Duval, 2000). Entre las
conclusiones se destaca que para enseflar un contenido matematico ha de
contextualizarse en diversas situaciones de ensefianza y, paralelamente, organizar una
dindmica de tratamientos intraregistros y la coordinacidn interregistros, para aportar un
significado al concepto de que se trate.
En Malaspina, U.V. (2008) se realiza un andlisis de la intuicion y rigor en la resolucion
de problemas de optimizacién desde el EOS. Mediante un estudio realizado a alumnos
universitarios se llega a las siguientes conclusiones:

- Existe una intuicion optimizadora y la existencia de eficiencias en el uso del

lenguaje formalizado, procedimientos, proposiciones y argumentos.
- Se analizan los problemas de optimizacion en educacion secundaria en Pert y
propone problemas para que sean introducidos en la educacion basica.

6. MARCO TEORICO

El enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccién matematica (EOS)

Para abordar la investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje de la optimizacion en
secundaria hay que considerar un complejo proceso en el que estan implicados diversos
elementos didacticos. Hay que acudir a un enfoque unificado de los fenomenos
didécticos (epistémicos, cognitivos e instruccionales), para lo cual es necesario asumir
presupuestos  ecoldgicos,  sistémicos, ontologicos 'y  semidticos  (Godino,
2006).Consideramos que un enfoque tedrico que corresponde a estos planteamientos
desde la perspectiva de la educacidon matematica, lo constituye el marco teoérico
denominado “Enfoque ontosemiotico de la cognicion matematica” (EOS), (Godino,
2002). Este marco teorico ha sido desarrollado, entre otros, por Godino, Font y Batanero
y las investigaciones realizadas en el marco de dicho enfoque han sido publicadas en
prestigiosas revistas de investigacion en didactica de las matematicas de América y de
Europa (Font, V., 2007; Font, V. y Contreras, A. 2008; Font y Godino, 2007; Godino, J.
D., Font, V., Contreras, A. y Wilhelmi, M.R.,2006; Godino, Batanero y Font, 2007;
Godino, Font y Wilhelmi, 2006).

A continuacidn, se presenta una sintesis de las herramientas basicas del Enfoque
Ontosemiotico del Conocimiento e Instruccion Matematica (EOS), ensamblando o
resumiendo parrafos y figuras tomados de diversos articulos de la amplia literatura

100



desarrollada principalmente por J. D. Godino, C. Batanero, y V. Font. Nuestras
referencias fundamentales seran Godino (2003); Godino Batanero y Font (2007); Font
(2007); Godino, Font, Contreras y Wilhelmi (2006); y D’ Amore y Godino (2007).

Conceptos basicos

El punto de partida del EOS es formular una ontologia de objetos matematicos que
considere la matematica como actividad de resolucién de problemas, socialmente
compartida, como lenguaje simbolico y sistema conceptual logicamente estructurado.
Partiendo de este triple aspecto de la matematica se considera objeto matemadtico a
cualquier entidad referida en el discurso matemadtico, todo lo que es indicado, senalado
o nombrado cuando se construye, comunica o aprende matematicas.

Se considera como practica matematica a toda actuacién o expresion realizada para
resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida, validarla o
generalizarla a otros contextos o problemas. Las practicas pueden ser idiosincrasicas de
una persona o compartidas en el seno de una institucion.

Significados personales e institucionales de los objetos

En el estudio de las matematicas se consideran los sistemas de practicas (operativas y
discursivas) puestas de manifiesto ante situaciones problematicas. El sistema de
practicas manifestado por un sujeto individual se define como significado personal y el
compartido en el seno una institucion se define como significado institucional.
Teniendo en cuenta la realidad en la planificacion de un proceso de instruccidon sobre un
objeto matematico se puede considerar la siguiente clasificacion:

Con relacion a los significados institucionales podemos tener en cuenta los siguientes
tipos:

- Referencial: sistema de préacticas que se usa como referencia del objeto
matematico. Se trata de delimitar lo que es dicho objeto para las instituciones
matematicas y didacticas.

- Pretendido: sistema de practicas que se planifica para un determinado objeto
matematico para el desarrollo de un cierto proceso instruccional.

- Implementado: el sistema de practicas, operativas y discursivas, que realmente
se efectta en el aula.

- Evaluado: sistema de practicas que utiliza el docente para evaluar los
aprendizajes de los alumnos.

Respecto de los significados personales se proponen lo tipos:

- Global: la totalidad del sistema de practicas personales que es capaz de
manifestar potencialmente el sujeto relativas a un objeto matematico.

- Declarado: las practicas efectivamente expresadas a propoésito de las pruebas de
evaluacion propuestas, incluyendo tanto las correctas como las incorrectas desde
el punto de vista institucional.

- Logrado: précticas manifestadas que son conformes con la pauta institucional
establecida.

Aquella parte del significado personal declarado en disconformidad con el significado
institucional evaluado, constituye el conjunto de errores de aprendizaje.

El proceso de instruccion modificaré los significados personales del alumno por lo que
interesara tener en cuenta los significados iniciales o previos de los estudiantes y los que
finalmente alcancen.

En la parte central de la figura 1 se indican las relaciones dialécticas entre ensefianza y
aprendizaje, que supone el acoplamiento progresivo entre los significados personales e
institucionales. Asi mismo, la ensefianza implica la participacion del estudiante en la
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comunidad de practicas que soporta los significados institucionales, y el aprendizaje, en
ultima instancia, supone la apropiacion por el estudiante de dichos significados.

4 SIGNIFICADOS N 4 SIGNIFICADOS )
PERSOMALES Participacion INSTITUCIOMALES

/— Global \ / Referencial \
' Declarade )\ f Fretendido )

Implementads

Acoplamiento

Evaluade

Aprendizaje

Apropiacion K _/
\_ J \_ )

Figura 1: Tipos de Significados personales e institucionales.

e

Objetos que intervienen y emergen de los sistemas de practicas

De los sistemas de précticas matematicas emergen nuevos objetos. Si los sistemas de

practicas provienen de una institucion se consideran objetos institucionales y tal nocion

de emergencia se relaciona con los procesos de comunicacidén, simbolizacion y

regulacion. Si por el contrario los sistemas de practicas de los que emergen los

conceptos corresponden a una persona se consideran objetos personales y estan

relacionados con procesos como interiorizacion, condensacion y reificacion.

De entre los objetos matematicos que se ponen en juego en la actividad matematica se

consideran los siguientes como entidades primarias:

- Elementos lingiiisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos, ...) en sus
diversos registros (escrito, oral, gestual, ...)

- Situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, ...)

- Conceptos-definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta,
punto, numero, media, funcidn, ...)

- Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)

- Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, ...)

- Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos, deductivos o de otro tipo,...).

Observar que esta clasificacion no es una cuestion absoluta, puesto que se trata de

entidades funcionales y relativas a los juegos de lenguaje (marcos institucionales y

contextos de uso) en que participan; tienen también un cardcter recursivo, en el sentido

que cada objeto, dependiendo del nivel de andlisis, puede estar compuesto por entidades

de los restantes tipos (un argumento, por ejemplo, puede poner en juego conceptos,

proposiciones, procedimientos, etc.)

Configuracion de objetos

Para analizar la actividad matematica la nocién de sistema de practicas anteriormente
definida es 1til en un andlisis de tipo macrodidactico, en concreto cuando se comparan
las formas que adoptan los conocimientos matematicos en distintas instituciones,
contextos o juegos de lenguaje. Pero para un analisis mas fino es conveniente utilizar las
entidades primarias anteriormente referidas. En cada actividad estos objetos estardn
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relacionados entre si, estableciendo configuraciones. Por tanto, se definen las
configuraciones como las redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas
de practicas y las relaciones que se establecen entre los mismos.

Dependiendo del tipo de redes de objetos se diferencian configuraciones epistémicas
(redes de objetos institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales).

Para describir los conocimientos matematicos se proponen como herramientas tedricas
los sistemas de practicas y las configuraciones. La constitucion de estos objetos y
relaciones (configuraciones), tiene lugar a lo largo del tiempo mediante procesos
matematicos, considerandose €éstas como secuencias de practicas.

- Ty

SITUACIONES - PROBLEMAS
= — T—
RESUELVEN

I
DEFINICIONES (CONCEPTOS) J

EXPRESAY
SOPORTA

LENGUAJE
MATEMATICO

PROCEDIMIENTOS

REGULAN EL
a0

PROPOSICIONES J

DNTERVIEMEN Y
CONDICIONAN

ARGUMENTOS

— L

Figura 2: Componentes y relaciones en una configuracion epistémica

Facetas duales

Los objetos matematicos que intervienen en las practicas matematicas y los emergentes
de las mismas, segun el juego de lenguaje en que participan, pueden ser considerados
desde las siguientes facetas o dimensiones duales:

- Personal — institucional. (individual-social)Si los sistemas de practicas son
compartidas en el seno de una institucion, los objetos emergentes se consideran
“objetos institucionales”, mientras que si estos sistemas son especificos de una
persona se consideran como “objetos personales”

- Ostensivo — no ostensivo. Se entiende por ostensivo cualquier objeto que es
publico y que, por tanto, se puede mostrar a otro. Los objetos matematicos
tienen una naturaleza no-ostensiva (no perceptibles por si mismos). Ahora bien,
cualquiera de estos objetos se usa en las practicas publicas por medio de sus
ostensivos asociados (notaciones, simbolos, graficos,...). Esta es una cuestion
clave en la construccion y aplicacion del conocimiento matematico: “La
generalizacion es esencial porque este es el proceso que distingue la creatividad
matematica de la conducta mecanizable o algoritmica” (Otte,2003, p.187)
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- Unitario — sistémico. En algunas circunstancias los objetos matematicos
participan como entidades unitarias (que se suponen son conocidas
previamente), mientras que otras intervienen como sistemas que se deben
descomponer para su estudio.

- Extensivo — intensivo (ejemplar - tipo). Un objeto que interviene en un juego de
lenguaje como un caso particular y una clase mas general. La dualidad
extensivo-intensivo se utiliza para explicar una de las caracteristicas basicas de
la actividad matematica: el uso de elementos genéricos (Contreras, Font, Luque
y Ordoiiez, 2005).

- Expresion — contenido: Los objetos matematicos son entidades que se relacionan

entre si, dicha relaciéon se establece por medio de funciones semidticas,
entendidas como una relacidon entre un antecedente (expresion, significante) y un
consecuente (contenido, significado) establecida por un sujeto (persona o
institucion) de acuerdo con un cierto criterio o cddigo de correspondencia.
Las relaciones de dependencia entre expresion y contenido pueden ser de tipo
representacional (un objeto se pone en lugar de otro para un cierto propdsito),
instrumental (un objeto usa u otro u otros como instrumento), y estructural (dos
0 mas objetos componen un sistema del que emergen nuevos objetos).

- Las funciones semidticas son un instrumento que facilita el estudio conjunto de
la manipulacion de ostensivos matematicos, y del pensamiento que le acompatia,
caracteristico de las practicas matematicas.

El esquema siguiente se muestra las diferentes nociones tedricas que se han descrito

anteriormente.

INSTITUCIONAL

INSTITUCIONALIZACION

OFERATTEAS  OSCUSIMS

PERSONAL
Figura 3: Modelo ontosemidtico de los objetos y procesos matematicos

La actividad matematica tiene un papel central y es modelizada en términos de sistemas
de practicas operativas y discursivas. De estas practicas emergen los distintos tipos de
objetos matematicos, que estan relacionados entre si formando configuraciones. Por
ultimo, los objetos que intervienen en las practicas matematicas y los emergentes de las
mismas, seglin el juego de lenguaje en que participan, pueden ser considerados desde
las cinco facetas o dimensiones duales. Tantos las dualidades como los objetos se
pueden analizar desde la perspectiva proceso-producto, lo que nos lleva a los procesos
de la figura 3.
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Comprension

Basicamente hay dos maneras de entender la "comprension": como proceso mental o
como competencia (Font, 2001b y Godino, Batanero y Font, 2007). El posicionamiento
del EOS se considera que un sujeto comprende un determinado objeto matematico
cuando lo usa de manera competente.

Por otra parte, el hecho de considerar que las funciones semidticas tienen un papel
esencial en el proceso relacional entre entidades, o grupos de ellas, que se realiza en las
practicas matematicas (dentro de un determinado juego de lenguaje), permite entender
en el EOS la comprension también en términos de funciones semioticas. En efecto,
podemos interpretar la comprension de un objeto O por parte de un sujeto X (sea
individuo o institucioén) en términos de las funciones semioticas que X puede establecer,
en unas circunstancias fijadas, en las que se pone en juego O como expresion o
contenido.

Problemas, précticas, procesos y objetos didacticos.

El modelo tedrico sobre la cognicion matematica que ha sido expuesto puede ser
aplicado otros campos del saber, en particular a los saberes didécticos.

La ensefianza y aprendizaje de un contenido matematico se puede modelizar como un
proceso estocastico multidimensional compuesto de seis subprocesos: epistémico
(significados institucionales), docente (funciones del profesor), discente (funciones del
alumno), mediacional (recursos materiales y temporales), cognitivo (significados
personales) y emocional (sentimientos y afectos), con sus respectivas trayectorias y
estados potenciales.

La unidad primaria de analisis didactico es la configuracion didéctica, constituida por
las interacciones profesor-alumno a proposito de un contenido matematico, y usando
recursos materiales. Por tanto, el proceso de instruccion se desarrolla en un tiempo dado
mediante una secuencia de configuraciones didacticas.

Una configuracion didéctica lleva asociada una configuracion epistémica, esto es, una
tarea, los procedimientos requeridos para su solucidon, leguajes, conceptos,
proposiciones y argumentaciones. Asociada a una configuracion epistémica habrd una
configuracién instruccional constituida por la red de objetos docentes, discentes y
mediacionales puestos en juego en una tarea matematica. Para describir los aprendizajes
que se van construyendo a lo largo del proceso se utilizan las configuraciones
cognitivas, red de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas
personales que se ponen en juego en la implementacion de una configuracion
epistémica.

Idoneidad didactica

La didactica como area de conocimiento tiene que comprometerse con la mejora
de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Para abordar este componente
normativo se desarrolla la nocion de idoneidad didactica de procesos de instruccion
matematica. (Godino, Contreras y Font, 2006; Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi,
2007) que se define como la articulacion coherente y sistémica de las seis componentes
siguientes:

- Idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados
institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un significado de
referencia.

- Idoneidad cognitiva, expresa el grado en que los significados pretendidos/
implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como
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la proximidad de los significados personales logrados a los significados
pretendidos/implementados.

- Idoneidad interaccional. Un proceso de ensefianza-aprendizaje tendra mayor
idoneidad desde el punto de vista interaccional si las configuraciones y
trayectorias didacticas permiten, por una parte, identificar las dificultades
potenciales de los alumnos (que se puedan detectar a priori), y por otra parte
permita resolver los conflictos que se producen durante el proceso de
instruccion.

- Idoneidad mediacional, grado de disponibilidad y adecuacién de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza-
aprendizaje.

- Idoneidad emocional, grado de implicacion (interés, motivacion,...) del
alumnado en el proceso de estudio. La idoneidad emocional esta relacionada
tanto con factores que dependen de la institucion como con factores que
dependen basicamente del alumno y de su historia escolar previa.

- Idoneidad ecoldgica, grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del
entorno en que se desarrolla.

Para conseguir una idoneidad didéctica alta hay que lograr un equilibrio entre todas
ellas. Los criterios de idoneidad didactica permiten elaborar un programa de
investigacion orientado a describir, comprender y orientar la mejora en los procesos de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas.

7. OBJETIVOS

1. Estudiar y extraer a priori los significados institucionales de la optimizacion a
nivel de educacion secundaria.

2. Estudiar los significados personales a nivel de Bachillerato segin las entidades
primarias de las situaciones-problema y lenguajes utilizados, asi como los
tratamientos y conversiones que se realizan entre lenguajes.

3. Analizar libros de texto de secundaria aplicando el andlisis a priori anterior, a fin
de detectar el significado de referencia escolar y el significado pretendido.

4. Analizar procesos de estudio de la optimizacion en el nivel de secundaria del
significado institucional implementado a fin de extraer consecuencias didécticas
para su ensefianza.

5. Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de estudio, analizando la
idoneidad epistémica, cognitiva e interaccional.

8. METODOLOGIA

Segun el enfoque metodologico presentado en Godino, Batanero y Font (2007), las
investigaciones desarrolladas dentro del Enfoque Ontosemiodtico deben combinar
diversos métodos y técnicas segun las distintas facetas de la investigacion, dependiendo
del problema abordado en las mismas. Por tanto, se han de combinar el estudio
documental en la componente epistemoldgica con diversas técnicas y enfoques en las
partes experimentales, tanto cognitivas e instruccionales.

Para el primer objetivo de tipo tedrico la metodologia consistird, basicamente, en un
analisis de fuentes documentales, adoptando la doctoranda una posicion personal sobre
las diferentes fuentes que serd refinada mediante un proceso de triangulacion de
expertos. El objetivo de esta triangulacién es impedir que se acepte con demasiada
facilidad la validez de las impresiones iniciales. El primer andlisis realizado por la
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doctoranda se sometera primero a la opinion de los directores de tesis, después se
contara con la opinidon, como minimo, de otro especialista en el enfoque ontosemidtico.
El resultado esperado es que la optimizacion se puede organizar en varias
configuraciones epistémicas que expresan la progresiva ampliacion de los sistemas de
practicas matematicas asociados a la nocidén de optimizacion, desde planteamientos
implicitos/intuitivos (protomatematicos), hasta la formalizaciéon més general.

Para conseguir el segundo y tercer objetivo, el marco tedrico del enfoque ontosemiotico
nos proporciona los principales instrumentos tedricos (niveles de analisis didactico,
significados personales e institucionales, objetos primarios, configuraciones
epistémicas, trayectorias didacticas, dimensiéon normativa y metanormatica,...). La
metodologia para el segundo y tercer objetivo consistird basicamente en poner en
funcionamiento algunos de dichos instrumentos tedricos en un escenario de
investigacion real: el andlisis de los libros de texto seleccionados en nuestra
investigacion y el analisis de los apuntes de los estudiantes correspondientes a cuatro
procesos de instruccion. El resultado esperado es determinar primero coémo las
configuraciones epistémicas que, en cierta manera, resumen el desarrollo del “objeto
optimizacion” (objetivo 1) se han transpuesto a los libros de texto. En concreto, se trata
de determinar las configuraciones epistémicas de los libros de texto y su relacion con las
encontradas al estudiar la evolucion histérica de la nociéon de optimizacion. El segundo
resultado esperado es determinar las configuraciones epistémicas efectivamente
implementadas y su relacion con las encontradas en los libros de texto y en el estudio
historico y epistemoldgico de la nocion de optimizacion. Se realizard un segundo
proceso de triangulacion de expertos El primer analisis realizado por la doctoranda se
sometera primero a la opinion de los directores de tesis, después se contard con la
opinién, como minimo, de otro especialista en el enfoque ontosemidtico. Mediante el
segundo y tercer objetivo esperamos conseguir la observacion de fenomenos. Es decir,
la metodologia de investigacién utilizada para conseguir estos dos objetivos
basicamente consiste en la aplicacion de un determinado marco teérico (el EOS) al
estudio de una determinada situacién con el objetivo de llegar a documentar un
determinado fendémeno. Para ello hay que elaborar instrumentos para recoger la
informacidn, obtener resultados, analizar los resultados utilizando el marco tedrico, etc.
También esperamos poder dar alguna explicacion de los fendémenos observados.

Para el cuarto objetivo la metodologia consistira en el disefio e implementacion de un
proceso de instruccion en el que se presente una innovacion con relacion a la secuencia
habitual (primero se introducen las derivadas y después se presenta la resolucion de los
problemas de optimizacion como una aplicacion del calculo diferencial). Después se
determinaran los significados personales declarados y logrados de los alumnos mediante
cuestionarios elaborados ad hoc.

Con relacion a la metodologia usada para determinar los significados personales hay
dos cuestiones relevantes, la primera tiene que ver con la seleccion de los cuestionarios
y la segunda con el tipo de andlisis que se hace de las respuestas de los alumnos.

El significado institucional de referencia del objeto “optimizacion” es complejo, como
mostrard el andlisis que se realizard en el objetivo uno. Por ello, para evaluar el
significado personal declarado y logrado de los alumnos, es necesario disponer de un
cuestionario que sea idoneo desde el punto de vista del contenido que se pregunta a los
alumnos. Esta idoneidad se consigue determinando previamente un significado de
referencia para el objeto matematico “optimizacion” que nos permita construir un
cuestionario que sea representativo de dicho significado (objetivo 1)
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En el EOS para analizar las producciones matematicas de los alumnos se analizan
primero las précticas matematicas y después los objetos y procesos matematicos
activados en dichas practicas. En el caso que nos ocupa, las practicas que realiza el
alumno es la lectura del texto de cada uno de los problemas y la produccién de un texto
como respuesta. Por otra parte, teniendo en cuenta que se trata de una prueba puntual,
no entraremos en profundidad en el andlisis de procesos.

La muestra participante estard integrada por los alumnos de bachillerato que
participaran en el proceso de instruccion. El cuestionario se pasara al finalizar el
proceso de estudio y su andlisis se completard con otros instrumentos (diario del
profesor, cuaderno de los alumnos, etc.).

Una demanda que se hace actualmente a la Didéctica de las Matematicas es “guiar la
mejora de los procesos de ensenanza-aprendizaje de las matematicas”, lo cual conlleva
desarrollar “métodos para la valoracion y mejora de los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas”. Se trata de realizar una meta-accion (la valoracion)
que recae sobre acciones (las acciones realizadas en los procesos de instruccion). En
consecuencia, ha de considerarse la incorporacion de una racionalidad axioldgica en la
educacion matematica que permita el andlisis, la critica, la justificacion de la eleccion
de los medios y de los fines, la justificacion del cambio, etc. En definitiva, son
necesarios criterios de idoneidad que permitan contestar a la pregunta genérica, “;Sobre
qué aspectos se puede incidir para la mejora de los procesos de instruccion matematica?
(Godino, Font, Wilhelmi y De Castro, 2009)

Desde esta perspectiva la investigacion en Didactica de las Matematicas se ha de
interesar por, (1) caracterizar estos criterios de calidad y (2) realizar investigaciones
concretas en las que se aplique dichos criterios con el objetivo de valorar el proceso de
ensefianza y aprendizaje y poder proponer acciones encaminadas a su mejora en futuras
implementaciones. Esta perspectiva nos lleva a experiencias de innovaciones adaptadas
a los contextos locales que, ademads, deben contar con la implicaciéon del profesorado.

En esta investigacion la metodologia que utilizaremos para el quinto objetivo serd la
aplicacion, al proceso de instrucciéon implementado, de la propuesta de criterios de
idoneidad formulada por el Enfoque Ontosemidtica de la Cognicion e Instruccion
Matematica (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006).

9. FASES DEL ESTUDIO

1. Estudio epistemoldgico de la evolucion de los maximos y minimos a los largo de la
historia buscando poder determinar unas configuraciones de sus significados. (aqui se
utilizaran documentos histdricos franceses, el Urbaneja, el libro de D’hommbres, etc.).

2. Estudio de los significados de maximos y minimos en bachillerato (relacionados con
los del punto 1) en cuanto a las situaciones, lenguajes, tratamientos conversiones entre
ellos y argumentaciones empleadas, extrayendo el significado pretendido. Esto se hara
en los libros de texto de bachillerato utilizados en los centros en los que se haga la
investigacion. Se elegirdn cuatro centros por razones de que éstos facilitan la
colaboracion en la investigacion.

3. Analizar los apuntes de estudiantes muy buenos de las clases de los centros
colaboradores para detectar el significado implementado, todo ello en cuanto a las
situaciones planteadas, los lenguajes utilizados, los tratamientos y conversiones entre
ellos y las argumentaciones seguidas.
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4. Realizar una experiencia en el aula con el Cabri sobre la tangente y los méximos y
minimos (similar a lo que hay en el articulo de Union), a fin de detectar las
argumentaciones de los alumnos implicados en el estudio.

5. Extraer los significados personales de los estudiantes mediante cuestionarios
elaborados.

6. Analizar las idoneidades epistémica, cognitiva y mediacional del proceso de estudio.
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