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Resumo

A aprendizagem da matemdtica depende das praticas pedagogicas adotadas, em particular a
natureza das tarefas e o modo como sao implementadas em sala de aula. Nesta comunica¢do sdo
apresentados estudos, realizados em Portugal e no Brasil, basedos em experiéncias de ensino que
contemplam uma abordagem exploratoria com integragdo da tecnologia, visando contribuir para o
debate sobre praticas para o ensino e a aprendizagem da matemadtica a nivel universitario, focado
em: qual o potencial das tarefas exploratorias para promover o raciocinio matemdtico dos
estudantes; como o ensino exploratorio permite desenvolver a compreensdo de conceitos
matematicos; e qual o contributo da tecnologia para uma aprendizagem com compreensdo. Os
resultados destes estudos mostram repercursoes positivas na aprendizagem dos estudantes, e
estimulam a reflexdo sobre como o ensino exploratorio responde aos desafios e necesidades atuais.

Palavras chave: aprendizagem da matemadtica, educacdo superior, ensino exploratorio, recursos
tecnologicos.

Abstract

The learning of mathematics depends on the pedagogical practices adopted, in particular the nature
of the tasks and the way they are implemented in the classroom. This communication presents studies,
carried out in Portugal and Brazil, based on teaching experiences that include an exploratory
approach with the integration of technology, aiming to contribute to the debate on practices for
teaching and learning mathematics at university level, focused on: what is the potential of exploratory
tasks to promote students’ mathematical reasoning;, how exploratory teaching provide the
development of mathematical concepts understanding, and what is the contribution of technology to
learning with understanding. The results of these studies show positive repercussions on students
learning, and stimulate reflection on how exploratory teaching approach responds to current
challenges and needs.
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INTRODUCAO

Os conceitos matematicos abordados no ensino superior revestem-se de grande complexidade,
exigindo uma aprendizagem com compreensao, que ¢ uma competéncia que tem que ser adquirida
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pelos estudantes mas que ndo surge naturalmente, depende das praticas pedagdgicas adotadas, em
particular a natureza das tarefas e 0 modo como sdao implementadas em sala de aula. No entanto, uma
das causas das taxas de reprovacdo nas disciplinas de introducdo ao Célculo de muitos cursos de
Matematica no ensino superior ¢ a utilizagdo de um método predominantemente centrado na
exposi¢ao dos conteudos e sem a interagdo dos estudantes, em que os conceitos matematicos sdo
transmitidos como verdades inquestionaveis e sem torna-los significativos para os estudantes
(CBMS, 2012; Garzella, 2013). Este contexto ¢ frequentemente motivo de questionamento dos
estudantes sobre a importancia desses contetidos para a sua formacdo e pratica.

A atual preocupacdo dos professores de cursos superiores com o ensino e aprendizagem da
Matematica, ndo sé focada no insucesso e abandono escolar mas, sobretudo, no que se prevé ser o
futuro deste ensino, incluindo contextos educacionais que facultem um desenvolvimento profissional.
¢ um fenémeno universal e devido a recentes mudangas sociais, pedagogicas e curriculares e ao rapido
desenvolvimento tecnoldgico, que tém afetado o referido ensino. Existe, desta forma, uma convic¢ao
de que o foco do processo de ensino-aprendizagem ja ndo pode ser a transmissdo de conhecimentos
estabelecidos, de definicdes e procedimentos de calculo. E necessario encarar o processo de ensino e
aprendizagem segundo uma nova perspetiva, repensando os métodos didaticos que tornem os
estudantes confiantes nas suas habilidades matematicas, permitam aprender por si novos conteudos,
e proporcionem aprendizagens significativas que os apoiem a desenvolver um conjunto vasto de
competéncias requeridas para desempenhar, com eficiéncia, fun¢des na sociedade atual. Em
particular, o desenvolvimento do raciocinio e comunica¢do matematica, ¢ de uma profunda
compreensdo dos conceitos e principios matematicos (Saxe, K. & Braddy, 2015; Small, 2008).

Esta preocupacdo tem-se refletido num significativo aumento da investigacdo sobre o ensino e a
aprendizagem da Matematica a nivel universitario (Artigue, 2016), permitindo criar conhecimento
que possa ajudar a estruturar e melhorar contextos educativos para ultrapasar os problemas
relacionados com a aprendizagem dos estudantes com compreensdo e as inumeras dificuldades
vividas por eles. Neste contexto, a importancia do ensino exploratorio (Menezes, Canavarro &
Oliveira, 2012) tem sido salientado na investigacdo (Henriques, 2012; Fonseca & Henriques, 2018).

Atendendo ao exposto, esta comunicacdo visa contribuir para o necessario debate sobre praticas
adequadas para o ensino e a aprendizagem da Matematica a nivel universitario, partilhando ideias,
embora possam ser parciais e especificas, de pesquisas realizadas sobre educagdo matematica no
ensino superior € o que permitiram alcancar visando responder aos desafios e necessidades
mencionados para o futuro deste ensino. Com este objetivo apresento e reflito sobre estudos
desenvolvidos em Portugal e Brasil, no decorrer da minha experiencia de investigadora e professora
universitaria, que contemplam contextos educativos envolvendo uma abordagem de ensino
exploratério (Menezes, Canavarro & Oliveira, 2012) e o uso integrado da tecnologia. Estes aspectos
sdo valiosos no auxilio do ensino e aprendizagem em disciplinas universitarias (e.g. Analise
Numérica e Calculo), em que o estudante assume um papel ativo como corresponsavel nesse
processo.

Em particular, os estudos apresentados pretendem responder as seguintes questoes:

e Qual o potencial das tarefas de exploragdo para promover o raciocinio matematico dos
estudantes?

e Como a abordagem de ensino exploratorio permite que os estudantes desenvolvem a
compreensdo de varios conceitos e procedimentos matematicos?

¢ Qual o contributo da tecnologia para uma aprendizagem com compreensao?

As seccles seguintes integram orientacdes tedricas de temas essenciais a fundamentacdo das
experiéncias de ensino dos estudos apresentados, que visam caracterizar as abordagens de ensino
ativas para promover a aprendizagem da Matematica dos estudantes, com compreensdo. Sao também
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apresentados resultados do trabalho realizado por estudantes nas atividades exploratorias
contempladas nos estudos, evidenciando o seu contributo para a sua aprendizagem, particularmente
o raciocinio matematico e a compreensao de conceitos matematicos que foram capazes de alcancar.
E finalmente as conclusdes, que contemplam uma reflexdo sobre as abordagens pedagogicas e uma
apreciagdo dos resultados dos estudos, identificando o potencial para o ensino e aprendizagem dos
estudantes universitarios.

PRATICAS EXPLORATOMAS E RECURSOS TECNOLOGICOS NA APRENDIZAGEM
DA MATEMATICA COM COMPREENSAOQO

Aprendizagem com compreensio

A aprendizagem da Matematica, com compreensdo, tem ganho saliéncia e consenso crescente na
investigacdo em Educacdo Matematica (Carpenter & Lehrer, 1999; Domingos, 2001, 2003; Fonseca
& Henriques, 2018; Henriques, 2012; Simon, 2017). Para estes autores, sendo reconhecida como um
objetivo essencial da Educagdo Matematica, a compreensdo dos conceitos matematicos deve ser um
foco do processo de ensino e aprendizagem para os estudantes desenvolverem esta capacidade,
caracterizada pela correlagdo de trés dimensdes (Figura 1): desenvolver significados dos conceitos;
trabalhar as suas diferentes representagdes; e a sua mobilizagdo na resolu¢do de problemas que os
envolvem, contrapondo-se a aprendizagem assente na aquisicdo de habilidades isoladas que so
posteriormente desenvolve compreensdo associada aos conceitos aprendidos. Quando necessario,
envolve ainda a conexao de diferentes conceitos, dentro da mesma area de conhecimento ou entre
outras areas, devendo ser desenvolvida pelos estudantes desde o inicio do seu processo de
aprendizagem.

Significados
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Problemas
L

Figura 1. Modelo da compreensao matematica (Fonseca & Henriques, 2018)

Praticas exploratorias

Para desenvolver de uma forma ampla e solida a aprendizagem com compreensdo dos conceitos
matematicos ¢ fundamental que os estudantes tenham oportunidade de realizar tarefas matematicas
significativas, que lhes permita um envolvimento maior com o que ¢ ensinado e que os desafiem
intelectualmente com o proposito de criar compreensdo (Domingos, 2001; NCTM, 2000; Ponte,
2005). A literatura tem salientado que as tarefas exploratorias cumprem este papel, pois sdo
desafiantes, de cunho aberto e focadas no raciocinio matematico dos estudantes, dando-lhes
oportunidade de: (re)construir diferentes estratégias de resolugdo a partir dos seus conhecimentos
prévios, visando a descoberta autdnoma da resposta e do que ndo ¢ apresentado de forma explicita no
seu enunciado; representar conceitos matematicos; raciocinar matematicamente sobre ideias
importantes, formulando conjeturas e discutindo-as para apresentarem justificagdes matematicas
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adequadas ao seu nivel etario; e favorecer a reflexdo e discussao de significados, buscando uma
consolidacdo mais eficiente da aprendizagem dos estudantes (Menezes, Canavarro & Oliveira, 2012;
Ponte, 2005, 2014).

Para além da natureza das tarefas em que os estudantes se envolvem, a forma como sdo realizadas na
sala de aula pode influenciar e estruturar a forma como raciocinam e a visdo que constroem da
Matematica, incluido a aprendizagem dos conceitos. Isso exige que o profesor, no contexto de sala
de aula, adopte estratégias de ensino-aprendizagem com enfoques dindmicos e construtivos,
envolvendo uma abordagem de ensino exploratério (Menezes, Canavarro & Oliveira, 2012), centrada
no trabalho dos estudantes quando se envolvem na realizagdo de tarefas matematicas de natureza
exploratoria (Ponte, 2005; Stein, Engle, Smith, & Hughes, 2008), e no uso integrado de recursos
tecnologicos. Este contexto ¢ fundamental no auxilio do ensino e aprendizagem da Matematica para
os estudantes universitarios, promovendo o seu raciocinio matematico e a construgdo de significados
corretos de novos conceitos, € permitindo superar as suas possiveis dificuldades (Henriques, 2012;
Fonseca & Henriques, 2018). No entanto, nas disciplinas de Matemadtica universitarias, estes
contextos ainda tém sido pouco vivenciados (Gongalves & Kalish, 2008; Small, 2008).

Uma aula de natureza exploratoria ¢ geralmente estruturada em trés fases (Menezes, Canavarro &
Oliveira, 2012): (i) a “introducdo” da tarefa pelo professor, promovendo a adesdo dos estudantes a
sua realizacdo estabelecendo conexdes com a experiencia anterior, e garantindo a correta
interpretacdo da mesma e a familiarizacdo dos estudantes com o seu contexto; (ii) a sua “explora¢ao”
autonoma, realizada pelos estudantes individualmente ou em pequenos grupos, em que o professor
monitoriza este trabalho procurando garantir que todos participam de forma produtiva. E também os
apoia com comentirios e ou respostas as eventuais duvidas dos estudantes, mas através de
questionamento para ndo reduzir o nivel de exigéncia cognitiva da tarefa (Stein & Smith, 1998) e
para desafid-los no processo de explorag¢do, de forma que alcancem os objetivos de aprendizagem
propostos, nomeadamente a descoberta e a constru¢do do conhecimento; e (iii) a “discussao” coletiva
das resolugdes dos estudantes, seleccionadas pelo profesor que asume o papel de mediador, e
“sintese” das principais ideias matematicas envolvidas na tarefa.

A realizagdo de actividades de natureza exploratdria ¢ salientada como uma abordagem capaz de
vincular os estudantes universitarios a uma aprendizagem entusiastica, efectiva e eficaz, como uma
forma de ultrapassar as limitagdes do ensino tradicional, e contribuir de forma significativa para a
compreensdo de novos conceitos da Andlise Numérica, e para desenvolver o raciocinio matematico
dos alunosestudantes, certamente mais adequada em disciplinas em que se pretende desenvolver
competéncias diversificadas (Henriques, 2011).

O raciocinio matematico descreve uma capacidade cognitiva critica envolvendo um conjunto de
processos complexos, que incluem experimentacdes, formulacdo de conjecturas, generalizagdo e
justificagdo, através dos quais novos conhecimentos sdo obtidos a partir de conhecimentos prévios
(Mata-pereira & Ponte, 2018). A capacidade de raciocinar matematicamente €, assim, fundamental
para os estudantes alcangarem uma aprendizagem conceitual da Matematica, com compreensao, que
tem ganho atencdo e consenso crescente em resultados de investigagdes em Educacdo Matematica
(Carpenter & Lehrer, 1999; Domingos, 2001, 2003; Fonseca & Henriques, 2018; Henriques, 2012;
Simon, 2017).

Neste contexto, as representacdes matematicas sdo também enfatizadas como elemento central no
ensino e aprendizagem com compreensdo de conceitos, por serem a base de toda a comunica¢do em
Matematica (Duval, 2006), e pela visualizacdo em Matematica ser reconhecida como fundamental
nessa aprendizagem por estimular a intui¢do e suportar o raciocinio matematico (Arcavi, 2003). A
visualizagdo € considerada uma atividade cognitiva do estudante que o permite estabelecer conexdes
entre as suas imagens ou representagdes mentais e as experiéncias externas sobre um conceito
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matematico, apoiadas em registos visuais, com o fim de representar, comunicar, interpretar e
desenvolver novos conhecimentos sobre este conceito (Arcavi, 2003; Kidron & Tall, 2015).

Recursos tecnologicos

Tall (2003) aponta para a existéncia de evidéncias de que o uso de recursos tecnologicos proporciona
uma melhor compreensdo conceitual dos estudantes e ajuda-os na resolu¢do de problemas, se
comparado com os estudantes que tendem a utilizar processos de resolu¢do mais processuais, em
aulas tradicionais. Contudo, também revela que a tecnologia usada de forma inadequada geralmente
ndo traz resultado significativo ao ensino dos conceitos, sendo necessario que o seu uso seja feito de
maneira planeada e integrada com o curriculo e a didatica em sala de aula. Em particular, o ensino de
conceitos matematicos com recurso a tarefas exploratorias integrando o uso de software de Geometria
Dinamica, como o GeoGebra, tem recebido bastante aten¢ao nas pesquisas em Educacdo Matematica,
pelas vantagens em viabilizar um ambiente de aprendizagem rico e eficaz, em que as estratégias
didaticas permitem aos estudantes ultrapassar as suas dificuldades e alcangar aprendizagens mais
efetivas (Leung, 2017).

Reconhecendo os contributos do GeoGebra para a aprendizagem e compreensdo dos conceitos
matematicos, alguns estudos tém vindo a considera-lo como recurso no ensino e aprendizagem dos
conceitos do Calculo, confirmando algumas potencialidades no seu uso (Aydos, 2015; Dikovic, 2009;
Slavickova, 2013, Fonseca & Henriques, 2018). A multiplicidade de recursos do GeoGebra favorece
a criacdo de applets com construgdes geométricas dindmicas do conceito, contendo pequenos
controles para os seus pardmetros que, ao serem manipulados pelo estudante, produzem movimentos
e transformagdes planas e/ou espaciais que lhes poderdo ser Uteis a compreensdo desse conceito
(Dikovic, 2009; Ocal, 2017). Por exemplo, os recursos que permitem o esboco de graficos de diversas
classes de fungdes, favorecem a criacdo de representagdes geométricas dindmicas do conceito de
limite, possibilitando que os estudantes, ao explord-las, formulem conjeturas, as testem
experimentalmente e tentem comprova-las, favorecendo assim a abstragdo sobre este conceito e maior
compreensdo das suas propriedades (Dikovic, 2009). A aprendizagem destes conceitos, com
compreensdo, ¢ necessdria para que os estudantes avancem, no seu percurso escolar, para uma
aprendizagem mais formal e rigorosa do Calculo (Cottrill, Nichols, Schwingendorf, Thomas &
Vidakovic, 1996; Sealey, Deshler & Hazen, 2014).

EXPERIENCIAS DE ENSINO QUE CONTEMPLAM UMA ABORDAGEM
EXPLORATORIA COM INTEGRACAO DA TECNOLOGIA

Os estudos a seguir descritos, que visam apoiar esta comunica¢do com foco em praticas adequadas
para o ensino e a aprendizagem da Matematica a nivel universitario, foram realizados como
investigagdes orientadas para a preparagdo e experimentacao de contextos de ensino que contemplam
uma abordagem exploratdria com integragdo da tecnologia.

A aprendizagem da Analise Numérica num contexto de ensino exploratério

Visando comprender o processo de aprendizagem da Analise Numérica e do raciocinio matematico
de estudantes universitarios portugueses que frequentava esta disciplina, centrado em actividades de
exploracdo, o estudo de Henriques (2011) recorreu a uma experiéncia de ensino na qual foram usadas
tarefas exploratorias, com recurso a calculadora grafica, para abordar diversos conceitos dos topicos
programaticos. Neste texto destaco, em particular, o trabalho dos estudantes na exploracdo da tarefa
“Equacionando” (Fig. 1), Esta tarefa ¢ um ponto de partida para o desenvolvimento e formalizagao
de métodos numéricos para resolver equagdes ndo lineares, visando envolver os estudantes em:
Construir e interpretar tabelas e graficos relativos a fungdes ndo lineares; Calcular a raiz de uma
equacgado ndo linear; Deduzir métodos de resolucdo de equagdes nao lineares; e Explicar e demonstrar
alguma teoria importante sobre equagdes nao lineares.
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Os resultados apresentados resultam de uma andlise qualitativa dos dados recolhidos, com base em
exemplos de resolugdes escritas da tarefa pelos estudantes, que evidenciam aprendizagens
significativas ao nivel de conceitos e procedimentos que servem de base para abordar os métodos de
resolucdo de equagdes ndo lineares e como ultrapassam as dificuldades e compreendem esses
conceitos. E também permite discutir o modo como os estudantes tiram vantagem do trabalho
realizado em torno das representacdes e o seu contributo para a emergéncia do raciocinio
matematico.

Q1. Considere a fungdo f (x) = In (x) - €. Como resolve a equagao { (x) = 0?

Q2. Observe a seguinte sequéncia de intervalos de valores reais contendo a raiz de f,
[1.000, 2.000][1.000, 1.500][1.250, 1.500][1.250, 1.375][1.250, 1.313][1.281, 1.313]

a) Qual serd o proximo elemento da sequéncia? Explique como chegou a essa conclusdo.

Yord 1 1 a rtada?
b) Serd possivel encontrar uma regra geral para construir qualquer elemento da sequéncia apresentada’

Fig. 1. enunciado da tarefa “Equacionando”

Algumas tendéncias. Na primeira questdo € proposta a resolugao (nao analitica) de uma equagdo ndo
linear para a qual os estudantes ainda ndo tém procedimentos disponiveis, pretendendo analisar que
estratégias utilizam e/ou constroem e a que conhecimentos anteriores de Matematica recorrem. Esta
questao constitui um exemplo de possibilidade de utilizacdo da calculadora como meio auxiliar ndo
s6 de calculo, mas também de visualizacdo da informagdo disponibilizada. A segunda questdo
envolve uma sequéncia de intervalos que tem uma lei de formagdo implicita mas que ¢ inequivoca
pelas condigdes dadas. Constitui o ponto de partida para o desenvolvimento e formalizagdo dos
métodos numéricos para resolu¢do de equagdes ndo lineares. Em particular, pretende iniciar a
discussdo sobre o método da bissecg¢do, levando os estudantes a deduzi-lo e a compreender a
fundamentagdo desse procedimento. Esta questdo, de natureza mais aberta, desafia os estudantes a
descrever o proximo intervalo da sequéncia e a estabelecer uma generalizagdo para o processo de
formacgao dessa sequéncia, criando procedimentos (algoritmos) de resolucdo de equagdes ndo lineares
com base na identificacdo de padrdes e regularidades que permitam realizar generalizagdes.

A exploragdo desta tarefa inicia-se com a leitura individual do enunciado, pelos estudantes, e depois
iniciam o trabalho em pares, onde discutindo com os colegas tentam encontrar estratégias para
responder as questdes. Os estudantes privilegiam a manipulagdo algébrica para encontrar a solugao
da equagdo apresentada, tentanto simplificar a expressdo de modo a isolar a varidvel, sem se
aperceberem da sua nao linearidade e de nao ter resolucdo analitica, pelo que ndo sdo bem sucedidos
nas suas tentativas de resolugdo como clarifica Luis: “Nao consegui isolar totalmente a variavel x de
modo a obter um valor para esta variavel”. Esta opcdo parece estar relacionada com as suas
experiéncias escolares em que a manipulagdo algébrica ¢ a estratégia habitualmente utilizada para
resolver equacdes, como Gongalo explica: “tentdmos resolver como antigamente [refere-se a
resolucdo analitica através de manipulagdo algébrica] mas ndo conseguimos chegar a nenhum valor”.

Ao verificar que esta estratégia ndo resulta, os estudantes direccionam a sua aten¢do na procura de
estratégias de resolugdo e, como esperado, optam por uma resolugao aproximada da equagdo a partir
da representacdo grafica, recorrendo a maquina de calcular, mostrando competencia no seu uso e
diferentes estratégias (Fig. 2):

b
1.125

£ = Ingay - >

Z x
-8.37
-0.75 v
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Fig. 2. Exemplos de estratégias na resolucdo grafica da equagdo (Luis e Gongalo)

A primeira, mais imediata, em que os estudantes inserem na maquina de calcular a expressao do
membro ndo nulo da equacdo e procuram o ponto de intersec¢do do seu grafico com o eixo dos xx. A
outra estratégia compreende uma fase inicial de manipulagdo algébrica, em que os estudantes
transformam a equag¢do inicial numa igualdade entre duas fungdes, cujas expressdes inserem na
maquina de calcular, para depois procurarem o ponto de interseccdo dos seus graficos.

Em qualquer das estratégias os estudantes interpretam correctamente o grafico apresentado e
descrevem e justificam o processo de obtencdo da solucdo, usando a linguagem natural, dando
significado a solu¢do ao manipular conceitos e adicionar informagdes através de conexdes com
conhecimento previo, e revelam facilidade em realizar conversdes entre a representacdo algébrica e
grafica das fungdes:

Dada a fungéo f(x), os seus zeros sdo as raizes da equagao f(x)=0. Sendo assim, os zeros da fungéo sdo
as abcissas dos pontos em que o grafico da fun¢éo intersecta o eixo dos xx. (Luis)

Ao igualarmos a nossa fun¢éo f(x) = In(x) — e-x a zero, temos que In(x) = e-x. O valor que procuramos
trata-se do x para o qual as duas fungdes sdo iguais. Entdo fizemos o tragado do grafico das duas
fungGes para ver qual o valor de x no qual se dava a intersecc¢do. (Gongalo)

Na questdo seguinte, durante a realizacdo do trabalho de grupo, os estudantes procuram regularidades
e tentam identificar padrdes na observacdo da sequéncia de intervalos apresentados. Para isso
recorrem a diversos esquemas, usados como ferramentas de registo e compreensdo sobre
propriedades dos elementos da sequéncia, ajudando-os a focarem-se no raciocinio. Por exemplo,
Gongalo utiliza simbolos de mais e menos para indicar as alteragdes ocorridas na referida sequéncia
e organiza a informacao em forma de tabela:

Tentamos encontrar um padrdo e perceber o que estava a acontecer em concreto de intervalo para
intervalo. Observamos que quando ocorriam alteragcdes no extremo superior, se tratava deste ser
reduzido, no caso do extremo inferior, se ocorresse alteracdo, estes seriam aumentados.

1 —[1.000 2.000] -
2-[1.000 1.500] +
3-[1.250 1.500] -
4-[1250 1.375]-(...)

As representacdes facilitaram um proceso indutivo de raciocinio que conduz os estudantes a
formulagao de uma conjetura baseada na identificagao, correta, do padrao dos extremos dos intervalos
e de diminuicdo da sua amplitude. Depois de identificado o padrdo, os estudantes utilizam a
linguagem natural para apresentar as suas conjeturas sobre o modo de formagao dos elementos da
sequéncia, explicando: “Apercebemo-nos que o valor da amplitude do intervalo seguinte ¢ sempre
metade da amplitude do intervalo anterior. Depois apercebemo-nos que o valor a somar ou a subtrair
era sempre metade do valor do intervalo anterior” (Gongalo).

Durante o trabalho de grupo, os estudantes verificam a validade da regra de formacgdo, procedendo a
sua experimentacdo apenas para os elementos da sequéncia apresentada no enunciado. Para a
generalizacdo da regra, € uma vez que a mesma ndo pode ser representada por uma expressao
algébrica Unica, os estudantes, a trabalhar em grupo, apresentam a lei de formagao dos intervalos na
forma algoritmica, usando um misto de linguagem natural e simbolica, como nos seguintes exemplos:

A partir do que foi dito anteriormente, podemos definir a seguinte regra:

Se x-max > (f(x) = 0), ent8o o intervalo seguinte serd [min, X - max] ou [x + min, max] se € SO se X-
maz < (f(x) = 0) (Luis)
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Como regra geral e tomando em conta o modo como chegamos ao intervalo seguinte, temos o intervalo
[a, b] com vméd = (a+b)/2. Fazemos os seguintes passos:

1.° Encontrar o valor médio vméd = (a+b)/2
2.° Encontrar f(vméd)
Se f(vméd) > 0 entdo ficamos com o intervalo seguinte [a, viméd]
Se f(vméd) < 0 entdo ficamos com o intervalo seguinte [vméd,b]. (Gongalo)

A validacao e justifica¢do de estratégias foram foco de aprofundamento na discussdo da tarefa, por
estes processos estarem pouco presentes na exploragcdo desta questdo, sendo necessario chamar a
atenc¢do da turma para uma leitura atenta do enunciado e para os levar a testarem as suas conjecturas
com base nas novas condigdes (a raiz da equagdo pertencer sempre ao intervalo) e a identificarem
alguns erros possiveis na sua formulag@o. No entanto, sdo notdrias algumas tentativas de as justificar,
recorrendo a teoremas matematicos. Gongalo faz uma descri¢do, em linguagem natural, do modo de
formacgao dos intervalos da sequéncia com base em algumas propriedades e teoremas matematicos
seus conhecidos, nomeadamente o Teorema de Bolzano e os seus corolarios: “Como a fungao ¢
continua, e como f(a) < 0 e f(b) > 0, apenas tinhamos que manter os extremos com estes sinais para
que o proximo intervalo contivesse também o zero. Sendo vméd sempre extremo, bastava ver o sinal
de f(vméd)”.

No final desta tarefa, os estudantes sdo desafiados a resolver uma outra equacdo ndo linear mas que
estd contextualizada num problema:

A velocidade de langamento de um missil a partir de um submarino € calculada através da formula

v=uln 0 |-gt

(’”o —q! } N ,onde v ¢ a velocidade de langamento na vertical, u é a velocidade de saida do
combustivel relativamente ao missil, mo € a massa inicial do missil (¢ =0), q ¢ a taxa de consumo do
combustivel, g = 9,8 m/s2a aceleragdo da gravidade. Sabendo que u= 2200 m/s, mo= 160000 Kg e
q= 2680 Kg/s, ao fim de quanto tempo ¢ atingida a velocidade de 1000 m/s?

E interessante observar que os estudantes foram capazes de fazer escolhas apropriadas de representagdes
graficas e com facilidade interpretaram o problema, identificando os dados e a questao e classificando-
o como sendo a resolu¢do de uma equagdo nao linear. Os estudantes respondem ao problema,
revelando empenho na utiliza¢do dos conceitos e métodos que foram adquiridos recentemente para
desenvolverem as suas estratégias. E o caso de alguns que apresentam um erro asociado a solugio
encontrada, em forma de intervalo, considerando que o valor encontrado ndo ¢ exacto, e depois de
resolverem o problema, procuram estratégias alternativas para a sua resolugao e optam por utilizar o
algoritmo que deduzem na questdo anterior desta tarefa. Este tipo de tentativas revela, igualmente,
uma tendéncia para que os estudantes evoluam na compreensdo dos processos de resolucdo de
problemas, como ¢ natural, a medida que vao adquirindo mais experiéncia.

A aprendizagem da taxa de variacio instantinia com recurso ao Geogebra.

O conceito de taxa de variacdo instantdnea de uma funcdo destaca-se como fundamental para a
aprendizagem do Calculo. No entanto, os estudantes universitarios tém revelado muitas dificuldades
e incompreensdes na aprendizagem deste conceito. Algumas das mais comuns sdo: 1) incompreensoes

do declive da reta tangente como a aproximagdo convergente do declive da reta secante, do papel do

1 f(xo+h)—f(xo)
h

quociente diferencia e do limite quando h—0 na expressdao algébrica da taxa de

variagdo instantanea; ii) incapacidade de traducdo do declive da reta tangente pela taxa de variagao
instantanea, e iii) fragilidade algébrica na aplica¢do da taxa de variacdo instantdnea para resolver
problemas que a envolve (Biza & Zachariades, 2010; Sahin et al., 2015). Estas dificuldades podem
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estar relacionadas com problemas no ensino da taxa de variagdo instantdnea aos estudantes, que
considera, predominantemente, a memorizagdo e execu¢do de procedimentos ao invés da sua
compreensao relacional (Sahin et al 2015). Por isso, alguns autores sugerem que o ensino da taxa de
variagdo instantdnea seja enriquecido com exploragdes de suas diferentes representacdes (verbal,
algébrica e geométrica) associada ao declive da reta tangente, que encaminhe os estudantes a sua

aplicacdo na resolugdo de problemas, e integre o uso de tecnologia digitais (Ocal, 2017; Orts et al.,
2016).

Atendendo a este contexto, o estudo de Fonseca e Henriques (2018) foi realizado com base numa
experiéncia de ensino seguindo uma abordagem exploratdria, integrando o uso do GeoGebra, com
estudantes brasileiros que frequentavam a disciplina de Pré-Calculo, visando a aprendizagem do
conceito de limite. Nesta comunicacdo, dou destaque a resolu¢do de duas tarefas exploratorias da
experiéncia de ensino (T 12 e T 14) que visam promover a aprendizagem da taxa de variacdo
instantanea de uma fungdo. Estas tarefas foram construidas com base em aspetos referidos na
literatura que se constituem como objetivos de aprendizagem da taxa de varia¢do instantdnea, num
curso de introdugdo ao Célculo, nomeadamente: 1) reconhecer que declive da reta tangente ¢ obtido
pelo aproximagao convergente do declive da reta secante; ii) reconhecer que o declive da reta tangente

¢ expresso algebricamente pela taxa de variagdo instantanea da funcdo, ou

h)— . . ~
M; 1i1) reconhecer que o declive da reta tangente ao grafico de uma funcao

f(xo+h)—f(x0)
h

seja, my = }li_r)r(l)

no seu ponto maximo ¢ nulo e traduzi-lo pela equagdo Illim =0 e iv) aplicar os
-0

conhecimentos sobre taxa de variagdo instantdnea na resolugdo de problemas que a envolve (Ocal,
2017; Sahin et al., 2015).

Os estudantes resolveram estas tarefas trabalhando em pares, apos terem sido conduzidos a
aprendizagem das nog¢des intuitivas, do célculo algébrico e da defini¢ao formal do conceito de limite.
Também foram construidas trés applets no GeoGebra para serem exploradas pelos estudantes na
resolugdo dessas tarefas, visando conduzi-los a experimentagdo, visualizacdo e descoberta da taxa de
variagao instantanea, como o declive da reta tangente ao grafico de uma funcgao.

Na tarefa T 12, os estudantes precisaram realizar simulagdes dindmicas, numa applet do GeoGebra,

de reta secante 15 = P—Q) que converge para a reta tangente 1y ao grafico de uma fung¢ao f no ponto
P(xo, f(x0)), a fim de deduzir que o declive da referida reta tangente (i) € expresso algebricamente
pela taxa de variagdo instantdnea da fungdo. Verifica-se que todos os pares dos estudantes
reconheceram corretamente que o declive da reta tangente (my;) é obtido pela aproximagao
convergente do declive da reta secante (mg). A partir da visualizagdo das exploragdes realizadas no
GeoGebra os estudantes concluiram que o valor de mg alcanca o valor de my, sendo h—0 o recurso
que garante essa convergéncia, tal como exemplificado no didlogo de Gil e Maria e sua exploragao
na applet ao resolvera Q 7 T 12: “Quando esse valor existe, o declive da reta tangente ¢ alcangado
(atingido) pela aproximacao dos declives das retas secantes? Porqué?”

Gil: Olha aqui! Pela direita ... Pela esquerda ... T4 vendo?
[arrasta o ponto X, fazendo  — P e observa rg > 1pe |7 =
mg = my — Exploracao 1]. o
Maria: Mas o que acontece com os declives mg e my das
retas?

i EXPLORACAO 1
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Gil: O valor do declive da reta secante vai se aproximar do valor do declive da tangente, conforme o
ponto @ fica mais proximo do ponto P. PTPr— ’
Maria: Ok! [...] O declive da reta tangente é alcangado pela \\ v T
aproximagio dos declives da reta secante? [Lé a Q;T;,]. Sim! |+
[faz 1 =71 e observa que h=¢ e mg=my — .
Exploracio 2] I/

1.23

Gil: Sim! Porque a diferenca entre os valores de m vai ser

muito pequena [...] [visualiza convergéncia dos valores de my
[§] ms]. N EXPLORACAO 2

Maria: Sim, pois o h esta tendendo a zero.

Gil: O h ¢é justamente isso. Olha ali [visualiza h = € e g = 7 na applet]. O h tende a zero.

Deste dialogo ¢ possivel inferir que a visualizagdo simultanea das convergéncias rg — 17, Q—P e
h—0, e da igualdade numérica mg—my, resultados de exploragdes realizadas na applet do GeoGebra,

permitiram os estudantes reconhecerem que o declive da reta tangente ¢ obtido pela aproximacao
convergente dos declives das retas secantes. E também hd evidéncia de que as simulagdes no
GeoGebra ajudaram alguns dos estudantes a desenvolverem experimentagdes e generalizagdes
algébricas das coordenadas do ponto Q e do declive my, permitindo-lhes expressar as coordenadas
de Q(x_0+h,f(x_0+h)) e m; = }Li_r)r(l) mg, e correlacionar esses conhecimentos para deduzir, de forma

autonoma, que o declive da reta tangente € expresso algebricamente pela taxa de variagdo instantanea

f(xo+h)—f(x0)
h

da fungdo, my = Illim . Tal € observado no didlogo entre Eliseu e Vitor ao responder a

-0
Q 6T 12: “Escreva uma expressao algébrica (em fungdo de xo e h) que represente o valor do declive
(inclinagdo) da reta tangente ao grafico da fungao f'no ponto x¢. Explique porque ¢ que essa expressao
realmente atende ao que ¢ pedido nesta questdo.”

Eliseu: Ele quer saber as coordenadas de Q em fungdo de x e h. Esse v
ponto aqui vai ser sempre X, + h [indica a coordenada Xq] "
Vitor: Sim, x — x, = h. Aqui no eixo 0x é xy, + h e no eixo Oy ¢
f(xg + h). O ponto P é (xq, f(xg)), certo? [...]

Eliseu: Certo! Q = (xo + h, f(xg + h)) [...] Achar a expressdo
algébrica de my em fungdo de xy e h [Lé a QgT;,]. Volta 14 e clica
pela direita de novo [Vitor arrasta x,, fazendo h — 0] [...] _EXPLORACAO1

Vitor: [faz Q — P e visualiza h = 0, ¢ = 1 € mg = my] Acho que entendi. Tipo, vai ser esse
— f(x2)—f(x1)

ms =————ecomoTry ¢ alcancada [pela aproximacdo de 5], faz  —o—
2 4 T =7 «—
.« e . f(x)—f(x) My =128 s TP/
h — 0 para chegar a esse limite m; = 1111m 2 L Sm e 4

-0 Xp—X1 A
Eliseu: Calma ai, Vitor, como ¢ essa historia ai? h \
Vitor: Para a gente achar o declive dessa aqui que se movimenta [indica
a Ts na applet] ¢ essa aqui [indica na folha de resposta mg = ;
f(xz)—f(x1)] ok? _ /. A
Xp—X1 ) . EXPLORACAO 2 )
Eliseu: Sim.
Vitor: E agora para a gente achar a inclinagéo de 7, que é parado, basta pegar esse que se movimenta

}lirrcl) w , substituir as coordenadas de Q(xq + h, f(xg + h)) e vai ter my. Ai fica
- 2741

lim f(xo+h)—f(x0) _ f(xo+h)—f(xo)
h—0 Xo+h—xg h ’

Salienta-se ainda que o momento de discussado coletiva da tarefa, em que o profesor usou a applet do
GeoGebra para realizar simula¢des dindmicas da aproximacgao da secante a reta tangente e conduziu
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o didlogo com os estudantes com questionamentos, a fim de que eles compreendessem que o declive

da reta tangente (my) € obtido pela convergéncia do declive da reta secante (mg), ou seja, my =

}lim mg, contribuiram para que alguns estudantes ultrapassem dificuldades que encontraram na
-0

aprendizagem da taxa de variagdo instantanea. Os estudantes quando ndo conseguem realizar

f(xo+h)—f(x0)
h

procedimentos algébricos para calcular o limite, m = Illim recorrem frequentemente as

-0
exploragdes das applets do GeoGebra, para construir graficos de fungdes, realizar simulagdes
dindmicas e/ou testes experimentais, permitindo-lhes resolver problema graficamente (T 12) e/ ou
delinear a estratégia para a sua resolugao algébrica (T 14).

Ap0s essa experiéncia, a aprendizagem da taxa de variagdo instantdnea foi retomada na tarefa T_14
em que os estudantes foram conduzidos no processo de modelacdo da confe¢ao de uma caixa de
formato paralelepipedo. Eles realizaram exploragdes dindmicas na planificagdo e formato
tridimensional da caixa, acompanhadas de simula¢des das medidas de suas dimensdes e volume, na
applet do GeoGebra, e conseguiram mobilizar conhecimentos sobre a taxa de variagdo instantanea
para resolver um problema de otimizacdo, que consistia em determinar as dimensdes da caixa de
volume maximo. Neste proceso apresentaram facilidade em traduzir a expressao algébrica da fungao
V" que modela o volume da caixa, conforme se comprova no excerto “Isso aqui ¢ 10 menos x daqui,
e menos x daqui. Ouseja 10 — 2x. Isto daqui também ¢ 10 — 2x” (Miriam) e “Entdo fica (10 — 2x) -
x - (10 — 2x) ... Entdo ficou V(x) = 4x3 — 40x? + 100x” (Fatima).

Desta forma, conclui-se que as experimentacdes das dimensdes da caixa na applet do GeoGebra,
permitiram esses estudantes generalizarem as medidas da caixa em funcdo de x e traduzir a expressao
algébrica da fungdo V que modela o seu volume.

CONCLUSOES

Através destes estudos tentei partilhar algumas das minhas experiéncias no campo da educagio
matematica no ensino superior, na ultima década. Organizei as conclusdes baseadas na reflexao sobre
este campo da investigacdo, convencida que pode ajudar a comprender e apreciar os resultados,
identificando os pontos fortes para o futuro ensino. E tentei tornar claro os avangos substanciais que
foram feitos do ponto de vista tedrico e empirico.

Nestes estudos, os estudantes foram desafiados a realizar tarefas de natureza diferente das que estao
habituados nas aulas de Matematica do ensino superior, que os estimularam a experimentar diversos
processos caracteristicos do raciocinio matematico, como a procura de regularidades, formulacdo e
teste de conjeturas, generalizacao e justificagado.

Os resultados dos estudos apresentados sugerem que a realizacdo de tarefas exploratdrias com o uso
integrado de recursos tecnologicos pode ser usada no ensino e aprendizagem de conceitos
matematicos de Célculo e Anélise Numérica, no ensino superior, para conduzir a uma aprendizagem
com compreensdo dos mesmos. Este tipo de estratégia didatica contribuiu para uma participagdo mais
ativa dos estudantes na realizagao das tarefas e para promover aprendizagens mais efetivas sobre os
conceitos matematicos e a sua aplicagdo na resolucdo de problemas.

O trabalho colaborativo entre os estudantes, a partir da resolugdo das tarefas exploratorias integrando
a calculadora ou o GeoGebra, a descentraliza¢do do ambiente de exposi¢do de contetidos no quadro
e o incentivo, os desafios e as explicagdes do professor, em geral, ajudaram os estudantes a consolidar
as aprendizagens e a realizacdo de novas descobertas. Também as interacdes entre os estudantes
(pares ou trio) que permitiu a partilha e discussdo de seus conhecimentos, e a verbalizacdo de seus
raciocinios na realizagdo, teste, validagdo ou refutacdo de hipoteses e na aplicacdo dos conceitos
aprendidos para resolver problemas, favoreceram o desenvolvimento de um ambiente no qual
pudessem aprender a trabalhar cooperativamente, favorecendo o trabalho investigativo. Para além
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disso, essas interagdes proporcionaram ao estudante um ambiente em que ele pode analisar as suas
ideias e, quando questionado, justifici-las, contribuindo assim para a identificacdo dos seus erros
apresentados no momento da resolucdo das tarefas ou refor¢o da sua aprendizagem. tal como atesta
Leung (2017).

E possivel inferir que o uso do GeoGebra contribui para a criagio de um ambiente de aprendizagem
rico e promotor de aprendizagens significativas. Esses resultados permitem concluir que os trés
elementos evidenciadores das potencialidades do GeoGebra, nomeadamente, visualiza¢do, conexdes
entre representagdes e processos de raciocinio matematico, se revelam adequados para analisar o
papel deste software na aprendizagem da taxa de varia¢do instantanea de uma fung¢ao.

Da analise dos resultados destaca-se, como aspecto significativo, a variedade de representagdes que
os estudantes sdo capazes de utilizar, associadas as diferentes fun¢des que desempenham na
exploracdo das tarefas de investigacdo propostas. Os estudantes tém tendéncia para privilegiar a
representacdo algébrica na exploracdo das tarefas de investigagdo. Mesmo quando conhecem e tém a
sua disposi¢do outras representagdes que permitem abordagens mais eficientes, optam por usar
manipulacdo algébrica para deduzir regras ou para encontrar solugdes. De forma geral, os estudantes
usam a representagdo grafica para obter solugdes, explicar raciocinios e verificar resultados observa-
se um aumento gradual do recurso a representagdo grafica para analisar e desenvolver compreensao
sobre a informagdo disponibilizada no enunciado, como suporte e ilustragdo de raciocinios e para
confirmar resultados obtidos através de outras formas de representacdo. No final da experiéncia de
ensino os estudantes sdo ainda capazes de planear e seleccionar as suas estratégias com base na analise
de graficos e, deste modo, a representagdo grafica passa a ter um papel importante na justificacao dos
seus raciocinios e das solugdes encontradas.

Finalmente, os resultados destes estudos evidenciam o potencial das tarefas de exploragdo para
promover o raciocinio matematico dos estudantes, desenvolvendo a sua compreensdo de varios
processos que caracterizam a atividade matematica, permitindo-lhes trabalhar e familiarizarem-se
com diferentes formas de representagdo e construir conhecimento de conceitos e procedimentos da
disciplina. Sugerem, igualmente, que este tipo de tarefas podem ser usadas com sucesso, nos cursos
de ensino superior, nomeadamente em dominios da Anélise Numérica e do Calculo. No entanto,
alguns aspetos devem ser aferidos de forma a introduzir melhoramentos.

Em relacdo as atividades propostas, saliento a necessidade de algum cuidado na elaboracdo e/ou
selecdo das tarefas. Estas devem ser suficientemente ricas para permitirem exploracdes e
investigagdes que conduzam os estudantes a desenvolver capacidades de raciocinio, a aumentar ou
reorganizar os seus conhecimentos e a uma verdadeira compreensdo de novos conceitos. Uma vez
criadas, ¢ ainda de considerar possiveis alteragdes as tarefas, de forma a adapta-las em func¢ao do
tempo disponivel para a sua realizagdo, dos conceitos ou conteudos programaticos que se pretende
abordar e dos processos matematicos cuja utilizacdo se pretende fomentar.

Os estudantes, de forma geral, tém a ideia pré-concebida de que uma tarefa matematica implica a
procura de respostas ou conclusdes. A evolugdo para uma postura realmente investigativa ¢ um
processo demorado e deve ser objecto de um trabalho sistematico por parte do professor, voltado para
a promogao de certos processos matematicos menos considerados pelos estudantes. Para isso ¢
necessario proporcionar aos estudantes um contacto mais frequente com este tipo de actividades, onde
experimentem varios processos de resolu¢ao ndo normativos e encontrem varias solugdes igualmente
correctas, onde a discussdo em grupo ¢ promovida e pode ser altamente proveitosa e onde a
calculadora ou o Geogebra, entre outros recursos, pode desempenhar um papel para 14 do mero
instrumento de calculo. As discussdes finais das tarefas, em grande grupo, revelaram-se momentos
cruciais para o trabalho investigativo dos estudantes. Mais do que apresentar resultados, estes
momentos deverdo servir para desafiar os estudantes a prolongar a investigagao.
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