AGENDA DE INVESTIGACION PARA LA ENSENANZA Y
APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS EN EL NIVEL
UNIVERSITARIO

Research Agenda for the teaching and learning Mathematics in the Universitary
level

Camacho Machin, M.

Universidad de La Laguna

Resumen

En este trabajo, se presenta una revision de las diferentes investigaciones sobre la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas en la Universidad, especialmente en el marco de los Simposios de
la Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matematica, con el propdsito de establecer
una propuesta de agenda de investigacion que pueda servir de guia para los diferentes colectivos
que se dedican a este campo. Después de analizar una serie de factores que hemos considerado
relevantes para nuestro objetivo, se elabora una lista de propuestas de investigacion, que no
pretende ser exhaustiva, pero que pudiera servir de ayuda para nuestro campo de interés.
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Abstract

In this paper, we present a review of the different research on the teaching and learning of
mathematics at the University, especially within the framework of the Symposia of the Spanish
Society for Research in Mathematics Education, with the purpose of establishing a proposal for a
research agenda that can serve as a guide for the different groups involved in this field. After
analyzing a series of factors that we have considered relevant to our objective, a list of research
topics are drawn up, which is not intended to be exhaustive, but which could be of help to our field
of interest.
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INTRODUCCION

Han pasado diez afios desde que se llevo a cabo el Seminario La investigacion en Educacion
Matematica en diferentes niveles (Ciudad Real, 2011- XV Simposio de la Sociedad Espafiola de
Educaciéon Matematica). En dicho Seminario, en la ponencia llevé por titulo La Investigacion en
Didactica de las Matematicas en Bachillerato y Universidad se discutio parcialmente el tema de
investigacion que se presenta ahora en este Simposio una década después. En (Camacho, 2011) se
desarroll6 un analisis de la investigacion realizada en los niveles educativos mencionados, tanto en
el nivel universitario como en los ultimos cursos de bachillerato en los dmbitos internacional y
nacional. En una primera parte de ese trabajo, se revisaron las publicaciones resefiadas en Gutiérrez
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y Boero (2006) y Lester (2007) en el ambito internacional y, para el &mbito nacional, se analizaron
las publicaciones de los trabajos presentados en los catorce simposios anteriores de la SEIEM, asi
como las Tesis Doctorales defendidas entre nuestro pais hasta ese momento, que se relacionaban
con la ensefianza y aprendizaje en ambos niveles educativos. En dicho seminario se pudo constatar
que, a partir de la revision realizada, la gran mayoria de las treinta comunicaciones/ponencias que
mostraban investigaciones situadas en la universidad, se correspondian al campo de investigacion
de Didactica del Andlisis Matematico (19/30) y en particular en torno a los conceptos de limite,
derivada e integral. Ademas, las Tesis Doctorales que se revisaron -un total de veinte- casi todas
eran también sobre dichos conceptos, salvo algunas centradas en la modelizacidon matematica.
Como conclusiones, en dicho trabajo se sefala, entre otras cosas y refiriéndose al analisis
desarrollado, que

........ el camino recorrido por la investigacion en el bachillerato y universidad no ha seguido un camino paralelo
a las necesidades del sistema educativo. La mayoria de investigaciones nos suministran resultados que confirman
resultado obtenidos en otras o encuentran pequeflos avances pero una gran parte de ellos deben ser incorporados
a la ensefianza efectiva, buscando puentes que hagan visibles esas pequefias aportaciones (p. 216).

y se afiade la importancia de “promover la elaboracion de materiales curriculares que permitan
implementar esos avances” y se propone, para concluir, la necesidad de poner un mayor énfasis en
la conexion entre los diferentes ambitos, indicandose que

.....deben crearse cuanto antes unas nuevas agendas de investigacion en las que se incorporen nuevos aspectos
que investigar acordes con la evolucion de las investigaciones desarrolladas a nivel internacional (p. 216)

La situacion ha cambiado bastante, y en la actualidad, esos cambios han venido implicados,
sobre todo en el ambito internacional por varios elementos importantes tales como el cambio de
planes de estudio avalados por el nuevo espacio de educacion superior (Bolonia), la ampliacion de
los d&mbitos de investigacion, anteriormente centradas en la ensefianza y aprendizaje del Calculo y
del Andlisis Matematico. También se ha podido constatar un aumento de experimentos de
ensefianza en la Universidad. Por otra parte, el trabajo de investigacion desarrollado ha provocado
un fortalecimiento de los diferentes marcos tedricos y conceptuales. Otro elemento importante que
podré contribuir a la elaboracion de una agenda de investigacion viene implicado por la ampliacion
de los ambitos de difusion de las diversas investigaciones del campo. Estas y otras circunstancias
implican la necesidad de retomar y actualizar, ahora mas especificamente en la universidad, la
evolucion de este campo de investigacion tanto en el ambito internacional como en las adaptaciones
e interpretaciones que se estan haciendo en nuestro pais. Al igual que en el aquel entonces, nos
centraremos principalmente al trabajo desarrollado por la Sociedad Espafiola de Investigacion
Matematica (SEIEM) y haremos una mirada al ambito internacional que surge de la creacion de un
nuevo foro internacional que surgid a partir de la organizacion de los CERME.

En esta ponencia, a la vista una revision general de la literatura actual, se tratara de configurar
una primera aproximacion para la elaboracion de una posible agenda de investigacion para los
proximos afios que permita avanzar en una consolidacion mayor de este campo de investigacion en
nuestro pais.

Algunas de las preguntas que motivaran este trabajo, sin pretender responder aqui a todas,
podrian ser las siguientes ;Cuales son los problemas de aprendizaje de las matematicas que se
pueden encontrar en los diferentes estudios universitarios? ;Son los mismos que todas las ramas de
las Ciencias y en particular son los mismos que en el Grado de Matematicas? ;Varian este tipo de
problemas en el campo de la ingenieria? ;Los programas actuales tienen una concepcion diferente
de las Matematicas que los anteriores? ;los marcos tedricos y conceptuales que se emplean en las
investigaciones realizadas hasta ahora son consistentes con la investigacion en estos niveles
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educativos? ;responden los experimentos de ensefianza que se van realizando a las diferentes
demandas que se necesitan?

El objetivo de este trabajo consiste en realizar una primera reflexion que nos ayude a
establecer una agenda de investigacion para los proximos afios que permita avanzar en una
consolidacion mayor del campo de investigacion de la ensefanza y aprendizaje de las matematicas
universitarias en nuestro pais (UME)'y que surja principalmente de una revision sobre las
aportaciones presentadas en los Simposios de la SEIEM, congresos y publicaciones internacionales.

Abordaremos a continuacion algunos de estos aspectos mencionados. Después de hacer una
revision de los diferentes trabajos en este campo de investigacion que han ocupado el espacio de los
ultimos ocho Simposios de la SEIEM, se hablara de la ampliacion de los ambitos de difusion a nivel
internacional, para mostrar como consecuencia de esto el fortalecimiento de los diferentes marcos
tedricos y conceptuales, asi como la diversificacion en el tipo de investigaciones desarrolladas, para
finalizar con una tentativa agenda de investigacion.

Conviene sefialar que en este trabajo al igual que en el anterior realizado en el afio 2011, pese
a que los profesores de Matematicas se forman en la Universidad, no estamos considerando las
investigaciones en formacion de profesores, tanto de Educaciéon Primaria como Educacion
Secundaria, como objeto de estudio de lo que denominamos investigacion sobre la ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas universitarias (UME) pese a que obviamente estos se forman en la
Universidad.

LA INVESTIGACION SOBRE LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LA
MATEMATICA UNIVERSITARIA EN LA SEIEM

En este apartado, se desarrollard la revision de las diferentes comunicaciones y pdsteres que
han sido presentados en los Simposios de la SEIEM desde el afio 2011 hasta el tltimo celebrado en
2019. Creemos que varias de esas comunicaciones derivan en la presentacion de Tesis Doctorales,
por lo que consideramos también esos trabajos de Tesis como indicadores del tipo de investigacion
que se ha venido realizando en estos ultimos afios. Es evidente, que casi con toda seguridad, nuestra
revision no es del todo completa, sobre todo por la fuente que ha sido utilizada que es
principalmente los materiales a los que se tiene acceso mediante la pagina web de la Sociedad
Espaiola de Investigacion en Educacion Matematica.

En los Anexos 1, 2 y 3 se han incluido, agrupadas por afio las referencias bibliograficas de
las comunicaciones, los posteres y las Tesis Doctorales, respectivamente.

Comunicaciones y Pdsteres

El andlisis realizado de las Actas de los diferentes Simposios de la SEIEM, llevo a
desarrollar la revision de un total de veintiséis comunicaciones cuyo ambito de trabajo se refiere a
estudios de matematicas universitarias. Se observd que el conjunto de trabajos presentados
incorporan temas mas diversificados que los que se encontraron en la revision anterior (Camacho,
2011), tanto por los participantes en las diferentes investigaciones (titulaciones) como en los temas
y topico tratados.

Se han analizado también los veintitrés pdsteres presentados en los Simposios a partir del
afio 2015. También tan diversificados como las comunicaciones, principalmente si se tiene en
cuenta las titulaciones de los participantes. Hemos optado por agrupar los trabajos revisados en
torno, a los temas o topicos principalmente tratados. De esta manera, consideramos un primer grupo
de trabajos relacionados con la ensefianza y aprendizaje del Algebra y Numeros, el segundo grupo,
al Andlisis Matematico y la Modelizacion, un tercer grupo que trata de probabilidad y estadistica

! Utilizaremos en alguna ocasién el término internacionalmente aceptado de UME (University Mathematics Education)
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(principalmente estadistica) y finalmente un grupo de comunicaciones y posteres sobre temas
variados Geometria, aspectos afectivos, resolucion de problemas, la transicion del Bachillerato a la
Universidad, el aprendizaje de la prueba.

La Tabla 1 resume el niimero de trabajos presentados en torno a la clasificacion que se ha
hecho. Se incorpora entre paréntesis cudles son los trabajos que hemos considerado en cada uno de
los topicos.

2011-2014 2015-2019 Total

C C P C| P
Algebra y Numeros 4(C4,11,12,16) 3(C20,21,22) 4 (P1,3,9,10) 7 |4
Analisis y Modelizacion 3(C3,10,14) 1 (C18) 3(P12,13,19) 4 |3
Probabilidad y Estadistica 3 (C5,9,15)) 3(C19, 23,24) 7 (P4,6,7,18,20,21,22) 6 |7
Aspectos afectivos, prueba, | 6 (C1,2,6,7,8,13) | 3 (C17, 25,26) 9 (P2,5,8,11,14,15,16,17,23) 9 |9

Geometria, Transicion, RP
Totales 16 10 23 26 | 23

Tabla 1. Comunicaciones y pésteres presentados en los Simposios de la SEIEM relacionados con las
Matematicas Universitarias

Tesis Doctorales

Se han revisado catorce Tesis Doctorales entre los afios 2012 y 2018, lo que ha supuesto un
incremento de trabajos en comparacion con las defendidas en los casi veinte afios anteriores. Se
pueden encontrar investigaciones sustentadas por diferentes Marcos Teéricos (TAD?, OSO’,
APOE") asi como marcos conceptuales segun indica Eisenhart (1991, op.c. en Camacho, 2011) en
el sentido de que

Un Marco Conceptual puede estar basado en diferentes teorias y una nocion fundamental para este tipo de
marcos es la de justificacion; resulta fundamental explicar por qué se hacen las cosas y por qué son razonables
las explicaciones e interpretaciones (p. 206)

Se observa una amplia variabilidad (mayor que en el estudio anterior) en el empleo de marcos
de referencia asi como de temadticas de investigacion y ambitos de la investigacion (derivada, la
prueba y la demostracién, uso de tecnologias digitales para el aprendizaje, geometria, Algebra
Lineal, concepciones...) curiosamente no encontramos ninguna Tesis Doctoral sobre Probabilidad y
Estadistica.

2012-2014 2015-2018 Total
Algebra y Nimeros 0 3(TD11,13,14) |3
Andlisis Matematico y |4 (TDI1,3,4,5) | 3 (TD6,10,12) 7
Modelizacion
Otros: Ambito afectivo | 1 (TD2) 3(TD7,8,9 4
Prueba, Geometria, RP
Totales 5 9 14

Tabla 3. Tesis doctorales presentadas en los distintos Simposios de la
SEIEM relacionadas con las Matematicas Universitarias

% Teoria antropoldgica de lo Didéctico
* Enfoque Ontosemiético
* Accién, Proceso, Objeto y Esquema
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LA AMPLIACION DE LOS MEDIOS DE DIFUSION DE LA INVESTIGACION EN EL
CAMPO

Se puede considerar que uno de los factores mas importes que favorecen el interés por el
desarrollo de un campo cualquiera de investigacion, es el poder disponer de lugares especificos en
los que se puedan visibilizar los avances del mismo. Con ello se consigue, de alguna manera,
compartir los avances y recibir la colaboracion del colectivo que se interesa por el mismo.

La publicacion de una revista a nivel internacional denominada International Journal of
Research in Undergraduate Mathematics Education (IJRUME), 1a cual tiene ya siete volimenes, ha
resultado ser de gran importancia para este campo de investigacion dado que se muestra como un
lugar en el que se pueden visualizar a nivel internacional las guias que dirigen las investigaciones
en el nivel universitario. Actualmente se han publicado en sus veinte nimeros, mas de cien trabajos
de investigacion centrados todos en las Matematicas a nivel universitario.

El Surgimiento de un espacio de discusion especifico sobre la Ensefianza y Aprendizaje de
las Matematicas en el nivel universitario auspiciado por la ERME’ y derivado directamente del
“Working Group” 14 de los tiltimos CERME®. Este nuevo espacio es una red tematica denominada
International Network for Didactic Research in University Mathematics (INDRUM) creada en el
afio 2016, contando como principales impulsores de esta iniciativa con un grupo de investigadores
de la Universidad de Barcelona, liderados por la Dra. Marianna Bosch que es miembro activo de la
SEIEM. Esta red internacional ha celebrado tres congresos en los ultimos afios: 2016 (Montpellier,
Francia), 2018 (Kristiansand, Noruega) y. 2020 (Bizarta,Tunez), este ultimo celebrado tele-
presencialmente, debido a la situacion sanitaria que nos ha asolado en el pasado afio y lo que va del
presente afio. El proximo esta previsto celebrarse en Alemania en 2022 y en su comité organizador
participard nuestra compafiera Berta Barquero de la Universidad de Barcelona, quien participa
activamente en la SEIEM.

En la Tabla 1 se recogen el nimero de comunicaciones y posteres presentados en los
diferentes grupos tematicos en los que se estructuran los congresos celebrados, revisadas de Nardi,
et al (2016), Durand-Guerrier et al. (2018) y Hausberger et al. (2020)

Se puede observar una mayor diversidad de temas que los que se observaron en las
comunicaciones y posteres de los Simposios de la SEIEM, principalmente relacionados con las
précticas tanto de los profesores como de los estudiantes en las distintas instituciones.

También se ha podido constatar una preponderancia de las investigaciones sobre topicos
especificos del Calculo y el Andlisis Matematico, algo que ocurria en los Simposios de la SEIEM
con anterioridad al afio 2011, pero desde multiples perspectivas, asi como un importante nimero de
trabajos dedicados a las a la Modelizacion Matematica y Matematicas en otras disciplinas. Los
trabajos presentados en Numeros, Algebra y Légica ocupan también un lugar destacado.

Revisando en detalle el conjunto de investigacion que se muestran en los Proceedings
analizados, la presencia espafiola estd muy limitada a investigaciones que se pueden situar en
corrientes epistemologicas de lo didactico y hay apenas representacion de investigaciones que
incorporen otros marcos tedricos o conceptuales con enfoques cognitivos. Consideramos que ese
déficit de trabajos debe ser superado con la presencia de investigadores de la SEIEM que se sitien
en estas otras corrientes de investigacion de la Educacion Matematica en la Universidad,
compartiendo y enriqueciendo con ello los avances de la investigacion en el campo de la UME

° European Society for Research in Mathematics Education
® Congress of the European Society for Research in Mathematics Education
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INDRUM2016 | INDRUM2018 | INDRUM2020 Total
Grupos temiticos de trabajo (TWG)’ C P C P C P C P
TWGI. Calculo y Analisis 13 3 7 0 11 0 31 3
TWG2. Modelizacion y Matematicas en otras 7 2 10 4 11 2 28 8
disciplinas (*)
TWG3. Numeros, Algebra y Logica 8 1 9 0 11 0 28 1
TWG4. Practicas de los profesores e instituciones. | 8 6 8 7
(**) 11 3 45 22
TWGS. Practicas de los estudiantes (**) 10 3 8 3
TWG6. Transicion hacia y dentro de la 0 0 9 0 0 0 9 0
universidad
Totales 46 15 51 14 44 5 141 | 34

Tabla 1: Investigaciones presentadas en los diferentes INDRUM celebrados en los tltimos seis afios
(*) en el INDRUM 2020 se incorpord en este grupo tematico Matematicas para ingenieros
(**) en el INDRUM 2020 se configur6 un unico Grupo tematico combinando el 4 y el 5

EL FORTALECIMIENTO DE DIFERENTES MARCOS CONCEPTUALES Y TEORICOS

Artigue (2019) desarrolla un andlisis sobre la evolucion que ha habido en el ambito de
investigacion de la Didactica de la Matematica en la Universidad. Dicha evolucion la caracteriza a
partir de diferentes ideas que se relacionan principalmente la complementacion de las perspectivas
epistemologicas y la aproximacion sociocultural. Destaca que no existen rupturas entre las
diferentes perspectivas, sino que en algunos casos se podrian considerar como enriquecimiento de
las tales enfoques teoricos.

Si se analizan en detalle los diferentes congresos de la sociedad de investigacion europea
CERME vy se revisan las diferentes investigaciones que aparecen en los Proceedings de los
INDRUM, se puede observar una cierta preponderancia en los informes de la investigacion de
diferentes aproximaciones asociadas a la corriente francesa de la Didactica de la Matematica, que
lideran de alguna manera los avances en sus marcos tedricos. Desde la perspectiva cognitiva, el
marco tedrico APOE® de Dubinski ha recibido muchas aportaciones de las investigaciones que se
han presentado en las diferentes comunicaciones, posteres y Tesis Doctorales derivados de la
SEIEM (Anexos 1,2y 3),

Otra evidencia que permite reconocer este fortalecimiento proviene de sus propios productos
la Encyclopedia of Mathematics Education publicada en su segunda edicion recientemente
(Lerman, 2020) y que ha incorporado nuevas entradas (un total de nueve referencias nuevas)
relacionadas con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en el nivel universitario, mientras
que en la primera edicion habia una Unica referencia (Artigue, 2019). Las diez referencias que se
pueden encontrar en esta segunda edicion son las siguientes:

"TWG1: Calculus and Analysis

TWG2: Mathematics for engineers; Mathematical Modelling; Mathematics and other
disciplines

TWG3: Number, Algebra, Logic

TWG4: Students' practices

TWGS: Teachers’ practices

TWG6: Transition to and across university

8 Accidn-Proceso-Objeto-Esquema
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Abstract Algebra Teaching and Learning (Hausberger, T.) p. 5-8
Analysis Teaching and Learning (Winslew, K.) p. 50-53
Differential Equations Teaching and Learning (Kwon, O.N.) p. 220-223
Linear Algebra Teaching and Learning (Trigueros, M. & Wawro, M.) p. 474-478
Logic in University Mathematics Education (Durand-Guerrier, V. & Dawkins, P. C.) p.481-
485
e Preparation and Professional Development of University Mathematics Teachers (Jaworski,
B.) (670-675
e Secondary-Tertiary Transition in Mathematics Education (Gueudet, G. & Thomas,
M.0.J.)762-766
e Service Courses in University Mathematics Education (Hochmuth, R.) p. 770-774
e Teaching Practices at University Level (Nardi, E. & Rasmussen) p. 840-844
e University Mathematics Education (Winslew C. & Rasmussen C.) p. 881-890
Pese a que no constituyen un niumero elevado de referencias, puede interpretarse, a partir
del analisis de estas entradas de la Encyclopedia, el importante papel que ha jugado el
reforzamiento de los diferentes Marcos tedricos y conceptuales en la incorporacién de estos
topicos, especificamente situados en el campo de investigacion de la UME.

DIVERSIFICACION DEL TIPO DE INVESTIGACIONES

El cambio de planes de estudios para la formacion matematica de los estudiantes
universitarios consideramos que ha jugado un papel importante en la investigacion. En concreto, en
los estudios para la obtencion del titulo de graduado en Matemadticas y Fisica la disminucion de
cursos, ha provocado en nuestro pais una sintetizacion en la metodologia de ensefianza que ha
hecho que esos estudiantes tengan muchas dificultades a la hora de aprender lo que es una
demostraciéon o prueba matematica lo que viene condicionado por sus propias concepciones o
creencias sobre la prueba. En (Jerez-Santana, 2021) se presentan los resultados de un estudio
exploratorio desarrollado con el objetivo de

Analizar las concepciones y creencias que tienen los estudiantes de primeros cursos universitarios sobre el papel de
la prueba en su aprendizaje de las matematicas, asi como el tipo de argumentaciones que consideran mas rigurosas,
validas, claras y mas comunicables a los demas, cuando se encuentran con una situacion, propiedad o resultado
matematico (p. 18)

En el aprendizaje de las matematicas por parte de estudiantes universitarios, varias
investigaciones han mostrado que los estudiantes consideran mdas importante el formato de la
prueba de una afirmacion matematicas que en el propio contenido de las mismas (Harel y Sowder,
1998) otras investigaciones concluyen que existe una resistencia por parte de los estudiantes a
utilizar diagramas y esquemas visuales para justificar y dar explicaciones sobre la falsedad o
veracidad de las tesis planteadas (Gonzdlez-Martin y Camacho-Machin, 2004). Por otra parte,
Stylianou et al. (2015) afirman en su investigacion, que los estudiantes universitarios sienten una
predileccion hacia el empleo de argumentos de tipo deductivo para hacer justificaciones de
resultados o proposiciones matematicas, aunque dependiendo preferentemente de la naturaleza de
relacion que se estaba estudiando y el contexto de uso.

(Jerez-Santana, 2021) realiza un estudio con 66 estudiantes de primer curso universitario (42 del
Grado en Fisica y 24 del Grado en Matematicas) adaptando los instrumentos utilizados en la
investigacion desarrollada por (Stylanou et al., 2015) con el objetivo de explorar, tanto “la relacion
entre las creencias de los estudiantes respecto a las pruebas y su comprension, como el tipo de
argumentos que prefieren cuando se les presenta la justificacion o prueba de un argumento
relativamente sencillo” (Jerez-Santana y Camacho-Machin, 2021).
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Se utilizd un cuestionario dividido en tres partes. En la primera parte se hacia una
recopilacion de datos de los estudiantes. La segunda parte era la parte central de dicho cuestionario
y presentaba cuatro conjeturas o resultados matematicos elementales (llamadas situaciones), con
cuatro preguntas para cada situacion, dando lugar a dieciséis preguntas. Se trataba de conocer qué
tipo de justificacion prefieren los estudiantes como prueba de cada una de las afirmaciones o
propiedades que se presentaban, asi como cudl darian ellos si se les pidiese que eligieran una, cudl
era mas rigurosa, y cual mas clara y cual mas consistente. También se les preguntaba su opinion
sobre el valor de cada justificacion.Esas preguntas se adaptaron del trabajo de Stylianou et al
(2015).De esta forma, cada una de las cuatro conjeturas propuestas presentaban cuatro opciones y el
estudiante deberia elegir una delas justificaciones propuestas, como la justificacion “mas valorada
por el profesor si asi lo hiciese”. Las justificaciones incorporadas en el cuestionario presentaban
cuatro argumentaciones.

e Un argumento especifico o empirico,
e Un argumento presentado en forma visual o grafica,

e Un argumento escrito en forma narrativa que es en cierta manera deductivo y que se
denomina deductivo-narrativo y

e Una prueba deductiva escrita formalmente con argumentaciones logicas que se
denominara deductivo-simbolico.

La Figura 1 muestra una de las situaciones propuestas (igualdad algebraica) con sus cuatro
justificaciones.

SITUACION 2
Sia,b son dos mimeros reales, entonces (a + b)* = a® + b* + 2ab

Justificacion A
Es cierto, pues solo hay que aplicar la definicién de potenciacion, la ley distributiva y la ley conmutativa de b suma y del producto.
Justificacion B

Por la definicién,
(a +b)* = (a+b)(a+b).
Por la ky distbutiva,
(a+ b)(a+b)=(a+b)a+(a+b)b.
Nuevamente por la ley distnbutiva
(a+b)a+(a+b)b=aa+ba+ab+bb.

Por la definicion, la ley connmtativa del producto y de I suma
aa+ ba+ab+bb=a®+b>+2ab.
Justificacion C

S1a =1y b = 3.5, entonces
(1+35)°=45"=2025=1+1225+7=1+35"+2-1-35.
. Sia = f\*b:i,ex\mﬂteg

1 1? n' 1 1.1 1 Yoy 1
—t=) =(=2) ===t ama=(-= = 2-(==)-[=).
(-3+3) =(-3) =5%6=3*5-3=(-3) *G) *2:=2-(3)
Sia = -nyb= -3, entonces
(~n=372=(-G3+m) =G+n)? =G+MB+m =3 +3-n+n-3+n2 =P +n2+2-3-7.
He elegido aleatonamente distintos tipos de reales y la formula se ha verificado en todos los casos
Asi s1a, b son dos mumeros reales, entonces

(a+b)*=a®+b*+2ab

Justificacion D

Figura 1. La situacion 2 y sus argumentos: deductivo-narrativo (A), comprobacion empirica (B),
deductivo-simbolico (D), y visual o grafico(C).
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Se pide a continuacion que los estudiantes indiquen cual de estas justificaciones elegirian para
presentar a alguien, cual considerar mas rigurosa y cual mas clara (Figura 2) finalmente la Figura 3
muestra la pregunta que se hace a los estudiantes en relacién con su opinion sobre cada una de las
justificaciones para los cuatro argumentos.

10 De las justificaciones presentadas anteriormente, ;eudl se aproxima mis @ b

respuesta que ti darias?
(a) Justificacion A
(b} Justificacion B.
(c) Justificacion C.
(d} Justificacion D,

11, ;Qué justificaci ideras mds rigurosa

(a) Justificacion A

(h) Justificacion B

(c) Justiticacién C.

() Justificacion 1.

12. JCuiil ex para G es ba s clurn?
(a) Justiticacién A

(h} Justificecion 13)

() Justiticacién C.

(d} Justificacion 1.

Figura 2. Opinion sobre la claridad y rigurosidad de las justificaciones sobre los cuatro argumentos

13. Para cada justificacion seiiala lo que opinas (solo una por solucion).

Justificacion A | Justificacion B | Justificacion C | Justificacion D

Es mperfecta logicamente

Es un argumento correcto,

Pero no riguroso
No es una demostracion,

5ino una comprobacion

Es un argumento

consistente

Figura 3. Opinion sobre si es consistente, riguroso o si no es una demostracion

Del andlisis de los resultados obtenidos, se observa que existe una tendencia mayoritaria, a
elegir preferentemente las argumentaciones de tipo deductivo-simboélico, asi como una resistencia
generalizada a seleccionar la argumentacion visual para justificar cualquier tipo de relacion, ya sea
geométrica o numérica. Esto difiere de los resultados de Stylianou et al. (2015), quienes
encontraron que la predileccion por el argumento deductivo se reduce practicamente a la mitad y
que el argumento visual constituye eleccion mas elegida por los participantes en su investigacion al
justificar una relacion geométrica.

La predileccion por el argumento deductivo-simbolico no parece fortuita, pues tal y como
muestra el analisis, la mayor parte de los participantes consideraron que es la justificacion mas
rigurosa y la mas facil de comprender. Se puede concluir ademas que los estudiantes del Grado en
matematicas son mas proclives a considerar como claras las justificaciones de tipo deductivo-
simbolico que los estudiantes de la otra especialidad. En contrapartida, los estudiantes del Grado en
Fisica se inclinan mas a considerar como claras las comprobaciones empiricas que los de
matematicas. En estas preferencias, también se mostraron diferencias con los resultados de la
investigacion de Stylianou et al. (2015), mayoritariamente los estudiantes encuestados consideraron
los argumentos narrativos mayoritariamente cuando se trata de una relacion numérica y el

41



Camacho Machin, M.

argumento visual, cuando se trata de una propiedad geométrica.

UNA POSIBLE AGENDA DE INVESTIGACION

De cara a establecer una agenda de investigacion para la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas en nuestro pais, conviene tener mas en cuenta lo que hasta ahora lo que est4 ocurriendo
en el ambito internacional. Si hacemos una comparacion del tipo de trabajos que se recogen en las
Actas de la SEIEM vy de los Proceedings de los INDRUMSs, se puede observar que existen algunas
semejanzas entre los temas tratados, pero también algunas diferencias. El agrupamiento por temas
de investigacion podria ser de ayuda para esto.

Del andlisis detallado de las diferentes comunicaciones y posteres, se puede observar como
hay un nimero amplio de las investigaciones que han dado lugar a las comunicaciones son
encaminadas al estudio de las matematicas por parte de estudiantes de otros estudios diferentes al
Grado de Matematicas.

Habria que potenciar los estudios centrados en la ensefianza y aprendizaje de estudiantes de
las diferentes ingenierias, ciencias experimentales, economicas y otras ciencias que requieran una
formacion matematica diferente a la de los matematicos. Es necesario dar un impulso a la
investigacion sobre la modelizacion matematica pero analizado desde otras perspectivas diferente a
las epistemologicas.

Desde nuestra perspectiva, las investigaciones del campo afectivo, relacionadas con las
creencias y concepciones sobre las matematicas, la enseflanza y sobre su propia naturaleza, deberian
jugar un papel importante.

Las practicas tanto de los profesores como los estudiantes y las instituciones, deben también
conformar una linea de investigacion que en la actualidad es poco atendida en nuestro pais.

Pese a que hay algunos estudios sobre la transicion del bachillerato a la universidad,
requieren también de una mayor atencion.

Desde hace ya décadas, las TIC estan a la disponibilidad de todos los estudiantes
universitarios, por lo que es fundamental seguir desarrollando investigaciones en torno al uso de
€sos recursos como materiales de apoyo para es aprendizaje.

La resolucion de problemas haciendo uso de tecnologias digitales es también esencial. Hay
una escasez de proyectos de investigacidn que emplean para su desarrollo Entornos dindmicos de
trabajo como GeoGebra.

Es también importante determinar el papel de la prueba y la argumentacion en el aprendizaje
de las matematicas en el nivel universitario. El uso de los diferentes teoremas matematicos sin
entender y distinguir la hipdtesis de la tesis y el desarrollo de argumentos que los justifiquen
requieren también de mayor atencion.

Estamos de acuerdo con (Artigue, 2019) cuando sefiala que la investigacion sobre la
ensefianza de las matematicas en el nivel universitario (UME) requiere de, no solamente intentar
comprender sus procesos de ensefanza y aprendizaje “sino también desarrollar acciones didacticas
en sintonia con las visiones epistemologicas, cognitivas y didacticas que sustentaban la
investigacion y nutriéndose de los conocimientos que ésta producia” (p. 88), estas acciones
didacticas se refieren al desarrollo de investigaciones basadas en propuestas innovadoras de
ensefianza. También serd importante incorporar a la agenda elementos que se derivan de las
précticas de enseflanza, como sefiala Artigue (2019), tales como:

® El desarrollo de cursos de matematicas para la transicion del Bachillerato a la Universidad
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® La potenciacion del trabajo colaborativo (estudiantes, profesores y especialistas en didéactica
de las matematicas)

® La ampliacién de recursos tecnologicos para apoyar el trabajo de los estudiantes y de los
docentes

¢ La formacion del profesorado universitario
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ANEXO 3. TESIS DOCTORALES

TESIS DOCTORAL AUTOR DIRECTORES | ANO | COD
Analisis de la Construccion del Concepto | Maria Angélica | José Carrillo Yaifiez
de la Derivada en un Primer Ciclo de | Vega Urquieta y Jorge Soto 2012 TD1
Ensefianza Superior asistida por Ordenador Andrade
Estudio de contraste sobre la preferencia y Juan Carlos Tomas Ortega del
significacion de pruebas formales y | Gonzéalez Vara Rincén 2012 | TD2
preformales
La modelizacion matematica en los Lidia Serrano Marianna Bosch y
estudios universitarios de economia y Josep Gascon
A - 2013 | TD3
empresa: analisis ecologico y propuesta
didéctica
Ensefianza y aprendizaje de ecuaciones Carolina Hugo Rogelio
diferenciales ordinarias en contexto: una | Guerrero Ortiz Mejia Velasco y
. ~ . 2013 | TD4
secuencia de ensefianza basada en la Matias Camacho
interpretacion de modelos matematicos Machin
Analisis del uso del concepto de derivada | Angel Luis Ariza | Salvador Llinares
por estudiantes universitarios en el estudio Jiménez Ciscar 2014 | TD5S
de conceptos econdmicos
Una posible «razén de ser» del calculo | Catarina Oliveira | Dr. Cecilio Fonseca
diferencial elemental en el dmbito de la Lucas. Bon, Dr. Josep
modelizacion funcional. Gascon Pérez y Dr. | 2015 | TD6
José Manuel Casas
Mirés
El paso de la geometria sintética a la Rosa Cecilia Tomas Ortega del
geometria analitica Gaita Rincon 2015 | TD7
Iparraguirre
El Perfil Emocional y Competencial M? del Pilar Dr. Andrés Palacios
Matematico del Alumnado de Grados en | Rodriguez del Picos y Dr. Tomas | 2016 | TDS
Estadistica. Tio Ortega del Rincon
Analise das eleicdes e decisdes dos Humberto Dra. M? Teresa
Estudiantes quando enfrentam situa¢Ges- | Placido Gusmao | Ferndndez Blanco | 2016 | TD9
problema de matematica de Moura
La enseflanza y aprendizaje de la | Francisco Infante Dr. Luis Puig
modelizacion y las familias de funciones Mejia Espinosa
con el uso de GeoGebra en un primer curso 2016 | TD10
de ciencias Administrativas y Econdémicas
en Colombia.
Una innovacion docente basada en los Andrea Carcamo | Dr. Joan Gomez y
modelos emergentes y la modelizacion Bahamonde Dr. Josep M.
L ; 2017 | TD11
matematica para conjunto generador y Fortuny
espacio generado
Analisis del esquema de la derivada en Claudio Dra. Edelmira
estudiantes universitarios Fuent.ealba Badlllor, Dra. Gloria 2017 | TD12
Aguilera Sanchez-
Matamoros
La investigacion en didactica del algebra Ricardo Jorge Dra. M? Cecilia
lineal: una perspectiva de su contribuciéon a Castro Rosas Pereira
la ensefianza a través de la reflexion sobre Gongalves Peixoto da Costa y 5018 | TD13
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