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Resumen

Presentamos parte de un proyecto de investigacion que tiene como objetivo general, analizar la
progresion en el pensamiento algebraico de estudiantes de Educacion Primaria al resolver una
secuencia de problemas de patrones geométricos. Para ello, es necesario analizar las distintas
estrategias que emplean los estudiantes al resolver este tipo de problemas. Tras estudiar las
estrategias recogidas en la literatura, presentamos una nueva clasificacion a modo de marco
teorico para nuestra investigacion, cuyo objetivo es hacer mas detallado y profundo el andlisis de
las respuestas de los estudiantes. En esta clasificacion diferenciamos entre las estrategias
empleadas en cuestiones de relacion directa e inversa. Describimos cada estrategia e incluimos
ejemplos de respuestas producidas por estudiantes de Primaria.
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Abstract

We present part of a research project aimed to analyze the progress of primary school students’
algebraic thinking when solving a sequence of geometric pattern problems. To accomplish this, it is
necessary to analyze the diversity of strategies used by students when solving these problems. After
having analyzed the strategies found in the literature, we present a new classification as a
theoretical framework for our research. The aim of this new framework is to allow a more detailed
and deeper analysis of students’ responses. In this classification we distinguish between strategies
used on direct and inverse question. We describe each strategy and show examples of answers by
primary school students.

Keywords: geometric pattern problems, algebraic thinking, solving strategies, primary education,
mathematical giftedness

INTRODUCCION

El algebra es uno de los contenidos clave en las matematicas de la Educacion Secundaria
Obligatoria (ESO). Sin embargo, muchos estudiantes presentan dificultades durante su aprendizaje,
como la falta de comprension de las nociones de variable e incognita y de las expresiones
algebraicas o en el uso de operaciones aritméticas en estas expresiones (Jupri, Drijvers, y Van den
Heuvel-Panhuizen, 2015). Para tratar de combatir estas dificultades, el pensamiento algebraico
plantea empezar el aprendizaje del algebra trabajando y operando con variables e incognitas sin
hacer uso de expresiones simbdlicas alfanuméricas (Radford, 2011), lo cual puede servir de puente
para la introduccion del dlgebra en estudiantes de Educacion Primaria.
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Diversos autores han destacado los problemas de patrones geométricos como un contexto idoneo
para el desarrollo de la generalizacion y el pensamiento algebraico. En concreto, los problemas de
patrones geométricos (Figura 1) muestran los primeros términos de una sucesion creciente de
nimeros naturales representados mediante figuras formadas por piezas cuya cantidad coincide con
el valor del término. Estos problemas piden calcular: un término inmediato, situado en las dos o tres
posiciones siguientes a los términos dados; un término proximo, cuyo valor se pueda calcular
mediante la representacion grafica o la recursividad; un término /ejano, que, por su posicion, sea
costoso de calcular mediante las estrategias anteriores y sugiera la conveniencia de desarrollar una
estrategia nueva para obtener una generalizacion; y, por ultimo, expresar verbal y/o
algebraicamente el término general de la sucesion (Benedicto, Jaime, y Gutiérrez, 2015).

Ademas de estas cuestiones, denominadas de relacion directa, se pueden plantear cuestiones de
relacion inversa (Rivera, 2013), en las cuales se da el valor de un término y se pide calcular su
posicion. Estas cuestiones inician a los estudiantes en el planteamiento y resolucion de ecuaciones.

La resolucion de problemas de patrones geométricos también resulta especialmente interesante para
los estudiantes con altas capacidades matematicas, ya que su estructura permite a los profesores
graduar la complejidad y adaptarlos a las necesidades y capacidades de los distintos estudiantes de
los grupos ordinarios de Educacion Primaria (Jaime y Gutiérrez, 2014).

En clase quieren hacer un jardin juntando macetas de flores. Mira como crece el jardin cada dia:

Dia 1 Dia 2 Dia 3

a) (Cuantas macetas tendra el jardin el dia 5? ;Como lo sabes?

b) (Cuantas macetas tendra el jardin el dia 13? ;Como lo sabes?

¢) (Cuantas macetas tendra el jardin el dia 287 ;Cémo lo sabes?

d) (Como le explicarias a un amigo cémo puede calcular el nimero de macetas que tendra el jardin
cada dia?

e) Luis ha contado 39 macetas, ;sabrias decir qué dia es? ;Como lo sabes?

Figura 1. Problema de patrén geométrico
Marcos tedricos previos

Estudios previos han descrito diversas estrategias, algunas con distintas denominaciones, que
utilizan los estudiantes al resolver cuestiones de relacion directa en problemas de patrones
geométricos basados en relaciones funcionales lineales, f(n)=an, o afines, f(n)=an+b (Stacey, 1989;
Lannin, Barker, y Townsend, 2006; Jurdak y El Mouhayar, 2014; Garcia-Reche, Callejo, y
Ferndndez, 2015). Principalmente podemos dividir estas estrategias en: 1) recuento (counting
method), si se cuentan las piezas del término a partir de su dibujo; ii) recursiva (recursive), si se
afiade de forma reiterada la diferencia constante entre el valor de dos términos consecutivos a uno
conocido; iil) multiplo de la diferencia (difference method o chunking), si se anade al valor de un
término anterior la diferencia constante entre los valores de dos términos consecutivos multiplicada
por la distancia entre la posicion del término anterior y el demandado; iv) funcional (functional,
linear method o explicit), si se establece una relacion funcional entre la posicion del término y su
valor; y V) proporcional (whole-object method, unitising o proportional), si se hace uso de una
relacion de proporcionalidad, aunque algunos autores también referencian una variante aditiva.
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Centrandose en el contexto de estudiantes con altas capacidades matematicas, Amit y Neria (2008)
identificaron dos tipos de estrategias en su estudio con estudiantes superdotados de 11-13 afios
(cursos 6 y 7): la recursiva-operacional-local, que les permitia extender la secuencia a nivel
operacional pero estaba limitada por su caracter local, y la funcional-conceptual-global, cuando
identificaban las variables y constantes y establecian una relacion de dependencia entre ellas.

En cuanto a las estrategias empleadas para resolver cuestiones de relacion inversa, Arbona (2016)
describid 3 categorias: ensayo y error con cdlculos de relacion directa, si se prueba con distintos
términos hasta encontrar el valor sefialado; inversion de las operaciones, si se resuelve invirtiendo
el orden de los calculos realizados al resolver cuestiones de relacion directa; y resolucion de
ecuaciones, si se plantea una ecuacion.

Al empezar a analizar las respuestas de estudiantes recogidas en nuestras experimentaciones
aplicando las estrategias mencionadas, nos dimos cuenta de que estas no diferencian determinados
tipos de respuestas que, aunque tienen un estilo comun de estrategia, muestran caracteristicas
especificas diferentes que es conveniente conservar. Por ello, hemos procedido a integrar el
conjunto de estrategias descritas en la literatura en un nuevo marco tedrico que contempla nuevas
categorias y subcategorias emergidas del analisis de nuestros datos.

Objetivos

El trabajo presentado en esta comunicacion forma parte de un proyecto de investigacion cuyo
objetivo general es analizar la progresion de estudiantes de los Ultimos cursos de Educacion
Primaria en una secuencia de problemas de patrones geométricos e identificar caracteristicas
diferenciadoras de los estudiantes con altas capacidades matematicas en este contexto.

El objetivo especifico de esta comunicacion se centra en presentar un nuevo marco teorico que
recoja los distintos tipos de estrategias empleadas por los estudiantes al resolver problemas de
patrones geométricos, para el célculo de los valores de los términos de la sucesion (cuestiones
directas) y de sus posiciones (cuestiones inversas).

METODOLOGIA

Para dar respuesta al objetivo general de investigacion planteado, empleamos una metodologia
cualitativa de investigacion de diseiio (Cobb, Jackson, y Dunlap, 2015), realizando diversas
experimentaciones, en las que la primera autora era la profesora, con una muestra heterogénea de
conveniencia de estudiantes de 4°, 5° y 6° de Educacion Primaria que no habian trabajado
previamente con problemas de patrones geométricos y no tenian conocimientos de algebra: dos
estudios longitudinales con una duracioén de 3 sesiones por curso, uno de 3 afios con 39 estudiantes
y otro de 2 afios con 30 estudiantes de un centro publico; un estudio no longitudinal de una duracion
de 4 sesiones con 112 estudiantes de otro centro publico; y una sesion con un grupo de 16
estudiantes superdotados (11-12 afios) que asistian a un taller extraescolar de matematicas.

Las experimentaciones se centraron en la resolucion de problemas de patrones geométricos basados
en relaciones funcionales lineales y afines. Estos problemas estaban ordenados con un aumento
gradual de dificultad y con distintas versiones de cuestiones enfocadas a la asimilacion de diversos
objetivos de aprendizaje. Tras la resolucion de los problemas por los estudiantes, se realizaba una
puesta en comun de las estrategias empleadas, para ampliar su conocimiento y descartar las
erroneas, y se introducian conceptos nuevos relacionados con los objetivos de aprendizaje.

Finalizada la experimentacion, iniciamos el andlisis de las respuestas de los estudiantes tomando
como referencia las categorias encontradas en la literatura, pero diversas estrategias empleadas por
los estudiantes no se recogian o no quedaban bien definidas en ellas, por lo que surgi6 la necesidad
de elaborar una clasificacion mas fina. Para ello, realizamos varias veces un proceso ciclico en el
que los tres autores analizdbamos, de forma independiente, las respuestas de algunos estudiantes y,
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después, haciamos una puesta en comun con el fin de discutir las diferencias y refinar las
definiciones de las categorias problematicas. Este nuevo marco tedrico aporta una clasificacion de
las estrategias usadas en las cuestiones directas e inversas de los problemas de patrones geométricos
nueva y mas completa y detallada que las anteriores, lo cual supone un avance en la evaluacion de
los conocimientos y estrategias empleadas por los estudiantes.

MARCO TEORICO PROPUESTO

A continuacioén, describimos los diferentes tipos de estrategias que consideramos que los
estudiantes de Educacion Primaria pueden emplear al resolver problemas de patrones geométricos
basados en relaciones funcionales lineales y afines. Presentamos también ejemplos de resoluciones
del problema de la Figura 1, extraidas de las experimentaciones descritas. Para su clasificacion,
diferenciamos entre las estrategias utilizadas al resolver cuestiones de relacion directa e inversa. En
las estrategias que han sido descritas en la literatura que hemos consultado, incluimos su
denominacion en inglés para facilitar la relacion de este texto con dicha literatura. Las estrategias
sin denominacion en inglés son las que hemos introducido para completar los tipos existentes.

Estrategias en cuestiones de relacion directa
Las estrategias empleadas en cuestiones de relacion directa son las siguientes:

e Recuento (Counting method): Consiste en dibujar la representacion grafica del término
requerido y contar sus piezas como unidades independientes.

a) ¢ Cuantas macetas tendra el jardin el dia 5? ; Cémo lo sabes?

0 /) 1
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Figura 2. Ejemplo de estrategia de recuento

En la figura 2, el estudiante dibujo la figura correspondiente al término 5, siguiendo el
patron de los primeros términos, y conto la cantidad total de macetas.

e Recursiva (Recursive): Se caracteriza por calcular el valor de un término sumando de forma
reiterada a un término ya conocido la diferencia numérica constante entre los valores de dos
términos consecutivos.

a) ¢ Cuantas macetas tendra el jardin el dia 5? ;,Cémo lo sabes?

K- A4
N 4242=7x4=44

Figura 3. Ejemplo de estrategia recursiva

En la figura 3, el estudiante cont6 la cantidad de macetas en el término 3 (7 macetas) y sumd
2 (diferencia entre los valores de dos términos consecutivos) las veces necesarias hasta
llegar al término 5.

e Funcional (Functional): Los estudiantes calculan el valor de un término prestando atencion a
la correspondencia entre su posicion y la cantidad de piezas que lo forman. Podemos
encontrar dos tipos de estrategia funcional:
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o Descomposicion: Se basa en dividir la representacion grafica de un término en partes,
con el fin de encontrar una relacion entre la posicion del término y la cantidad de piezas
que tiene cada parte.

c) ¢ Cuantas macetas tendra el jardin el dia 287 ¢ Como lo sabes?
6 ? : g’ f‘%,b‘} (3/07 Q{‘le’ / AMNg @ lq/‘.,y‘\l(,")f" o 4’\/\( Yy (/{) Zj; Zfr"(;/{ (%L
. v ‘ ‘ - . ) Gk

Figura 4. Ejemplo de estrategia de descomposicion

En la figura 4, el estudiante dividio la representacion grafica de los términos en las dos
columnas (¢l las llama filas) y relacion6 cada columna con la posicion del término. De
este modo, la cantidad de macetas equivalia a la posicion del término (28) en la
columna de la izquierda y a la posicion mas uno (29) en la columna de la derecha.

o Multiplo de la Diferencia (Chunking): Se caracteriza por sumar al valor de un término
la diferencia constante entre los valores de dos términos consecutivos multiplicada por
la distancia entre la posicion del término requerido y la de ese término. Esta estrategia
puede aplicarse de dos modos distintos:

* Auxiliar: Si el término utilizado es un término no proporcionado en el enunciado
del problema ni calculado en cuestiones anteriores.

En la figura 8, el estudiante calculd primero el término 10 (22) y a continuacion le
sumo 2 (diferencia entre dos términos consecutivos) multiplicado por 3 (distancia
entre las posiciones 10 y 13).

= Anterior: Si el término utilizado es un término proporcionado en el enunciado del
problema o calculado en cuestiones anteriores.

a) ;Cuantas macetas tendra el jardin el dia 5? ;;C6émo lo sabes?
11 @onqrue (ada o\io\ bc\&j 2 Mo -

7 b) g,Cuéhtas macetas tendra el jardin el dia 13;? ¢Cdmo lo sabes?
) i ;
o Bxz = 16 A4 M= 23 21 marclan.
& P0ﬂc+‘4(’ cede Jia fiene o

Figura 5. Ejemplo de estrategia anterior

En el apartado b) de la figura 5, el estudiante multiplico la diferencia entre las
posiciones de los apartados @) y b) (13-5=8) por la diferencia entre los valores de
dos términos consecutivos (2) para, posteriormente, sumar el resultado de la
multiplicacion (16) al valor de la posicion del apartado a) (11).

e Construccion (Whole-object): Los estudiantes utilizan los valores de uno o varios términos
previos conocidos para obtener, mediante operaciones aritméticas, el valor del término
requerido. Dentro de esta categoria podemos encontrar tres estrategias:
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o Proporcional (Proportional): Consiste en usar una relacion de proporcionalidad, que en
los patrones basados en relaciones funcionales afines es erronea, entre las posiciones de
dos términos y sus valores para calcular el valor de uno de los términos.

c)@SCuéntas macetas tendra el jardin el dia 28?7 ; Cémo lo sabes?

74
b o .
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Figura 6. Ejemplo de estrategia proporcional

En la figura 6, el estudiante usé el valor (3) del término 1 para obtener el valor
demandado mediante una relacion errénea de proporcionalidad.

o Aditiva: Consiste en establecer una relacion aditiva entre las posiciones de términos
conocidos y del término requerido y obtener el valor de este aplicando la misma
relacion a los valores de los términos conocidos.

c) ¢ Cuantas macetas tendra el jardin el dia 287 ¢ Cémo lo sabes?

: e » ~ 1\
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T 1 gﬁ D!O\“ -3.) O CLTON Su—r‘n o\mg)a O/T’\, 'mgflfa \
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Figura 7. Ejemplo de estrategia aditiva

En la figura 7, el estudiante obtuvo la posicion del término requerido a partir de la suma
de las posiciones de otros términos y utiliz6 los valores de estos términos para calcular
el resultado.

o Combinada: Se basa en calcular el valor de un término a partir de una combinacion de
relaciones proporcionales y aditivas entre otros términos con valores conocidos.

No hay ejemplos de esta estrategia en las respuestas que hemos analizado hasta ahora.

e Otras: Estrategias que no pueden incluirse en ninguna de las categorias anteriores o que son
combinaciones de estas.

b) ¢, Cuéntas macetas tendra el jardin el dia 13? ;Cémo lo sabes?
2% OfQue W\OKH(\\\CC@ Ux2 e o 72 y G 22
e oroQes @& 253 e > O Cue o (e
Que .gQ&ﬁQxﬁ y SOMCY P Ye Qe 2%

Figura 8. Ejemplo de estrategia otras

En la figura 8, el estudiante empled dos de las estrategias descritas previamente. Primero,
utilizo la estrategia proporcional, al usar el valor del término 5 (11) para obtener el valor del
término 10 (f(10)=f(5)x2) y, después, utilizo la estrategia multiplo de la diferencia (auxiliar),
al calcular la diferencia entre las posiciones del término 10, que no habia sido proporcionado
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anteriormente, y del 13 y multiplicarla por la diferencia entre los valores de dos términos
consecutivos (2x3).

Estrategias en cuestiones de relacion inversa
Las estrategias utilizadas en cuestiones de relacion inversa podemos clasificarlas en:

e [nversion: Consiste en invertir los calculos aritméticos hechos en las cuestiones de relacion
directa.

e) Luis ha contado 39 macetas, ¢ sabrias decir qué dia es? ;Cémo lo sabes?
| 1y 19 4 ). ’ |

Figura 9. Ejemplo de estrategia de inversion

En la figura 9, el estudiante realizo las operaciones inversas y en el orden contrario (restar 1
y dividir entre 2) a las que habia realizado en las cuestiones directas (multiplicar por 2 y
sumar 1).

e FEcuacion: Se caracteriza por formular una ecuacion y resolverla.
No hay ejemplos de esta estrategia en la respuestas que hemos analizado hasta ahora.

e Operaciones directas: Se basa en usar una estrategia que podria aplicarse para obtener la
solucidn de las cuestiones de relacion directa.

e) Luis ha contado 39 macetas, ¢sabrias decir qué dia es? ;Coémo lo sabes?

g o dio. 19 - Pf“x‘cﬁ“i Bl sumode 1sde ef aak

P ey ', (g— ‘
020 hoglo. legoan o 39 macefon

Figura 10. Ejemplo de estrategia de operaciones directas

En la figura 10, el estudiante utilizo la estrategia recursiva para calcular la posicion a partir
de un término previo conocido, sumando a ese término la diferencia entre los valores de dos
términos consecutivos (2) las veces necesarias hasta obtener 39 macetas.

e Otras: Estrategias que no pueden incluirse en ninguna de las categorias anteriores.
CONCLUSIONES

El objetivo de esta comunicacion es presentar un nuevo marco tedrico para analizar las respuestas
de los estudiantes a problemas de patrones geométricos. Empezamos analizando las respuestas de
los estudiantes de nuestra muestra mediante las estrategias de resolucion encontradas en la
literatura, pero observamos dificultades para clasificar algunas respuestas y también que algunas
categorias recogian respuestas de caracteristicas bastante diferentes que era necesario distinguir.

Un proceso recursivo de identificacion y andlisis de respuestas problematicas dio lugar a la
identificacion y definicion de nuevas categorias emergentes. Para las cuestiones de relacion directa,
hemos desarrollado tipos especificos de estrategias funcionales, entre los que podemos destacar
descomposicion y los subtipos de multiplo de la diferencia, que permiten distinguir diferentes
formas de obtener la relacion funcional que caracteriza el término general de las sucesiones, y de la
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estrategia construccion, que permiten diferenciar varias maneras de relacionar términos con valores
conocidos para calcular el valor de un nuevo término.

Para las cuestiones de relacion inversa, hemos descrito diferentes formas de realizar los calculos de
la posicion de los términos proporcionados, que van desde procedimientos rudimentarios proximos
al tanteo a procedimientos aritméticos depurados y procedimientos algebraicos.

El uso de este marco tedrico, mas preciso y desarrollado que los anteriores, nos estd permitiendo
realizar un analisis mas detallado y minucioso de las respuestas de nuestros estudiantes, que dara
lugar a unos resultados mas ricos y clarificadores, como la ausencia de estrategias proporcionales en
los estudiantes con altas capacidades matematicas.

Esta investigacion forma parte del proyecto EDU2017-84377-R (AEI/FEDER, UE) y la ayuda
predoctoral FPU16/04513.
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