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Resumen

En este trabajo se aborda la formacion inicial de futuros docentes de matemadticas de educacion secundaria sobre
la medida de longitudes finitas mediante el método empleado en la escuela pitagorica. Tras un minucioso andlisis
historico se ha disefiado una ingenieria diddctica con el fin de utilizar la historia del cdlculo para lograr una for-
macion mds profunda de los futuros docentes. Esto ha permitido abordar aspectos como la descomposicion infinita
de un segmento y el concepto de magnitud infinitamente pequefia en el caso de que dicha longitud sea un niimero
irracional. Las conclusiones indican que, aunque inicialmente los sujetos no barajaron el uso de procesos infinitos,
cuando se enfrentaron a la medicion de longitudes irracionales se logra una mirada critica a los procesos usados
por los pitagéricos.
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Abstract

This paper deals with the initial training of future secondary school mathematics teachers about the measurement
of finite lengths using the method employed in the Pythagorean school. After a thorough historical analysis, a di-
dactic engineering was designed with the aim of using the history of calculus to achieve a more in-depth training of
future teachers. This has made possible to deal with aspects such as the infinite decomposition of a segment and the
concept of infinitely small magnitude in the case where this length is an irrational number. The conclusions indicate
that, although initially the subjects did not consider the use of infinite processes, when they were confronted with
the measurement of irrational lengths, they took a critical look at the processes used by the Pythagoreans.

Keywords: training, history, didactical engineering, measurement.

INTRODUCCION

Investigaciones previas (Ma, 1999; Schoenfeld y Kilpatrick, 2008) sefialan la necesidad de que los do-
centes de matematicas tengan un conocimiento profundo de las mismas. Esto implica que no sélo de-
ben conocer las matematicas, sino que tienen que tener conocimiento sobre su origen, cambios y de-
sarrollo (Kim, 2013). Es decir, el profesor debe “demostrar conocimiento sobre el desarrollo histérico
de los tépicos” (NCATE, 2003, p. 4). Kline (1978) pone de manifiesto que debemos tener en cuenta los
procedimientos utilizados y las dificultades que se encontraron los matematicos a la hora de definir los
conceptos matematicos tal como actualmente los conocemos. El estudio de la historia nos permitira
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conocer los problemas e ideas que dieron lugar a los diferentes conceptos, profundizando en aquellos
aspectos que bajo una féormula perfectamente formulada pasan inadvertidos. A su vez, se potenciara
el caracter social y cultural de la matematica, pues saldran a la luz las diferentes ideas surgidas para
resolver un problema, los fenémenos fisicos o sociales que las explican, ademas del marco espacial y
temporal en que aparecieron. En definitiva, su evolucidon temporal permitira a los docentes evitar una
transmision de conocimientos cerrada, estereotipada y como una verdad absoluta, donde se impone el
estilo deductivo, el cual oculta la verdadera construccién original del concepto a tratar (Maza, 1994).

Esta comunicacion forma parte de un estudio mas amplio centrado en la construccidn del concepto de
integral a lo largo de la historia y su aplicacién en el aula. En ella se pretende comprobar si la historia
de la matematica permite completar y fortalecer los saberes de los futuros docentes de matematicas y
si, a través de ella, salen a la luz aspectos inherentes al calculo integral que se esconden bajo un calculo
mecanico carente, en muchos casos, de significado. En concreto, en esta comunicacion el objetivo es
disefar tareas relativas a los procesos de medicion de los pitagoricos a través de corpusculos y analizar
si los futuros docentes son conscientes de la ineficacia de estos procesos cuando se trata de longitudes
irracionales. Estas tareas involucraran, por lo tanto, aspectos como: la aceptacion del concepto de in-
finito, la aparicion de segmentos que necesitan una descomposicion infinita y, en consecuencia, apari-
cién de magnitudes con desarrollo continuo, trabajar razonamientos infinitesimales, uso de unidades
de medida infinitamente pequefas y entender la longitud/area como suma de corpusculos.

Por lo tanto, la pregunta de investigacion a la que se pretender responder es:

;Los procesos utilizados por la escuela pitagoérica para la medicién de longitudes/areas se pueden usar
como una herramienta para el disefio de tareas de forma que los futuros docentes comprendan las
limitaciones de dichos procesos y la necesidad de desarrollar nuevas herramientas matematicas?

ANTECEDENTES

Dos son los aspectos centrales en esta investigacion. Por un lado, recurrir a la historia de la matema-
tica como fuente de ideas para la construccion de los conceptos matematicos que le permitan dotarles
de sentido y, por tanto, una necesidad en la formacion de futuros docentes. Y por otro, las dificultades
que entrafa la comprension del concepto de integral.

En relacién con el primero de los puntos anteriores, Gonzalez (2004) afirma que mediante la historia
de la matemadtica el profesor llega a una comprensiéon mas profunda de los problemas matematicos
y de los elementos que de ellos se derivan. Ademds, tal y como se testimonia en Gil (1993) permite
revelar y volver a descubrir conocimientos que se transmiten ya elaborados. Ho (2008), Panasuk y
Horton (2012) analizaron si los profesores de matematicas utilizan la historia de las matematicas para
enriquecer los conceptos y desarrollos expuestos. Concluyeron que la mayoria de los docentes no la
emplean. Sus razones varian entre falta de conocimiento de la historia de la matematica, la falta de re-
cursos para poder aplicarla, la falta de tiempo y la falta de concordancia entre los desarrollos histéricos
y las exigencias curriculares actuales.

En cuanto al concepto de integral, diversas investigaciones (Artigue, 2001; Orton, 1983 y 1984) han
dado cuenta de la dificultad que entrafa dicho concepto en relacion con su aprendizaje. Estas dificul-
tades estan ligadas a la conceptualizacion del limite de una funcién (Tall y Rashidi Razali, 1993), a la
notacion, a los métodos procedimentales para el calculo de integrales que ocultan los aspectos con-
ceptuales y el significado de dichos procesos o el uso de representaciones que permiten una imagen
adecuada del concepto (Fiangga, 2018). En este sentido, los corpusculos pitagdricos nos ayudaran a
mejorar la vision infinitesimal y, por tanto, nos permitira entender de manera completa el concepto
de particion del intervalo.
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En las ensefianzas del célculo integral se tiende a las explicaciones mecdnicas y dogmaticas (Artigue,
1995), las cuales no solo esconden todo proceso de construccion, sino que ensanchan la brecha entre
la parte conceptual y la parte algoritmica del calculo (Mufioz, 2000). Se expone el calculo integral
mediante la integral de Riemann, la cual es transmitida como un concepto completo y acabado, ale-
jandola de su significado geométrico, aspecto que dificulta la comprensiéon completa del concepto de
cantidad infinitamente pequena (Schneider-Gilot, 1987).

Algunos investigadores (Doorman y van Maanen, 2008; Katz, 1993) han abordado la ensefianza del
cdlculo en general y del cdlculo integral, en particular, para estudiantes de diferentes niveles educativos
a través de la historia con el fin de que superen las dificultades anteriormente mencionadas. En esta
investigacion abordamos el uso de la historia para la formacién de futuros docentes de matematicas de
educacion secundaria. Para iniciarla se realizo inicialmente un estudio pormenorizado de la historia,
lo que nos permitié identificar ciertos momentos clave en la evolucién del concepto de integral. Por
otro lado, para comprobar los conocimientos de futuros docentes acerca de la historia del calculo inte-
gral, se pasd, en el afio 2021, un cuestionario a futuros docentes (Esteve-Blasco y Gonzalez-Astudillo,
2021). Las respuestas testimoniaron cierto pensamiento infinitesimal, algunas dificultades en la cons-
truccién y significado del concepto y una gran dependencia en la regla de Barrow para resolver tareas
sobre el calculo de areas. Tanto el estudio histérico realizado como los resultados de este cuestionario
fueron el punto de partida para abordar la presente investigacion.

METODOLOGIA

Esta investigacion tiene un enfoque cualitativo, ya que esta orientada a comprobar si las tareas dise-
fiadas sobre los procesos de medicion pitagdricos han cumplido los objetivos para los cuales fueron
disefiadas. Se recurrié a una ingenieria didactica, la cual se centra en modelar las situaciones de ense-
flanza, para asi permitir una elaboracién y gestion controlada (Artigue, 1995). Como metodologia de
investigacion, se caracteriza por seguir un esquema experimental en el cual destacamos las siguientes
fases: concepcion, realizacion, observacion y analisis de secuencias de ensefianza. Su validacion es
interna, es decir, basada en la confrontacion entre un analisis a priori y uno a posteriori. Su pretension
no es solamente el comprender los procesos de investigacién-accidn, sino también la definicién de
variables de control para controlar los fendmenos didacticos resultantes.

En el caso de esta investigacion se ha estructurado en cuatro etapas bien diferenciadas:

+ Analisis preliminar: Donde se realiz6 estudio pormenorizado de la historia y evolucion
del concepto de integral, lo que permitié establecer cuatro hitos en su desarrollo hasta que
alcanz6 en cierta forma el concepto. A continuacién se indican brevemente cada uno de
estos hitos:

1- La nocién de divisibilidad del espacio desarrollada en Grecia, que involucra los pri-
meros acercamientos al concepto de infinito (potencial) y definicién del método de
exhauscion; primer método general para calcular areas curvas.

2- Durante el medievo matematico aparece una prematura idea de infinitesimal, se con-
sidera un area barrida por perpendiculares con cierta intensidad y por ende figuras
geométricas compuestas por colecciones de lineas (indivisibles) tratando de encontrar
la razén entre ellas.

3- Las cuadraturas del XVII se convierten en técnicas generales para calcular areas sin la
necesidad de establecer una congruencia con figuras conocidas lo que implica el paso
a un indivisible dinamico.
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4- Las fluxiones y diferencias constituyen el primer puente entre cuadraturas y tangentes,
base del Teorema Fundamental del Calculo lo que permite definir la integracién como
anti-diferenciacion.

En la presente comunicacién nos centraremos en el primero de estos hitos, y mas concretamente en
los procesos de medicion pitagdricos para abordar la divisibilidad del espacio. En la escuela pitagdrica
todo estaba formado por numeros y sus razones finitas (Kline, 2000). Podemos decir que dotaron a su
matemdtica de una estructura corpuscular, es decir, cada segmento se podia construir con un niimero
finito de 4tomos (Dalcin y Olave, 2012).

* Andlisis a priori: Donde se realiz6 un analisis predictivo de la investigacion y se describid
de forma detallada la ingenieria a realizar. Se disefiaron las tareas, se definieron los recur-
sos necesarios para llevarlas a cabo y se marcaron los objetivos que con ellas se pretendian
alcanzar. Las dos primeras tareas (figuras 1 y 2) que se presentaron y cuyos resultados se
tratan en la presente comunicacion fueron las siguientes:

Actividad 1.1. Razone la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

«Todo segmento real de longitud finita aceptard una descomposicién corpusculary.

Figura 1. Enunciado de la actividad 1.

Actividad 1.2. Descompén corpuscularmente los 3 lados de los tridngulos de las figuras 2a y
2b. ;{En qué caso la descomposicién de los catetos vale para la hipotenusa? ;Por qué? ;Existen
segmentos inmedibles?
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(a) Triangulo rectangulo de catetos 3 y 4. (b) Triangulo rectangulo de catetos unidad.

Figura 2. Enunciado de la actividad 2.

Los objetivos de estas tareas fueron:
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+ Tomar conciencia de que el calculo de areas y volumenes no nace con la integral de
Riemann.

+ Analizar, mediante problemas clasicos, las diferentes percepciones sobre la divisibili-
dad del espacio y del tiempo (analogias con las particiones del intervalo).

+ Acercarse, de una manera informal, a la idea de convergencia, aspecto clave en la defi-
nicién del concepto de integral.

+ Potenciar en los estudiantes el pensamiento infinitesimal, el cual sera clave para enten-
der plenamente como se construyo y, por lo tanto, para darle mayor sentido al concepto
de integral.
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+ Experimentacion: Etapa correspondiente a la formacion de los futuros docentes y a la re-
cogida de datos. Las dos primeras tareas, junto con otras tres relacionadas con el método
de exhauscion, se realizaron a lo largo de una sesiéon de dos horas el dia 17 de enero de
2022 con once estudiantes del Master Universitario en Profesor de Educacién Secundaria
Obligatoria y Bachillerato, Formacién Profesional y Ensefianza de Idiomas en la especia-
lidad de matematicas. Inicialmente se realizd una presentacion de las ideas de la escuela
pitagodrica en gran grupo donde se les indicé que para los componentes de esa escuela
todo estaba formado por niimeros y que en sus procesos de medicion utilizaban una es-
tructura corpuscular, es decir, cada segmento se dividia en un niimero finito y entero de
corpusculos. Posteriormente, los estudiantes formaron 4 grupos para discutir las tareas:
1 grupo de 4 personas, 1 grupo de 3 personas y 2 grupos de 2 personas. La recogida de
los datos se realizo por medio de grabaciones de audio y video de la presentacion en gran
grupo (para lo que se solicito previamente su autorizacion) y de la discusién en pequefios
grupos en relacion con las tareas. También se recogieron las producciones escritas de los
estudiantes.

« Andlisis a posteriori: Ultima fase de la de la investigacion donde se analizaron los datos
obtenidos confrontandolos con los objetivos establecidos en el andlisis a priori. Las inter-
venciones orales de los estudiantes fueron codificadas asignando a cada actividad una A
seguida un nimero, una G junto con el nimero del grupo del que formaba parte y una L
junto con un numero final correspondiente a la linea en la que aparece dicha intervencién.
Este analisis se presenta en la seccion de resultados.

RESULTADOS

Dada la extension limitada de este documento, para organizar los resultados no diferenciaremos los
resultados por grupos, sino que los expondremos al confrontar las respuestas de los diferentes grupos
con los objetivos marcados a priori.

Tal como estaban disefiadas las actividades, los alumnos debian razonar, primeramente, si todo seg-
mento real de longitud finita aceptaria una descomposicién corpuscular y seguidamente, tratar de
descomponer corpuscularmente dos tridngulos, uno de catetos 3 y 4 e hipotenusa 5 y otro de catetos
unitarios y, por tanto, hipotenusa raiz de 2.

Inicialmente, los estudiantes asumieron que el radio del corpusculo podia ser irracional y, por lo tanto,
cualquier segmento, al ser de longitud finita, siempre aceptaria una descomposicion corpuscular finita.

Si tienes un segmento finito, siempre vas a poder meter bolitas y que lo completen. (A1G2L14)

Si el segmento es de longitud m también puedes dividirlo cogiendo la unidad adecuada. Un segmento
de longitud m es un segmento de longitud 7 y siempre lo puedes dividir en un medio cogiendo la
unidad adecuada. (A1GI1L5)

Pues yo creo que es verdadero también. Porque dice aqui que cada segmento, cada area y por exten-
sion cada figura n-dimensional se podria construir con un numero finito y entero de atomos. Enton-
ces un segmento real también. (A1G4L4)

Al aceptar plenamente que pueden construir corptsculos de radio irracional, no aparece la problemad-
tica de una posible descomposicién infinita, ni tampoco aparece el concepto de desarrollo continuo
(figura 3). Para ellos todo segmento finito, sea de la longitud que sea (racional o irracional) se va a po-
der descomponer con un numero finito de corpusculos, de radio adecuado. Incluso se llega a plantear
la hipédtesis de hacer un tnico corpusculo de didmetro, el propio segmento.
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Figura 3. Produccién escrita del grupol.

Los estudiantes parece que tienen claro que todo segmento real de longitud finita acepta una descom-
posicién corpuscular y que, por lo tanto, siempre sera medible como suma de corptisculos. Bajo esta
vision afrontan la segunda actividad, en la cual deberan descomponer la diagonal de un triangulo
rectangulo con la misma estructura corpuscular que han utilizado en sus catetos. El primer tridangulo,
tiene todas sus longitudes racionales, por lo que no les conduce a contradicciones.

Por tanto, aplicando Pitagoras, la diagonal vale 5 y se puede descomponer en 5 unidades. (A2G2L31)
Claro, esto quiere decir que mide 5 corpusculos de didmetro 1. (A2G2L32)

Si, mira aqui (figura 2a) lo puedes descomponer en bolas de diametro 1, porque este lado es 3, este es
4 y la hipotenusa es 5. Efectivamente, puedes hacer bolas de diametro 1. (A2G3L38)

Los alumnos descomponen los segmentos con un nimero finito de corpusculos percibiendo la longi-
tud como una agregacion de corpusculos. Su vision es clara, cuando tenemos una longitud racional,
el segmento siempre aceptara una descomposicion corpuscular exacta (radio racional) y, por tanto, la
suma de sus corpusculos nos dara su longitud.

Es el segundo de los triangulos donde la longitud de la hipotenusa es un nimero irracional donde
aparecen las primeras contradicciones con su pensamiento finito.

Pero con este (raiz de 2) tienes un nimero infinito de corpusculos. Salvo que el corptsculo mida raiz
de 2. (A2G2L44)

El b) no se puede porque no forma un nimero entero. (A2G4L25)

Raiz de 2 es distinto de x por un nimero entero. (A2G3L13)

Se empieza a abandonar su pensamiento finito en favor pensamiento infinito, en el cual se aceptan
segmentos con una descomposicién infinita de corpusculos.

Pero tienes que contar infinitas veces para llegar al resultado. (A2G2L64)

No llegas al resultado exacto, siempre tienes que perder informacion. (A2G2L65)

Esto supone que se ha despertado la mirada critica acerca de los procedimientos de medicién pitagd-
ricos. Se ha comprendido que si el segmento tiene longitud irracional, con un planteamiento pitago-
rico, solo vamos a poder aproximar su longitud, nunca alcanzaremos su exactitud, ya que el nimero
irracional no se puede construir como razén de nimeros enteros. Se plantean una posible descompo-
sicion infinitamente pequefia de un segmento.

Yo creo que este (hipotenusa del tridngulo unitario) seria inmedible porque no se puede construir con
un numero entero y finito de atomos. (A2G4L1)
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Bueno a no ser que el corptsculo que sea lo suficientemente pequefio.(A2G4L16)

Esto conduce a la necesidad de plantearse nuevos métodos de medicion, los cuales puedan abordar la
problematica irracional y en consecuencia se cuestiona claramente los procesos de medicién pitagori-
cos. Existiran segmentos que no se podran medir de manera exacta y, por tanto, existiran segmentos
que bajo la perspectiva pitagorica seran inmedibles.
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Figura 4. Producciéon escrita del grupo 2.

Es cuando se enfrentan a longitudes irracionales cuando se evidencia el abandono de un pensamiento
finito para empezar a abrazar un pensamiento infinito, en el cual se aceptan segmentos con una des-
composicion infinita de corpusculos (figura 4).

Pero con este (raiz de 2) tienes un numero infinito de corptsculos. (A2G2L44)

No existe un entero (n° de corpusculos) que sea eso (raiz de 2). (A2G3L19)

Se evidencia un pensamiento infinitesimal en términos de particiones o descomposiciones infinita-
mente pequefas. Se argumenta que raiz de 2 puede aceptar un nimero infinito de corpusculos y, por
lo tanto, se entrevé una vision en términos de particiones infinitas de un intervalo. Aparece el infinito
en sus razonamientos y, como resultado, el concepto de desarrollo continuo, concepto esencial para
entender la integral como agregacion infinitamente pequefia de rectdngulos. Se testimonia un razo-
namiento en términos de descomposicion infinita, pues se ha aceptado que la finitud de un segmento
no implica una finitud en la descomposicion y se advierten procesos infinitos asociados a segmentos
de longitud finita.

CONCLUSIONES

Las actividades diseiadas han permitido alcanzar los objetivos propuestos. Se ha conseguido desper-
tar la mirada critica acerca de los procedimientos de medicion pitagoéricos. Se ha comprendido que,
si el segmento tiene longitud irracional, con un planteamiento pitagérico, solo vamos a poder aproxi-
mar su longitud. Por lo tanto, se ha comprobado la ineficacia de los procesos de medicion pitagéricos
cuando nos enfrentamos a longitudes con desarrollo numéricamente continuo, es decir, a longitudes
irracionales. Se ha evidenciado un pensamiento infinitesimal en términos de particiones o descompo-
siciones infinitamente pequenas. Aparece el infinito en los razonamientos y, no unicamente como un
ente abstracto, sino que se advierten procesos infinitos asociados a un segmento de longitud finita. Se
acepta plenamente el concepto de magnitud con desarrollo continuo. Se testimonia una visiéon cons-
tructivista de la matematica, puesto que los estudiantes experimentan y construyen ideas a través de
desarrollos historicos. Por ultimo, se observa una concepcion de longitud como agregacion de entes,
en este caso corpusculos, la cual, favorecera la comprension completa del concepto de integral.

En respuesta a la pregunta de investigacion planteada, se ha utilizado la historia del calculo integral
como una herramienta para el disefio de tareas que contribuyeran a una comprensiéon mas completa
(Ma, 1999) de los conceptos involucrados, en este caso la division en corpusculos de segmentos finitos.
A través del estudio de los procesos de medicidn pitagdricos se ha fortalecido un pensamiento infini-
tesimal necesario para comprender el calculo integral. Se han trabajado los conceptos de particién in-
finita de un intervalo y de longitud como suma de entes (corpusculos). En definitiva, se ha establecido,
sin emplear ningun tipo de formalismo, las primeras asociaciones entre longitud y su suma infinita.
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