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Resumen

En este trabajo analizamos las respuestas de estudiantes de ingenieria informdtica a dos tareas que
implican el uso de definiciones propias de la teoria de grafos, concretamente, las de numero
cromdtico y darbol. Estas respuestas son categorizadas desde la dptica del modelo de van Hiele con
el fin de dar soporte a una propuesta teorica de extension de este modelo al ambito de la teoria de
grafos. Obtenemos como resultado de nuestra investigacion que las respuestas analizadas cubren
todos los descriptores de las categorias propuestas a nivel teorico para el proceso de uso de
definiciones, y que estas se adecuan a las caracteristicas propias de los niveles de van Hiele.

Palabras clave: feoria de grafos, modelo de van Hiele, procesos de razonamiento, uso de
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Abstract

In this work, we analyze the answers provided by a sample of computer engineering students to two
tasks involving the use of definitions in the context of graph theory, specifically, chromatic number
and tree. These answers have been categorized through the lens of the van Hiele model in order to
give support to a theoretical approach of an extension of this model to the field of graph theory.
Our results show that the answers provided cover all the descriptors of the theoretical categories
for the process of use of definitions, and also that they fit the characteristics of the van Hiele levels.

Keywords: graph theory, van Hiele model, processes of reasoning, use of definitions
INTRODUCCION

La investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje de las matemadticas a nivel universitario es un
area de investigacion emergente y relevante en educacion matematica (Gonzalez-Regana, Martin-
Molina, Toscano, Fernandez-Ledn y Gavilan-Izquierdo, 2021). Algunos autores sefialan la
importancia de la matematica discreta como una rama de la matematica relativamente nueva que
tiene numerosas aplicaciones tanto en matematicas (Heinze, Anderson y Reiss, 2004) como en otras
disciplinas, por ejemplo, ciencias de la computacion (Kasyanov, 2001). Esta importancia de la
matematica discreta hace que los investigadores hayan puesto el foco en la necesidad de desarrollar
marcos tedricos que permitan realizar investigaciones didacticas sobre sus conceptos en el nivel
universitario (Ouvrier-Buffet, Meyer y Modeste, 2018). Dentro del amplio campo de la ensefianza-
aprendizaje de la matematica discreta, nuestra investigacion se centra en el aprendizaje de la teoria
de grafos, tematica sobre la cual existen pocos estudios (Hazzan y Hadar, 2005; Medova,
Pélenikova, Rybansky y Nasticka, 2019).

1 Los autores primero, segundo y cuarto son miembros del Grupo de Investigacion en Educacién Matematica FQM-226
de la Junta de Andalucia y la tercera autora es miembro del grupo Supercomputacion-Algoritmos TIC-146 de la Junta
de Andalucia.
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La investigacion que estamos desarrollando (Gavilan y Gonzélez, 2016; Gonzalez, Gallego-
Sanchez, Gavilan-Izquierdo y Puertas, en prensa; Gonzéalez y Gavilan, 2017) tiene como objetivo
caracterizar niveles de aprendizaje de la teoria de grafos desde la perspectiva del modelo de van
Hiele. Este modelo ha sido tradicionalmente considerado en el ambito de la geometria (Fuys,
Geddes y Tischler, 1988; Jaime y Gutiérrez, 1990; Sarasua, 2013), aunque también se ha extendido
a otras areas de la matemadtica tales como el andlisis (Navarro y Pérez-Carreras, 2006; Nisawa,
2018). En grafos surge de forma natural al considerar la analogia existente entre figuras geométricas
planas y grafos, pues los vértices y las aristas de los grafos pueden recordarnos a los vértices y los
lados de las figuras geométricas. Ademas, las transformaciones que dejan invariantes a las figuras
geométricas, los movimientos rigidos, son un caso particular de las que dejan invariantes a los
grafos, que son aquellas transformaciones continuas que conservan las conexiones entre vértices
(Gonzalez et al., en prensa). Este ultimo trabajo propone una caracterizacion de niveles de van
Hiele en el contexto de la teoria de grafos desarrollada a través de un andlisis tedrico estructurado a
través de cinco procesos de razonamiento: reconocimiento, uso y formulacion de definiciones,
clasificacion y demostracion. Estos procesos, originalmente propuestos por Gutiérrez y Jaime
(1998) en el contexto de la geometria, han sido traducidos a la teoria de grafos para poder vertebrar
dicha propuesta tedrica de niveles de razonamiento.

El objetivo de esta comunicacion es dar soporte empirico a la validez de los descriptores propuestos
por Gonzélez et al. (en prensa) para el proceso concreto de uso de definiciones, para lo cual
categorizamos las respuestas de los estudiantes que han participado en el estudio segln los cuatro
niveles propuestos por los autores. Se trata, por lo tanto, de comprobar que estas respuestas se
adaptan a las categorias esperadas y que sus caracteristicas responden a las particularidades de los
niveles de van Hiele.

MARCO TEORICO

Presentamos primeramente algunas nociones basicas de la teoria de grafos (Biggs, 2003) que vamos
a utilizar en el desarrollo del presente trabajo. Un grafo es un conjunto de elementos relacionados
entre si mediante una relacion binaria. Formalmente, se define un grafo G como un par (V, E)
donde V' es un conjunto cualquiera (Ilamado conjunto de vértices) y E (conjunto de aristas) es un
conjunto de pares no ordenados de elementos de V. Dos vértices que forman una arista se dice que
estan conectados por dicha arista o bien que son adyacentes y se define el grado de un vértice como
el nimero de vértices adyacentes a €l. Por otra parte, se dice que un grafo G’ es subgrafo de otro
grafo G si los vértices y aristas de G’ estdn contenidos en los vértices y aristas de G,
respectivamente.

Un grafo se dice conexo si cualquier par de vértices puede unirse mediante una secuencia de
vértices adyacentes. Esta propiedad permite definir las siguientes familias de grafos: un camino es
un grafo conexo que tiene dos vértices de grado uno y el resto de grado dos; un ciclo es un grafo
conexo con todos sus vértices de grado dos; un drbol es un grafo conexo que no contiene ninglin
ciclo como subgrafo. Finalmente, una coloracion con k colores de los vértices de un grafo G es una
asignacion de un elemento de {1, 2, ..., k} (que llamamos conjunto de colores) a cada vértice de G,
de modo que dos vértices adyacentes no tengan el mismo color; el minimo £ tal que esto es posible
se denomina numero cromatico de G.

El referente tedrico de este trabajo es el modelo de van Hiele, cuyas caracteristicas generales han
sido estudiadas en numerosos trabajos (Burger y Shaughnessy, 1986; Gutiérrez y Jaime, 1988;
Gutiérrez, Jaime y Fortuny, 1991; Mayberry, 1983). Especificamente, consideramos la
particularizacion de este modelo al 4ambito de la teoria de grafos propuesta por Gonzalez et al. (en
prensa) en la que se plantean cuatro niveles de razonamiento. Si bien en dicho trabajo se analizan en
términos de la evolucion de cada uno de los cinco procesos de razonamiento mencionados
anteriormente, podemos describirlos en términos generales empezando por un primer nivel de
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caracter puramente visual, en el cual se percibe el grafo como un todo, pudiendo los estudiantes
realizar clasificaciones exclusivas de familias de grafos, de manera que identifican, por ejemplo, los
arboles y los caminos como familias disjuntas. En este nivel se manejan algunas propiedades
globales (es decir, asociadas al grafo en su totalidad, como por ejemplo la conectividad) y se usa un
lenguaje no matematico. En el segundo nivel, de caricter analitico, se manejan propiedades
globales y locales (es decir, asociadas a subgrafos del grafo, como por ejemplo el grado) de forma
aislada, pues las reglas logicas que se pueden usar a este nivel son muy basicas (e.g., conjuncion,
disyuncion o negacion), y no permiten relacionarlas entre si mediante deducciones logicas. Las
clasificaciones que pueden realizarse en este nivel, aunque en base a propiedades de los grafos, atin
son de tipo exclusivo. El tercer nivel, de caracter preformal, supone una mejora en las habilidades
logicas suficiente para comprender y reconocer relaciones entre propiedades y para hacer
razonamientos informales y clasificaciones inclusivas de familias de grafos, admitiendo ahora que
los caminos estan incluidos en la familia de los arboles. Finalmente, en el cuarto nivel, de caracter
formal, los grafos pueden ser tratados como objetos matematicos abstractos, pudiéndose construir
razonamientos formales sobre los mismos. Estos cuatro niveles verifican las caracteristicas
generales del modelo de van Hiele, entre las que destacan la jerarquizacion y la secuencialidad.

Especificamente, con respecto al proceso de uso de definiciones, en dicha propuesta se plantea el
nivel 1 como un nivel inicial en el que los estudiantes pueden utilizar definiciones que no requieren
conocimientos ni habilidades en teoria de grafos, salvo la mera distincion visual de las partes mas
elementales del grafo: vértices y aristas. En el nivel 2, pueden usar definiciones con estructura
logica simple (e.g., que incluyan los conectores logicos “y” u “0”) siempre y cuando estén basadas
en propiedades de los grafos que ya conocen. En el nivel 3 pueden utilizar cualquier definicion,
incluyendo a aquellas que implican un uso de relaciones 16gicas mas complejas (e.g., cuantificador
existencial, cuantificador universal, minimo, maximo, etc.), ya que poseen un mayor dominio de los
razonamientos deductivos. Finalmente, en el nivel 4, los estudiantes adquieren una comprension de
la estructura logica de las matematicas que les permite aceptar que distintos términos en teoria de
grafos puedan tener definiciones equivalentes.

METODOLOGIA

Participaron en el estudio 39 estudiantes (que numeramos del 1 al 39) de un grupo de la asignatura
de primer curso “Logica y Matematica Discreta”, impartida en el primer semestre. En este grupo
habia alumnos de distintos grados en ingenieria informatica de la Universidad Politécnica de
Madrid. Durante la Ultima clase del semestre, los estudiantes respondieron a un cuestionario
(instrumento de recogida de datos de nuestro estudio) cuyos resultados serian considerados para la
evaluacion de la asignatura y como datos para esta investigacion, dando expresamente su
consentimiento para este Ultimo fin. Este cuestionario, cuyas tareas podian realizarse con los
conocimientos adquiridos en la asignatura, fue respondido de forma escrita e individual por cada
uno de los participantes.

El cuestionario impartido contenia cinco items de respuesta abierta disefiados con el objeto de
evaluar los procesos de uso y formulacion de definiciones en teoria de grafos desde la perspectiva
del modelo de van Hiele. Para ello, hemos seguido el planteamiento de Gutiérrez y Jaime (1998) a
la hora de disefiar items para tal fin. En efecto, hemos considerado por una parte que los estudiantes
tengan la oportunidad de explicitar sus razonamientos en las respuestas, y por otra que todos los
niveles sean evaluados al menos por un item.

La metodologia empleada en esta investigacion es de corte cualitativo-interpretativo, de manera que
analizamos las respuestas de los estudiantes asignando un nivel en funcion de las categorias que
hemos mencionado en el marco tedrico. Para ello, cada investigador analiz6 las respuestas en
primer lugar de manera individual, para posteriormente realizar una puesta en comln en la que se
discutieron los casos discrepantes y llegar asi a un consenso.

329



Gonzalez, A., Gallego-Sanchez, 1., Puertas, M. L., Gavilan-Izquierdo, J. M.

En esta comunicacion presentamos los resultados correspondientes a dos de los items del
cuestionario correspondientes al proceso de uso de definiciones:

ftem 1. Colorear los vértices de un grafo consiste en asignar un color a cada uno de ellos de
manera que dos vértices unidos por una arista no tengan el mismo color. Colorea el siguiente grafo
(Figura 1) usando solo 3 colores. [Nota: si no tienes lapices de colores puedes usar numeros para
asignar a cada vértice: rojo = 1, azul = 2, verde = 3.]

Figura 1. Grafo correspondiente al item 1.

El numero cromatico de un grafo es el minimo numero de colores necesarios para colorearlo.
¢ Cudl es el numero cromatico del grafo dibujado justo arriba? ;jPor qué?

ftem 2. Dadas las siguientes definiciones: drbol (grafo conexo y sin ciclos), arbusto (grafo tal que
dos vértices cualesquiera estan conectados por un unico camino), seto (grafo conexo con n vértices
v n-1 aristas). Dibuja un ejemplo para cada una de ellas. ;Qué relacion(es) existen entre las tres
definiciones?

Las definiciones que incluyen estos items son de distinta complejidad. Concretamente, la definicion
de coloracion del primer item no requiere de conocimientos sobre grafos para usarla correctamente
(mas alld de distinguir visualmente vértices y aristas), con lo cual esta parte de este item puede ser
respondida correctamente por estudiantes de nivel 1. Sin embargo, la definicion de numero
cromatico es una definicidon més compleja, pues aparece la palabra “minimo”. Entonces, para
responder de forma correcta a esta segunda parte hay que justificar, por un lado, que se puede
colorear el grafo con 3 colores, pues asi ha podido hacerse en el apartado anterior, y por otro, que
no se puede colorear con menos. Para esto tltimo, es necesario razonar que, como el grafo contiene
ciclos de orden 3, cuyo nlimero cromatico es 3, el grafo dado debe tener un nimero cromatico igual
o superior. Asi, las respuestas de nivel 2 se remiten a un uso aislado de propiedades, sin muestra
alguna de relaciones entre las mismas, mientras que las de nivel 3 contienen al menos parte de los
argumentos que hemos mencionado, mostrando un manejo de la logica propio de este nivel. Por
tanto, las respuestas al primer item permiten evaluar los niveles 1, 2 y 3 en el uso de definiciones.
(Notar que este item no evalua el nivel 4, pues en €l no aparecen definiciones equivalentes, cuya
aceptacion permite reconocer razonamientos de este nivel).

En el segundo item aparecen tres definiciones equivalentes de arbol, dos de ellas etiquetadas con
nombres arbitrarios escogidos por los investigadores (arbusto y seto), de manera que los estudiantes
no sepan de entrada que estas caracterizan a la misma familia. Las definiciones de arbol y seto
tienen estructura logica simple, pues contienen propiedades de grafos unidas por la conjuncion
logica “y”, por lo que se espera que los estudiantes de nivel 2 sean capaces de hallar ejemplos de
estos. En contraste, la definicion de arbusto es mas compleja, pues contiene un cuantificador
universal y un cuantificador de existencia unica, por lo que se espera que suponga una dificultad
para los estudiantes de nivel 2 pero no para los de nivel 3, que tienen habilidades logicas para
comprender esta definicion. Sin embargo, estas destrezas no son suficientes para responder
correctamente a la Ultima pregunta, sobre la relacion entre las definiciones, lo que nos permitird
saber si los estudiantes detectan la equivalencia entre las mismas, caracteristica de nivel 4. Asi, el
segundo item permite discriminar entre los niveles 2, 3 y 4 en las respuestas. (Notar que este item
no evalia el nivel 1, pues las definiciones empleadas requieren del conocimiento de ciertas
propiedades de los grafos).
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RESULTADOS

En el primer item hemos obtenido respuestas de todos los niveles esperados. Por ejemplo, el
estudiante 30 realiza una coloracion correcta del grafo, pero afirma que “su nimero cromatico es 1
porque puede colorearse con un color”. Asi, el alumno muestra nivel 1 en este item porque es capaz
de realizar una tarea que no requiere de conocimientos sobre teoria de grafos, pero después da una
justificacion que no demuestra ningun tipo de habilidad légica ni uso de propiedades de grafos.
Solo muestra comprension de la tarea concreta de colorear con 3 colores, pero no ha sabido usar esa
definicion para comprender la de nimero cromatico.

El estudiante 27 da una respuesta de nivel 2 a este item, pues realiza correctamente la primera parte
y en la segunda justifica que el nimero cromatico es 3 porque “no puede colorearse con un numero
menor de colores puesto que tiene algunos vértices de grado 4”. Muestra nivel 2 porque es capaz de
usar propiedades matematicas para justificar su respuesta, pues es cierto que el grafo posee vértices
de grado 4, pero no muestra capacidad para relacionarlas entre si. De hecho, el grado maximo de los
vértices de un grafo no sirve para acotar inferiormente el nimero cromatico, sino superiormente.

El estudiante 15, que también colorea correctamente el grafo, en la segunda parte hace alusion
solamente a la necesidad de usar 3 colores: “El nlimero cromatico es 3. El grafo lo puedes dividir en
subgrafos (ciclos) de forma que quedan tridngulos; en un tridngulo el nimero cromatico minimo es
3”. Ubicamos esta respuesta en el nivel 3 porque, aunque el estudiante no alude a la condicion
suficiente (o sea, que puede colorearse con 3 colores como acaba de comprobar) y tiene alguna
imprecision (“numero cromatico minimo”), muestra que la colorabilidad es una caracteristica
hereditaria de los grafos (i.e., el nimero cromdtico de un grafo es mayor o igual que el de
cualquiera de sus subgrafos), lo cual supone una destreza logica caracteristica de este nivel.

En la segunda pregunta, sobre la nocion de arbol, también hemos obtenido respuestas de todos los
niveles que esperabamos. Un ejemplo de respuesta de nivel 2 fue dada por el estudiante 23, que solo
da ejemplos correctos de arbol y seto pero no de arbusto. Ademas, proporciona una justificacion
muy elemental para relacionar las definiciones, pues dice que “arboles y setos no tienen ciclos. Los
tres son conexos”. Asi, alude a propiedades que aparecen textualmente en las definiciones, salvo en
el caso de la conectividad de los arbustos, que es inmediata de ver aunque en ella no aparezca
explicitamente el término “conexo”.

Una respuesta de nivel 3 es dada por el estudiante 13 (ver Figura 2), que realiza correctamente los
tres ejemplos, mostrando asi comprension de las tres definiciones. Ademas, para relacionar estos
tres conceptos, realiza correctamente una inclusion de clases, lo cual supone un uso considerable de
la l6gica que caracteriza a este nivel.

Ejemplo de arbol: ’ Ejemplo de arbusto: Ejemplo de seto:
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Figura 2. Respuesta de nivel 3 para el item 2.

Finalmente, el estudiante 38 (ver Figura 3), proporciona la respuesta que demuestra el mayor grado
de comprension posible para este item, pues ademas de dar tres ejemplos correctos, afirma que “las
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tres definiciones son equivalentes”. Asi, ubicamos este tipo de respuestas en el nivel 4 por mostrar
que acepta que un concepto puede definirse de distintas formas.

Ejemplo de arbol: Ejemplo de arbusto: Ejemplo de seto:
(2

. >

L/ ‘\O/I\o@'
~a_ :

¢Queé relacion(es) existen entre las tres definiciones?
Les Tres son Q7§ Conexes y aclclicos

.§rLs./ A (arlws{o 2 seto (e Pq’-llm leates)

Figura 3. Respuesta de nivel 4 para el item 2.

Los resultados obtenidos en cada item aparecen reflejados en la Tabla 1. Notamos ademas que el
77% de los alumnos obtuvieron en ambos items o bien el mismo nivel (46%) o bien una diferencia
de un solo nivel (31%).

Tabla 1. Resultados obtenidos en cada item.

Numero de estudiantes (Porcentaje)

ftem 1 ftem 2
Sin clasificar 1 3%) 4 (10%)
Nivel 1 4 (10%) .
Nivel 2 22 (56%) 19 (49%)
Nivel 3 12 (31%) 12 (31%)
Nivel 4 4 (10%)

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Las categorias de respuestas obtenidas en este trabajo atienden a la jerarquizacion y secuencialidad
que caracteriza a los niveles, pues reflejan que el nivel n supone una sofisticacion en el
razonamiento matematico del nivel n-1, ademas de que un estudiante no puede tener nivel n sin la
capacidad de razonamiento del nivel n-1 (Jaime y Gutiérrez, 1990). En efecto, en ambos items, las
categorias de respuestas de cada nivel han sido construidas afiadiendo nuevos descriptores de
habilidades a los de la categoria correspondiente al nivel anterior. Ademas, las categorias han sido
definidas no solo a partir de las habilidades que muestran los alumnos, sino también a la vista de sus
dificultades, tal y como se caracterizan los niveles van Hiele (Gutiérrez y Jaime, 1998). Por tanto,
estos hechos suponen un factor de validacion del instrumento que hemos disefiado.

Por otra parte, hemos podido comprobar que todas las categorias de respuestas esperadas para
ambos items han tenido soporte empirico, pues hemos hallado distintos ejemplos por cada categoria
entre las respuestas de los estudiantes. Efectivamente, el analisis del item 1 ha revelado respuestas
de nivel 1, en los casos donde solo se manejan definiciones que no demandan mas que la mera
distincion visual entre vértices y aristas, pero sin manifestar comprension de propiedades
matematicas de los grafos. Igualmente, hemos registrado respuestas de nivel 2 mediante ambos
items, en los casos en los que los estudiantes muestran comprension de definiciones formuladas a
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partir de conectores logicos elementales, como la conjuncion y la disyuncion, pero sin ser capaces
de establecer relaciones entre las mismas. También, ambos items han dado lugar a respuestas de
nivel 3, en las que hemos encontrado estudiantes capaces de manejar definiciones mas complejas,
que requieren de la comprension de expresiones logicas menos elementales, como por ejemplo el
cuantificador existencial unico. Finalmente, el item 2 ha mostrado a una minoria de estudiantes
capaces de aceptar que una misma nocién puede tener definiciones equivalentes. Estos hechos
permiten dar una primera validacion a los descriptores propuestos por Gonzalez et al. (en prensa)
para el proceso de uso de definiciones en teoria de grafos, cumpliendo con el objetivo que
planteamos en esta comunicacion. Mas aun, hemos obtenido descriptores de los niveles para los
contenidos especificos de cada item (i.e., nimero cromatico y arbol), lo cual nos permite refinar la
propuesta general, como ya se ha realizado con contenidos especificos de geometria (Burger y
Shaughnessy, 1986; Fuys et al., 1988; Jaime y Gutiérrez, 1990).

Respecto a la proximidad observada en los niveles de las respuestas de un mismo estudiante a
ambos items, notamos que nuestros resultados muestran discrepancias similares a las que han sido
observadas en otros trabajos. Por ejemplo, estudios cldsicos sobre este modelo en el ambito de la
geometria (Gutiérrez y Jaime, 1988; Mayberry, 1983) revelan discrepancias entre los niveles de
respuesta segun el concepto por el que se le pregunte al estudiante. Aunque esto podria parecer una
contradiccion con los planteamientos del modelo de van Hiele, Gutiérrez y Jaime (1988) sefialan
que ello podria deberse a que los estudiantes, especialmente de niveles 1, 2 y 3, tienen una vision
local fragmentada de las matematicas que inhibe su transferencia de conocimientos y habilidades de
razonamiento de un area de la matematica a otra.

Por tanto, al haber cubierto todos los descriptores esperados y no haber encontrado ninguna
disonancia con el modelo tedrico (Gonzalez et al., en prensa), no seria necesario por el momento la
modificacion de los descriptores propuestos inicialmente. Para ello, es preciso destacar limitaciones
de este trabajo, como por ejemplo la graduacion de las categorias empleadas para analizar las
respuestas de los estudiantes. Aunque nos han permitido alcanzar nuestro objetivo, hemos detectado
distintas respuestas a una tarea que muestran un mismo nivel pero distinta calidad en los
razonamientos. Esta limitacion podria superarse considerando una metodologia que incluyera otros
parametros ademas de los niveles de van Hiele, como por ejemplo el método de célculo de los
grados de adquisicion (Gutiérrez et al., 1991), que considera aspectos como la correccion y la
completitud de las respuestas. Dicho método, que ha sido empleado en distintas investigaciones,
como por ejemplo la de Sarasua (2013), proporciona una ponderacion del porcentaje de adquisicion
de cada uno de los niveles que posee el estudiante. Asi, el uso de esta metodologia serviria también
para analizar el resto de los items del cuestionario, superando asi otra de las limitaciones de este
trabajo, como son el numero de tareas analizadas y la restriccion a un Unico proceso. Ello nos
permitiria obtener perfiles de razonamiento de los estudiantes en el uso y formulacion de
definiciones y, ademas, profundizar en las discrepancias de los niveles obtenidos en cada respuesta
mediante alguna medida de consenso, como la que propone Mayberry (1983) para analizar la
dispersion de la asignacion de niveles de razonamiento seglin el contenido matematico involucrado.
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