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Resumen

El objetivo es analizar el proceso de modelizacion matemdtica para resolver un problema, utilizando
el modelo de analisis de la actividad matematica propuesto por el Enfoque Onto-Semiotico (EOS), y
asi complementar el realizado por un modelo especifico de andlisis del proceso de modelizacion.
Para ello, primero se reproduce un problema y el proceso de modelizacion que permite darle una
respuesta, segun el ciclo propuesto desde la perspectiva cognitiva. Luego, se analiza el mismo
problema utilizando el modelo propuesto por el EOS para analizar la complejidad de la actividad
que subyace a las diferentes fases del ciclo desde la perspectiva cognitiva. Por ultimo, se concluye
que, el andlisis apoyado en las herramientas que provee el EOS, precisa, desvela elementos
implicitos, diferencia e ilustra con detalles la estructura y funcionamiento de las fases del ciclo de
modelizacion matematica desde la perspectiva cognitiva.

Palabras clave: andlisis de la actividad matemdtica, enfoque Onto-Semiodtico, modelizacion
matemdatica

Abstract

The aim of this work is to analyse the mathematical modelling process to solve a problem, using the
mathematical activity analysis model proposed by the Onto-Semiotic Approach (OSA), and thus
complement the one carried out by a specific analysis model of the modelling process. To do this,
firstly a problem and the modelling process that allows to give an answer to it are reproduced,
according to the cycle proposed from the cognitive perspective. Then, the same problem is analysed
using the model proposed by the OSA to analyse the complexity of the activity that underlies the
different phases of the cycle from the cognitive perspective. Finally, it is concluded that the analysis
supported by the tools provided by the OSA specifies, reveals implicit elements, differentiates, and
illustrates in detail the structure and operation of the phases of the mathematical modelling cycle
from the cognitive perspective.

Keywords: analysis of mathematical activity, mathematical modelling, Onto-Semiotic approach
INTRODUCCION

Una de las cuestiones que mas ha interesado a la investigacion en el area de la Educacion Matematica
es la de generar modelos de andlisis de la actividad matematica. Los investigadores que se han
interesado por esta cuestion se pueden dividir en dos grandes grupos: los que han propuesto modelos
generales para el andlisis de la actividad matematica, y los que han optado por considerar un tipo
especifico de actividad matemadtica, como la resoluciéon de problemas (Liljedahl y Santos-Trigo,
2019), o la modelizacion. A su vez, cada uno de estos grupos también se pueden subdividir en otros,
de acuerdo con los constructos teoricos que empleen: en el caso de la actividad matematica general,
se tienen los modelos de la Teoria de Situaciones Didacticas (Brousseau, 2002), de la Antropoldgica

1 Estudio realizado en el marco del Proyecto ANID/PFCHA nro. 72200458 (Chile), y del proyecto de investigacion en
formacién de profesorado PGC2018-098603-B-100 (MCIU/AEI/FEDER, UE).
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de lo Didactico (Chevallard, 1992), del Espacio de Trabajo Matematico (Kuzniak, 2011), entre otros;
y para el caso de la actividad matematica especifica de la modelizacion, se han reportado estudios
sobre las diferentes maneras en que se han estructurado los ciclos (véase Borromeo Ferri, 2006) y las
perspectivas sobre este proceso (véase Abassian, Safi, Bush y Bostic, 2020).

Dada esta variedad de miradas sobre el analisis de la actividad matematica, resulta relevante
preguntarse ;/qué puede aportar una mirada desde un modelo general de andlisis de la actividad
matematica al analisis de una actividad matematica especifica como la modelizacion? Para
responderla, se ha seleccionado un modelo especifico de andlisis de la actividad matematica de la
modelizacion, y un modelo general de analisis de la actividad matematica, los que se han utilizado
para analizar el mismo proceso de modelizacion matematica. Méas en concreto, se utilizan las
herramientas del Enfoque Onto-Semidtico (Godino, Batanero y Font, 2007, 2019) para analizar la
complejidad de la actividad matematica que subyace a la generaciéon de un modelo y, en términos
generales, al proceso de modelizacidn matematica, considerando para este ultimo el ciclo propuesto
por Borromeo Ferri (2007a) desde la perspectiva cognitiva. La eleccion de ambos referentes tedricos
se justifica en la experticia de los autores en su uso, ya que dos investigadores tienen experiencia en
el uso del ciclo de modelizacion mencionado (el primer y tercer autor), y dos la tienen de manera
sustancial en la utilizacion del Enfoque Onto-Semidtico (el segundo y tercer autor).

Dado que hay un consenso sobre la necesaria inclusion de la modelizacion en los curriculos
educativos (Blum, 2011; Kaiser, 2014), se considera que la mirada desde un marco teorico general es
relevante para una mejor comprension de la actividad matematica movilizada durante este proceso.

La estructura de esta comunicacion es la siguiente: después de esta introduccion, se presentan
brevemente los dos referentes tedricos mencionados anteriormente y, a continuacion, se explica en la
metodologia que primero se reproduce un problema del mundo real y el proceso de modelizacion que
permite darle una respuesta, segin el ciclo propuesto desde la perspectiva cognitiva, para luego hacer
el analisis de este mismo problema utilizando el modelo propuesto por el Enfoque Onto-Semiotico
para analizar la complejidad de la actividad que subyace a la generacion de un modelo y del proceso
de modelizacion en general. Por tltimo, se comparan los dos andlisis y se presentan las conclusiones.

REFERENTES TEORICOS
En este apartado se describen los referentes tedricos considerados para este estudio.
Ciclo de modelizacion matematica desde una perspectiva cognitiva

El ciclo de modelizacion desde una perspectiva cognitiva —propuesto por Borromeo Ferri (2007a) y
que, a su vez, toma como referente el desarrollado por Blum y Lei3 (2007a)— explica el proceso que
permite una transicion entre una situacion del mundo real y su descripcion en términos matematicos,
como lo muestra la Figura 1. Este ciclo se eligio, entre otras razones, por el alto impacto que tiene en
estos momentos en la comunidad interesada en la investigacion sobre modelizacion en el ambito
educativo.
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Figura 1. Ciclo de modelizacion matematica desde la perspectiva cognitiva.
Adaptado desde Borromeo Ferri (2018, p. 15)

En términos de lo descrito por Borromeo Ferri (2018), la situacion real es entendida como un
problema tomado desde la realidad, y que se puede representar en forma escrita (enunciado textual),
audiovisual (imagenes, video), o una mezcla de ambos (enunciado con texto e imdgenes). La
representacion mental de la situacion se genera a partir de la comprension de la tarea, de la
reconstruccion mental del problema, y de las asociaciones que haga el individuo con respecto al
problema propuesto. Para obtener un modelo real, se debe simplificar y estructurar la imagen mental
que el individuo se ha formado sobre el problema, pudiendo incluir representaciones externas
(esquemas, figuras, etc.). Como en un problema de modelizacion no siempre se entrega la totalidad
de los datos necesarios para su resolucion, el conocimiento extra-matemadtico del individuo juega un
rol importante al momento de trabajar con la informacioén que se tiene, afiadiendo, de acuerdo a su
experiencia personal, consideraciones adicionales al contexto de la situacion. El modelo matematico
toma en cuenta los objetos matematicos que permiten explicar /a situacion real presentada (Abassian
et al., 2020), y sera el producto de la matematizacion (traduccion al lenguaje matematico) del modelo
real y de las aportaciones del conocimiento extra-matematico del individuo. A partir del trabajo
matematico con el modelo matematico, es que se obtienen resultados matemadticos que, después de
ser interpretados en el contexto de la situacion, permitiran obtener resultados reales. Finalmente, la
validacion de los resultados reales, es decir, la comparacion de la triada resultados reales <
representacion mental de la situacion < modelo real, debe conducir a una respuesta adecuada al
problema.

Enfoque Onto-Semidtico

En el Enfoque Onto-Semidtico (EOS) se considera que la actividad matematica tiene como finalidad
la resolucién de problemas. Como resultado de un proceso de problematizacion, el sujeto, o la
institucion, asume la tarea de resolver un problema (propuesto por otro o creado por ¢l mismo),
realizando practicas matematicas para ello. Para la realizacion de estas practicas matematicas y para
la interpretacion de sus resultados como satisfactorios se necesita, ademas del problema (por ejemplo,
un problema cuya resolucion implique plantear y resolver un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas), poner en funcionamiento otros objetos matematicos. En efecto, en la resolucion es
necesario el uso de lenguajes (verbales, simbdlicos, etc.), los cuales son la parte ostensiva de una
serie de definiciones, proposiciones y procedimientos que intervienen en la elaboracion de los
argumentos que permiten resolver el problema. En consecuencia, cuando un sujeto realiza y evalta
una secuencia de practicas matematicas, activa un conglomerado formado por situaciones-problemas,
lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos, articulados en lo que, en
términos del EOS, se llama una configuracion de objetos primarios (Font, Godino y Gallardo, 2013).
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En el EOS, la nocion de juego de lenguaje ocupa un lugar importante, al considerarla, junto con la
nocion de institucion, como los elementos contextuales que relativizan las maneras de estar y de
existir de los objetos matematicos. Los objetos matematicos que intervienen en las practicas
matematicas y los emergentes de las mismas, seglin el juego de lenguaje en que participan, pueden
ser consideradas desde las siguientes maneras de ‘estar participando’, las cuales se agrupan en facetas
o dimensiones duales: personal-institucional, extensivo-intensivo, unitario-sistémico, ostensivo-no
ostensivo y expresion-contenido (véase en Font et al., 2013).

La resolucion de problemas se realiza mediante la articulacion de secuencias de practicas. Tales
secuencias de practicas tienen lugar en el tiempo y se suelen considerar, en muchos casos, como
procesos. En particular, el uso y/o la emergencia de los objetos primarios de la configuracion
(problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos) tiene lugar mediante los
respectivos procesos matematicos de comunicacion, problematizacion, definicién, enunciacion,
elaboracion de procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion, ...) y argumentacion. Por otra parte,
las dualidades (o maneras de estar participando los objetos primarios en la actividad matematica) dan
lugar a los siguientes procesos: institucionalizacion — personalizacidon; generalizacion —
particularizacion; andlisis/descomposicion — sintesis/reificacion; materializacion/concrecion —
idealizacidn/abstraccion; expresion/representacion — significacion.

Esta lista de procesos derivada de la tipologia de objetos primarios y facetas duales usadas como
herramientas de andlisis de la actividad matematicas en el EOS, si bien contempla algunos de los
procesos que se consideran importantes en la actividad matematica, no pretende incluir en ella a todos
los procesos implicados en la actividad matematica, entre otros motivos porque algunos de los mas
importantes (por ejemplo, el proceso de resolucion de problemas o el de modelizacidn) mas que
procesos son hiper o mega procesos (Godino et al., 2019), puesto que implican procesos mas
elementales: representacion, argumentacion, idealizacion, generalizacion, etc.

En el EOS (Godino, Font, Wilhelmi y de Castro, 2009) se considera que, tanto las practicas
matematicas como el proceso de instruccion, estan regulados, entre otras, por normas epistémicas
(regulan las practicas y contenidos matematicos en correspondencia con el discurso matematico que
es posible desarrollar en una institucion), normas mediacionales (regulan los recursos —temporales o
artefactos— utilizados en las practicas), normas interaccionales (regulan los modos de interaccion
entre las personas involucradas en la practica o proceso instructivo matematico), normas ecoldgicas
(aspectos externos —directrices curriculares, politicas educativas— que condicionan las practicas en el
aula). En este trabajo nos centramos en las normas epistémicas, en particular las meta-matematicas,
que regulan las practicas realizadas en un proceso de modelizacion, las cuales implican un proceso
que se inicia con una situacion real y termina con la validacion de la solucion.

METODOLOGIA

Este estudio, de corte teorico-reflexivo, pretende comparar el analisis de la actividad matematica
desde el lente de los referentes tedricos mencionados. Para ello, se utilizé una metodologia que tiene
un aire de familia con la que se emplea para el networking de teorias (Bikner-Ahsbahs y Prediger,
2010; Godino, Wilhelmi, Blanco, Contreras y Giacomone, 2016). En una primera fase, los autores se
explicaron mutuamente los dos referentes tedricos para tener un buen conocimiento de ambos. Un
segundo paso fue seleccionar una tarea de modelizacion para ser analizada, en este caso, el problema
Balas de paja (Bale of straw), propuesto por Blum y Lei3 (2007b), el cual solicita calcular la altura
de una montafia de balas de paja a través de una imagen, y que ha sido utilizado por Borromeo Ferri
(2018) para ejemplificar su ciclo de modelizacion. Precisamente, el hecho de que sea un ejemplo
paradigmatico para ilustrar este ciclo, fue el principal argumento para su seleccion y analisis en este
estudio.

En la Figura 2 se presenta el problema Balas de paja, y en la Tabla 1 se describe la ejemplificacion
del ciclo de modelizacion desde la perspectiva cognitiva. En la segunda columna se describen los
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procesos mentales y las acciones que realiza el sujeto en las diferentes fases del ciclo (primera
columna) para resolver el problema.

Balas de paja

=5 Hacia el final del verano, se pueden ver

#| montafias de balas de paja en el campo, como
# las de laimagen. Las balas se acomodan de
manera que se ubiquen cinco en la base, cuatro
~ en la siguiente fila, luego tres, dos y, finalmente,
& una bola de paja en la cuspide.

Intenta hallar la altura de la montafa de
o balas de paja.

Figura 2. Problema Balas de paja.
Adaptado desde Borromeo Ferri (2007b, p. 2084)

Tabla 1. Resolucién del problema desde el ciclo de modelizacion.
Adaptado desde Borromeo Ferri (2018)

Fases del ciclo Procesos mentales y acciones para la resolucion del problema
Situacion real Representacion del problema a través de la imagen.
Representacion mental ~ — Pensar en momentos relacionados al verano y a experiencias propias con balas
de la situacion de paja (conocimiento extra-matemdtico).

— Entender que se debe determinar la altura de la montaiia de balas de paja.
Modelo real — Pensar en circulos en vez de balas de paja.

— Dibujar la situacion.

— Simplificar a la mujer como un segmento.

— Suponer que la altura de la mujer es de 1,7 metros*.
Modelo matematico — Modelo matematico 1: adicion multiple de la altura de la mujer.

— Modelo matematico 2: utilizar el teorema de Pitagoras.
Resultados matematicos  El resultado del modelo matematico seria aproximadamente 7 metros.
Resultados reales La altura de la montaiia de balas de paja es de 7 metros.

* Un elemento del conocimiento extra-matemdtico a tener en consideracion es que este problema fue
aplicado originalmente a estudiantes en el contexto aleman, lo que da sentido a la estimacion de la
altura de la mujer en 1,7 m.

En el tercer paso, los autores resolvieron el problema para tener un protocolo detallado de las dos
resoluciones que se documentan en Borromeo Ferri (2018) descritos esquematicamente en la Tabla
1: el procedimiento de estimacion de medidas, y el teorema de Pitdgoras. En el cuarto paso, se analizo
el proceso de modelizacion basado en el procedimiento de estimacion (modelo matematico 1 de la
Tabla 1) utilizando las herramientas del EOS, para lo cual, se desarroll6 una narrativa con base en la
resolucion de los autores, lo que permitio identificar las practicas, los objetos, y las normas meta-
matematicas presentes en la actividad en cuestion. Finalmente, como un quinto paso, se detalld cual
era la aportacion del analisis del paso cuatro al descrito en el paso dos.

ANALISIS DE LA RESOLUCION DESDE LA PERSPECTIVA ONTO-SEMIOTICA

Por cuestiones de espacio, en este apartado se presenta solo el andlisis de la resolucion basada en la
adicion multiple de alturas (modelo matemadtico 1 de la Tabla 1). De la narrativa matematica derivada
de la resolucion del problema (que no se muestra por temas de espacio), se pueden distinguir las
siguientes practicas matematicas (P) y modelos asociados (ver Figura 3): leer la tarea (P1); hacer una
estimacion de la estatura de la mujer (P2); hacer una comparacion visual entre la estatura de la mujer
y la altura de la pila, para asi estimar su didmetro (P3); hacer una representacion iconica de la situacion
(P4); calcular la parte de la altura de las filas pares que no se superpone con la altura de las filas
impares, mediante una comparacion visual (P5); realizar los calculos para obtener la altura total (P6);
valorar si la solucion tiene sentido en el contexto del problema (P7).
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Figura 3. Modelo real (izquierda) y modelo matemdatico (derecha) de la situacion.

En la Tabla 2 se sintetiza el andlisis efectuado con las herramientas del EOS para la resolucion de
este problema, de acuerdo al modelo matematico 1,y codmo se relaciona con el ciclo de modelizacion
matematica.

Tabla 2. Analisis onto-semi6tico de la resolucion del problema Balas de paja con el modelo matematico 1

Préacticas Procesos Objetos
Situacion real (estado)
Situacion real — Representacion mental de la situacion — Modelo real (P1, P2, P3)

P1 — Significacion / — Problema: determinar la altura de la montaiia de balas de paja.
comprension
— Problematizacion

P2 — Subproceso de la — Estimacion (procedimiento)
resolucion de — Media aritmética (definicion implicita)
problemas: diseriar un — Proposicidon matematica: /la estatura media de las mujeres
plan. alemanas es 1,7 m.

P3 — Simplificacién / — Comparacion visual (procedimiento)

idealizacion: convertir a — Cilindro y sus elementos (definiciones implicitas)
la mujer en un segmento — Propiedad mondtona de la medida (u(4) < u(B))

y las balas en cilindros. — Proposicién matemaética: el didmetro de la pila es de 1,5 m.
Modelo real (estado)
P4 — Representacion — Representacion (Figura 3, izquierda)
Modelo real — Modelo matemdtico — Resultados matematicos (P5, P6)
P5 — Representacion — Comparacion visual de longitudes (procedimiento)

— Proposicion matematica: la altura de las filas pares que se
superpone con la altura de las impares es 7 del diametro estimado.
— Propiedad monotona de la medida.
— Representacion (Figura 3, derecha)
P6 — Argumentacién — Propiedad aditiva de la medida (m[A4 U B]) = m[A] + m[B])
— Medida indirecta (procedimiento)
— Proposicion: la altura total es de 6,75 m, aprox. (tesis del
argumento).
— Argumento (razones): dadas por el procedimiento de estimacion,
se tiene que:
a) el diametro de la pila es menor que la altura de la mujer, como la
mujer mide 1,7 m, la pila mide 1,5 m, aproximadamente.
b) la altura de las filas pares que se superponen con las impares, es
aproximadamente % del diametro de la circunferencia.
¢) la altura total es la suma de las alturas de las filas impares mads
la altura de las filas pares.
Resultados matematicos (estado)
— Proposicion matematica: la altura de la montania es de 6,75 m
(solucion).
Resultados matematicos — Resultados reales (P7)

372



Analisis onto-semiotico de la actividad matematica de la modelizacion

P7 — Subproceso de la — Estimacion (procedimiento)
resolucion de — Proposicion de validacion: la altura de la mujer cabe casi cuatro
problemas: examinar la  veces en la altura total de la montana.
solucion. — Proposicion: el resultado obtenido (6,75 metros) es plausible en
— Validacion el mundo real.

— Argumento (razoén): teniendo en cuenta el resultado de la
estimacion (menor a4 - 1,7 = 6,8), va que el resultado obtenido es
muy proximo al de la estimacion.

Resultados reales (estado)
— El resultado de la altura de la montafa es de 6,75 metros, aprox.

Del analisis anterior, también se desprenden una serie de normas epistémicas (meta-matematicas) que
rigen la actividad. Algunas de éstas son: en la P4 se considera necesario minimizar la cantidad de
informacion, sustituyéndola por signos y figuras (principio de simplificacion), y que la representacion
mantenga tanto la estructura de la situacion real (representacidon icoOnica, diagrama) como la
informacién necesaria para resolver la tarea; en la PS5 se asume que el problema puede tener
soluciones aproximadas y no-exactas; en la P7 se requiere que, dado un problema de contexto real,
la solucion obtenida debe tener sentido en el mundo real: por una parte, que los resultados
matemadaticos obtenidos puedan existir en la realidad (por ejemplo, una altura negativa se deberia
descartar en este contexto), y por otra, que los resultados matemdticos obtenidos no sean razonables,
triangulando con otras informaciones del contexto (por ejemplo, una altura de 250 m o de 30 cm).
Una consideracion adicional con respecto a la resolucion de este problema es que, dado mas de un
modelo matematico que dé resultados matemadaticos en el mundo real —como es el caso de la resolucion
original de Borromeo Ferri (2018)— se debe valorar cudl de éstos es el mas adecuado para dar
respuesta al problema, teniendo en cuenta tanto el contexto como los aspectos matematicos.

REFLEXIONES

Se concluye que un analisis minucioso, apoyado en las herramientas que provee el EOS, precisa e
ilustra con detalles la estructura y funcionamiento del ciclo de modelizacion desde la perspectiva
cognitiva, permitiendo desvelar y diferenciar las practicas, los objetos (situacion-problema, lenguaje,
conceptos, proposiciones, procedimientos, y argumentos), las normas, y los procesos que estan
involucrados, tanto en el de construccion de un modelo —durante las fases modelo real — modelo
matemdtico — resultados matematicos— como en el conglomerado que conforma un ciclo de
modelizacion completo.

La importancia de este andlisis es que puede ayudar al disefio de propuestas didacticas para
implementar la modelizacion en el aula. De acuerdo al analisis presentado en la Tabla 2, no se
observan procesos como, por ejemplo, la generalizacion de patrones, lo cual se podria conseguir si se
omite la especificacion de que hay cinco filas, y s6lo se presenta la imagen con las tres filas visibles,
para que el estudiante pueda concluir el patron de formacion de las filas en la montafia. Otro proceso
al que este analisis puede contribuir es al de validacion, presente en la P7, donde el detalle demuestra
que, independiente del resultado para la altura de la montafia (sea de 7, 8 o 9 metros), el proceso en
cuestion seria el mismo, pues so6lo esta determinado por la verificacion del método de resolucion. Al
identificar los objetos primarios que intervienen en la validacion, en especial el procedimiento y el
argumento, muestran que la razonabilidad del resultado no juega un papel determinante en dar
respuesta al problema. Dado el hecho que la problematizacion tiene una estrecha relacion con la
validacion de los resultados, se podria mejorar la riqueza de este Gltimo proceso a través de la
modificacion del contexto de la situacion, por ejemplo, si se cuestionara la altura de la montafia de
balas para guardarlas en un granero de ciertas dimensiones.

El analisis tedrico-reflexivo presentado, sirve como antecedente para un estudio de caracter empirico,
en el que se busca abarcar una mayor amplitud de problemas y resoluciones, para asi analizar en
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mayor profundidad la actividad matematica especifica presente en el ciclo de modelizacion, desde el
lente del EOS.
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