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Resumen

El objetivo es analizar el proceso de modelizacion matemdtica para resolver un problema, utilizando
el modelo de analisis de la actividad matematica propuesto por el Enfoque Onto-Semiotico (EOS), y
asi complementar el realizado por un modelo especifico de andlisis del proceso de modelizacion.
Para ello, primero se reproduce un problema y el proceso de modelizacion que permite darle una
respuesta, segun el ciclo propuesto desde la perspectiva cognitiva. Luego, se analiza el mismo
problema utilizando el modelo propuesto por el EOS para analizar la complejidad de la actividad
que subyace a las diferentes fases del ciclo desde la perspectiva cognitiva. Por ultimo, se concluye
que, el andlisis apoyado en las herramientas que provee el EOS, precisa, desvela elementos
implicitos, diferencia e ilustra con detalles la estructura y funcionamiento de las fases del ciclo de
modelizacion matematica desde la perspectiva cognitiva.

Palabras clave: andlisis de la actividad matemdtica, enfoque Onto-Semiodtico, modelizacion
matemdatica

Abstract

The aim of this work is to analyse the mathematical modelling process to solve a problem, using the
mathematical activity analysis model proposed by the Onto-Semiotic Approach (OSA), and thus
complement the one carried out by a specific analysis model of the modelling process. To do this,
firstly a problem and the modelling process that allows to give an answer to it are reproduced,
according to the cycle proposed from the cognitive perspective. Then, the same problem is analysed
using the model proposed by the OSA to analyse the complexity of the activity that underlies the
different phases of the cycle from the cognitive perspective. Finally, it is concluded that the analysis
supported by the tools provided by the OSA specifies, reveals implicit elements, differentiates, and
illustrates in detail the structure and operation of the phases of the mathematical modelling cycle
from the cognitive perspective.

Keywords: analysis of mathematical activity, mathematical modelling, Onto-Semiotic approach
INTRODUCCION

Una de laguestimes que mis hateresado a la westigaci—n en grea de la Educaa Matemtitica

es la de gemar modelos dergtlisis de & actividad matemitica. @s investiggdoresque se han
interesado por esta cuesti—n se pueden dividir en dos granded gsupgshan propuesto modelos
generales para el antlisis de la actividad matem3itiles que han optado por considerar un tipo
espec’fico de actividad matemitica, como la reselm de problemdkiljedahl y SantosTrigo,

2019) o la modelizaci—A.su vez, cada uno de estos grupos tambiZn se pueden subdividir en otros,
de acuerdo con los constructos te—ricos que empleen: en el caso de la actividad matemztica gene
se tienends modelos de la Teor'a de Situaciones Didtc{iBesusseau, 2002)le la Antropol—gica

1 Estudio realizado en el marco del Proyecto ANID/PFCHA #2200458Chile), y del proyecto de investigaci—n en
formaci—n de profesorado PGC2028603B-100 (MCIU/AEI/FEDER, UE).
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de lo DidtcticqChevallard, 1992)del Espacio de Trabajo Matemit{gazniak, 2011)entre otros;

y para el caso de la actividad matemztica espec’fica de la madelizse han reportado estudios
sobre las diferentes maneras en que se han estructurado los ciclos (vZase Borromeo Ferri, 2006) y
perspectivas sobre este proceso (vZase Abassian, Safi, Bush y Bostic, 2020).

Dada esta variedad de miradas sobre el anfdis la actividad matemitica, resulta relevante
preguntarse AquZ puede aportar una mirada desde un modelo general de antlisis de la activic
matemitica al antlisis de una actividad matemitica espec’fica como la modelizaci—n? Pa
responderla, se ha set@mnado un modelo espec’fico de antlisis de la actividad matemztica de la
modelizaci—n, y un modelo general de antlisis de la actividad matemitica, los que se han utiliza
para analizar el mismprocesode modelizaci—n matemitica. Mfs en concsetatilizan las
herramientas del Enfoque Orff@mi—tico (Godino, Batanero y Font, 2007, 20485 analizar la
complejidad de la actividad matemitica que subyace a la generaci—n de un modelo y, en tZrmin
generales, al proceso de modelizaci—n matentidisgderando para este celtimo el ciclo propuesto
por Borromeo FerriZ0073 desde la perspectiva cognitita elecci—n de ambos referetdesricos

se justifica en la experticia de los autoresemso, ya que dos investigadores tienen experiencia en
el usodel ciclo de modelizaci—n mencionado (el primer y tercer autor), y dos la tienen de maner:
sustancial en la utilizaci—n del Enfoque €8dmi—tico (el segundo y tercer autor)

Dado que hay un consenso sobre la necesaria inclusi—n de la modelizaci—eurénulos
educativos (Blum, 2011; Kaiser, 2014), se considera que la mirada desde un marco te—rico general
relevante para una mejor comprensi—n de la actividad matemztica movilizada sigjarteeso.

La estructura de esta comunicaci—n es la stguidespuZs de esta introducci—n, se presentan
brevemente los dos referentes te—ricos mencionados anteriormente y, a continuaci—n, se explica ¢
metodolog’ajue primero se reproduce un problema del mundo real y el proceso de modelizaci—n qu
permite dae una respuesta, segcen el ciclo propuesto desde la perspectiva cognitiva, para luego hac
el antlisis de este mismo problema utilizando el modelo propuesto por el Enfoqt@e@tetico

para analizar la complejidad de la actividad que subyace a laagererde un modelo y del proceso

de modelizaci—an generalPor celtimo, se comparan los dos antlisis y se presentan las conclusiones

REFERENTES TEORICOS
En este apartado se describen los referentes te—ricos considerados para este estudio.
Ciclo de modelizacion matematica desde una perspectiva cognitiva

El ciclo de modelizaci—n desde una perspectiva cogiitispuesto por Borromeo Ferri (2007a) y
que, a su vez, toma como referente el desarrollado por BLeig\200/a)Dexplica el proceso que
permie una transici—n entre una situaci—n del mundo real y su descripci—n en tZrminos matemti
como lo muestra Iaigura 1 Este ciclose eligis—entre otras razongsor el alto impacto que tiene en
estos momentos en la comunidad interesada en la ira@stig sobre modelizaci—n en el Imbito
educativo
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Figura 1. Ciclo de modelizacion matematica desde la perspectiva cognitiva.
Adaptado desde Borromeo Ferri (2018, p. 15)

En términos de lo descrito por Borromeo Ferri (2018), la situaci—n reads entendida como un
problema tomado desde la realidad, y que se puede representar en forma escrita (enunciado textual),
audiovisual (imagenes, video), o una mezcla de ambos (enunciado con texto e imdgenes). La
representaci—n mental de la situacée—penera a partir de la comprension de la tarea, de la
reconstruccion mental del problema, y de las asociaciones que haga el individuo con respecto al
problema propuesto. Para obtener un modelo realse debe simplificar y estructurar la imagen mental
que el individuo se ha formado sobre el problema, pudiendo incluir representaciones externas
(esquemas, figuras, etc.). Como en un problema de modelizacion no siempre se entrega la totalidad
de los datos necesarios para su resolucion, el conocimiento extranatemitio del individuo juega un
rol importante al momento de trabajar con la informacioén que se tiene, afiadiendo, de acuerdo a su
experiencia personal, consideraciones adicionales al contexto de la situacion. El modelo matemtico
toma en cuenta los objetos matematicos que permiten explicar la Situaci—n regiresentada (Abassian
et al., 2020), y sera el producto de la matematizacion (traduccion al lenguaje matematico) del modelo
real y de las aportaciones del conocimiento extranatemiticodel individuo. A partir del trabajo
matematico con el modelo matemitic@s que se obtienen resultados matemiticagie, después de
ser interpretados en el contexto de la situacion, permitiran obtener resultados realesinalmente, la
validacion de los resultados realeses decir, la comparacion de la triada resultados realed
representaci—n mental de la situadi—modelo real debe conducir a una respuesta adecuada al
problema.

Enfoque Onto-Semi—tico

En el Enfoque Onto-Semidtico (EOS) se considera que la actividad matematica tiene como finalidad
la resolucién de problemas. Como resultado de un proceso de problematizacion, el sujeto, o la
institucion, asume la tarea de resolver un problema (propuesto por otro o creado por ¢l mismo),
realizando practicas matematicas para ello. Para la realizacion de estas practicas matematicas y para
la interpretacion de sus resultados como satisfactorios se necesita, ademas del problema (por ejemplo,
un problema cuya resolucion implique plantear y resolver un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas), poner en funcionamiento otros objetos matematicos. En efecto, en la resolucion es
necesario el uso de lenguajes(verbales, simbolicos, etc.), los cuales son la parte ostensiva de una
serie de definiciones, proposicionesy procedimientosque intervienen en la elaboracion de los
argumentosjue permiten resolver el problema. En consecuencia, cuando un sujeto realiza y evalua
una secuencia de practicas matematicas, activa un conglomerado formado por situaciones-problemas,
lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos, articulados en lo que, en
términos del EOS, se llama una configuraci—n de objetos primar{@snt, Godino y Gallardo, 2013).
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En el EOSla noci—n delego de lenguajecupaun lugar importante, al considerarla, junto con la
noci—n de instituci—n, como los elementos contextuales que relativizan las maneras de estar y
existir de los objetos matemiticos. Los objetos matemiticos que intervienen en las prictica
matemiticas yos emergentes de las mismas, segoen el juego de lenguaje en que participan, pued
ser consideradas desde las siguientes mane@stdeparticipanddlas cuales se agrupan en facetas

o dimensiones duales: persciratitucional, extensivintensivo, uriario-sistZmico, ostensivoo
ostensivo y expresi-eantenido(vZase en Font et al., 2013)

La resoluci—n de problemas se realiza mediante la articulaci—n de secuencias de pricticas. T
secuencias de pricticas tienen lugar en el tiempo y se sueledecansen muchos casos, como
procesos. En particular, el uso y/o la emergencia de los objetos primarios de la configuraci—
(problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos) tiene lugar mediante los
respectivos procesos matemiticos denunicaci—n, problematizaci—n, definici—n, enunciaci—n,
elaboraci—n de procedimientos (algoritmizaci—n, rutinizaci—n, E) y argumentaci—n. Por otra pa
las dualidades (0 maneras de estar participando los objetos primarios en la actividad matemztica) di
lugar a los siguientes procesos: institucionalizacB—personalizaci—n; generalizaci-Bn
particularizaci—n; antlisis/descomposicB-8'ntesis/reificaci—n; materializaci—n/concre@&—n
idealizaci—n/abstracci—n; expresi—n/represeBisigrificaci—n.

Eda lista de procesos derivada de la tipolog’a de objetos primarios y facetas duales usadas con
herramientas de antlisis de la actividad matemiticas en el EOS, si bien contempla algunos de I
procesos que se consideran importantes en la actividad masemdgtpretende incluir en ella a todos

los procesos implicados en la actividad matemitica, entre otros motivos porque algunos de los mj
importantes (por ejemplo, el proceso de resoluci—n de problemas o el de modelizaci—n) mis ¢
procesos soriper o me@ procesos(Godino et al., 2019)puesto que implican procesos mits
elementales: representaci—n, argumentaci—n, idealizaci—n, generalizaci—n, etc.

En el EOS (Godino, Font, Wilhelmi ge Castro, 2009) se considera que, tanto las pricticas
matemziticas como el proceso de instrucci—n, estin regulados, entre otras, por normas epistZmi
(regulan las prtcticas y contenidos matemiticos en correspondencia con el discurso matemitico g
es posibkd desarrollar en una instituci—n), normas mediacionales (regulan los fgeanpasales o
artefacto® utilizados en las pricticas), normas interaccionales (regulan los modos de interacci—
entre las personas involucradas en la prictica o proceso instmetemitico), normas ecol—gicas
(aspectos externd&lirectrices curriculares, pol'ticas educat®gsie condicionan las pricticas en el
aula). En este trabajo nos centramo$asmormas epistZmicas, en particular las fmetlemiticas,

gue regulan lasrgicticas realizadas en un proceso de modelizaci—n, las cuales implican un proces
gue se inicia con una situaci—n real y termina con la validaci—n de la soluci—n.

METODOLOGIA

Este estudio, de corte—ricaeflexivo, pretende comparar el antlisis de lavadad matemitica
desde el lente des referentes te—ricos mencionaBasa ello, satiliz— una metodolog’a que tiene

un aire de familia con la que se empbeaia elnetworking de teor's(Bikner-Ahsbahs y Prediger,
201Q Goding Wilhelmi, Blanco, Contras y Giacomone, 20L&n una primera fase, los autores se
explicaron mutuamente los dos referentes te—ricos para tener un buen conocimiento de ambos.
segundo paso fue seleccionar una tarea de modelizaci—n para ser analizada, ereesteliiasm

Balas depaja (Bale of stravy, propuesto por Blum y Lei§ (2007&), cualsolicita calcular la altura

de una monta—a dmslas depajaa travZs de una imagsnque ha sido utilizado por Borromeo Ferri
(2018) para ejemplificasu ciclo de modelizaci—Rrecisamente, el hecho de que sea un ejemplo
paradigmitico para ilustrasteciclo, fue el principal argumento para su selecci—n y antlisis en este
estudio.

En laFigura 2 se presenta el probleBaas depaja, y en laTabla 1 salescribe la ejemplificae-n
del ciclo de modelizaci—n desde la perspectiva cogrittivia segundacolumna se describdos
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procesos mentales y las acciones que realiza el sujeto en las diferentes fases del ciclo (primera
columna) para resolver el problema.

Balas de paja

=5 Hacia el final del verano, se pueden ver

#| montafias de balas de paja en el campo, como
# las de laimagen. Las balas se acomodan de
manera que se ubiquen cinco en la base, cuatro
~ en la siguiente fila, luego tres, dos y, finalmente,
& una bola de paja en la cuspide.

Intenta hallar la altura de la montafa de
o balas de paja.

Figura 2. Problema Balas de paja.
Adaptado desde Borromeo Ferri (2007b, p. 2084)

Tabla 1. Resolucién del problema desde el ciclo de modelizacion.
Adaptado desde Borromeo Ferri (2018)

Fases del ciclo Procesos mentales y acciones para la resolucion del problema
Situacion real Representacion del problema a través de la imagen.
Representacion mental ~ — Pensar en momentos relacionados al verano y a experiencias propias con balas
de la situacion de paja (conocimiento extra-matemdtico).

— Entender que se debe determinar la altura de la montaiia de balas de paja.
Modelo real — Pensar en circulos en vez de balas de paja.

— Dibujar la situacion.

— Simplificar a la mujer como un segmento.

— Suponer que la altura de la mujer es de 1,7 metros*.
Modelo matematico — Modelo matematico 1: adicion multiple de la altura de la mujer.

— Modelo matematico 2: utilizar el teorema de Pitagoras.
Resultados matematicos  El resultado del modelo matematico seria aproximadamente 7 metros.
Resultados reales La altura de la montaiia de balas de paja es de 7 metros.

* Un elemento del conocimiento extra-matemdtico a tener en consideracion es que este problema fue
aplicado originalmente a estudiantes en el contexto aleman, lo que da sentido a la estimacion de la
altura de la mujer en 1,7 m.

En el tercer paso, los autores resolvieron el problema para tener un protocolo detallado de las dos
resoluciones que se documentan en Borromeo Ferri (2018) descritos esquematicamente en la Tabla
1: el procedimiento de estimacion de medidas, y el teorema de Pitdgoras. En el cuarto paso, se analizo
el proceso de modelizacion basado en el procedimiento de estimacion (modelo matematico 1 de la
Tabla 1) utilizando las herramientas del EOS, para lo cual, se desarroll6 una narrativa con base en la
resolucion de los autores, lo que permitio identificar las practicas, los objetos, y las normas meta-
matematicas presentes en la actividad en cuestion. Finalmente, como un quinto paso, se detalld cual
era la aportacion del analisis del paso cuatro al descrito en el paso dos.

ANGLISIS DE LA RESOLUCIIN DESDELA PERSPECTIVA ONTO -SEMITTICA

Por cuestiones de espacio, en este apartado se presenta solo el andlisis de la resolucion basada en la
adicion multiple de alturas (modelo matemadtico 1 de la Tabla 1). De la narrativa matematica derivada
de la resolucion del problema (que no se muestra por temas de espacio), se pueden distinguir las
siguientes practicas matematicas (P) y modelos asociados (ver Figura 3): leer la tarea (P1); hacer una
estimacion de la estatura de la mujer (P2); hacer una comparacion visual entre la estatura de la mujer
y la altura de la pila, para asi estimar su didmetro (P3); hacer una representacion iconica de la situacion
(P4); calcular la parte de la altura de las filas pares que no se superpone con la altura de las filas
impares, mediante una comparacion visual (P5); realizar los calculos para obtener la altura total (P6);
valorar si la solucion tiene sentido en el contexto del problema (P7).
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Figura 3.Modelo real (izquierda) ymodelo matemético (derecha) de la situaci—n.

En laTabla 2 sesintetizael antlisisefectuadacon las herramientas del EOS para la resoluci—n de
este problma de acuerdo ahodelo matematico 1, y c—mao se relaciona con el ciclo de modelizaci—n
matemitica.

Tabla 2. Antlisis ontsemi—tico de la resoluci—n del probBates de paja con elmodelo matemético 1

Pricticas Procesos Objetos
Situacién real (estado)
Situacién real ! Representacion mental de la situacion! Modelo real (P1, P2, P3)
P1 DSignificaci—n / DProblemadeterminar la altura de la montafia de balas de paja.
comprensi—n
bProblematizaci—n

P2 DSubproceso da DEstimaci—n (procedimiento)
resoluci—n de DPMedia aritmZtica (definici—n impl'cita)
problemasdisefiar un BProposici—n matemziti¢aestatura media de las mujeres
plan. alemanas es 1,7 m.

P3 bSimplificaci—n / Db Comparaci—n visual (procedimiento)

idealizaci—rtonvertira DCilindroy sus elemento&efiniciones impl'citas)

la mujer en un segmento  DPropiedad mon—tona de la medida&)(" u(B))

y las balas en cilindros. BProposici—n matemztiehdidmetro de la pila es de 1,5 m.
Modelo real (estado)

P4 DRepresentaci—n DRepresentaci—Rigura 3, izquierda)
Modelo real ! Modelo matemético! Resultados matematicos (P5, P6)
P5 DRepresentaci—n Db Comparaci—n visual de longitudes (procedimiento)

B Proposici—n matemzti¢aaltura de las filas pares que se
superpone con la altura de las impares es ! del didmetro estimado.
DPropiedad mon—tona de la medida.
DRepresentaci—Rigura 3, derecha)
P6 BArgumentaci—n bPropiedad aditiva de la medida[@ ! B]) = m[A] + m[B])
DMedida indirecta (procedimiento)
DProposici—ta altura total es de 6,75 m, aprox. (tesis del
argumento).
DArgumento (razonesyadas por el procedimiento de estimacion,
se tiene que:
a) el didmetro de la pila es menor que la altura de la mujer; como la
mujer mide 1,7 m, la pila mide 1,5 m, aproximadamente.
b) la altura de las filas pares que se superponen con las impares, es
aproximadamente ! del diametro de la circunferencia.
¢) la altura total es la suma de las alturas de las filas impares mas
la altura de las filas pares.
Resultados matematicos (estado)
DProposici—n matemtti¢aaltura de la montafia es de 6,75 m
(solucién).
Resultados matematicos ! Resultados reales (P7)
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P7 DSubproceso de la DEstimaci—n (procedimiento)
resoluci—n de DProposici—n de validaciHaraltura de la mujer cabe casi cuatrc
problemasexaminar la veces en la altura total de la monta—a
soluci—n DProposici—rel resultado obtenid(,75 metrosgs plausibleen
bValidaci—n el mundo real

DArgumento (az—nteniendo en cuenta el resultadela
estimaci—(menor a 441,7 = 6,8), ya que el resultado obtenido e
muy pr—ximo al de la estimaci—n

Resultados realegstado)
DEI resultado de la altura de la monta—a €6,d® metros, aprox.

Del antlisis anterior, tambiZn se desprenden una serie de mmistdsicasnietamatemziticasque

rigen la actividadAlgunas de Zstas soen la P4 se considera necesario minimizar la cantidad de
informaci—n, sustituyZndola por signos y fig{oascipio de simplificaci—n), y que la representaci—n
mantenga tanto la estructura de siduaci—n rea(representaci—n ic—nica, diagrama) como la
informaci—n necesaria para resolver la tarea; en la P5 se asume que el problema puede te
soluciones aproximadasnp-exactasen la P7 se requiere que, dado un problema de contexto real,
la soluci—robtenida debe tener sentido en el mundo: reat una parte, que losesultados
matemiticoobtenidos puedan existir en la realidgdr ejemplo, una altura negativa sebdr'a
descartar en este contextppor otra, que losesultados matemzticabtenidos no sean razonables,
triangulando con otras informaciones del contégtor ejemplo, una altura d&@ m o de 30 cin

Una consideraci—adlicional con respecto a la raso—n de este problema es que, dado mts de un
modelo matemitiogue dZesultados matemitices el mundo redcomo es el caso de la resoluci—n
original de Borromeo Ferrj2018P se debe valorar cufl de Zstos es el mis adecuado para dar
respuesta al prédma,teniendo en cuenta tanto el contexto como los aspectesnitice.

REFLEXIONES

Se concluye que un anilisis minucioso, apoyado en las herramientas que provee el EOS, precise
ilustra con detallefa estructura y funcionamiento del ciclo a®delizaci—n desde la perspectiva
cognitiva, permitiendo desvelar y diferenciar las pricticas, los objetos (sitymobtema, lenguaje,
conceptos, proposiciones, procedimientos, y argumentos), las normas, y los procesos que est:
involucrados tanto en kede construcci—n de un modBtiurante las fasemodelo real modelo
matemztico! resultados matemiticBscomo en el conglomerado que conforma ciclo de
modelizaci—oompleto

La importancia de este antlisis es que puede ayudar al dise—o0o de propuHsitsas para
implementar la modelizaci—n en el abla.acuerdo al antlisis presentado efadhla 2, no se
observan procesos conqor ejemplola generalizaci—n de patrones, lo cual se podr'a conseguir si se
omite la especificaci—n de que hay cirles,fy s—lo se presenta la imagen con las tres filas visibles,
para quesl estudiante puedancluir é patr—n de formaci—n de las éilaka monta—aOtro proceso

al que este antlisis puede contribuir es al de validaci—n, presente, eotal®&detdle demuestra

que, independiente del resultadogkr altura de la monta{seade 7, 8 0 9 metrgsel procesan
cuesti—ser'ael mismg pues s—Ilo estt determinado por la verificaci—n del mZtodo de regdluci—n
identificar los objetos primarios que intervienen en la validaci—n, en especial el procedimiento y €
argumento, muestran que la razonabilidad del resultado no juega undptgretinante en dar
respuesta al problemBado el hecho que la problematizag¢i tiene una estrecha relaci—n con la
validaci—n de los resultados, se podra mejorar la riqueza de este celtimo proceso a travZs de
modificaci—n del contexto de la situaci—n, por ejemplo, si se cuestionara la altura de la monta—a
balas para guardadan un granero de ciertas dimensiones.

El antlisis te—ria@flexivo presentadairve como antecedente para un estdédioarfcter emp’rico,
en elque se buscabarca una mayor amplitud de problemas y resoluciopesa as’ analizar en
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mayor profundidadh actividad matemitica espec’fica presente en el ciclo de modelizaci—n, desde €
lente del EOS
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