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Resumen

Este trabajo presenta una investigacion centrada en profundizar en las estrategias y
representaciones que realizan un grupo de estudiantes de Educacion Secundaria cuando resuelven
una tarea de modelizacion matematica sobre proporciones. Para ello, se llevo a cabo un estudio de
casos de cardcter cualitativo y se recolecto informacion de observaciones participantes y
producciones escritas de los estudiantes. Entre los resultados destacamos que el uso de calculos
numeéricos fue la estrategia mas utilizada y la representacion de mayor frecuencia fue de tipo
simbolico-numérico. Concluimos que es necesario que la ensefianza haga un mayor énfasis en el uso
el uso de diversas estrategias, mas alla de la realizacion de algoritmos, utilizando para ello distintas
representaciones.
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Abstract

This paper presents a study focused on deepening the strategies and the representation systems when
Secondary students solve a mathematical modeling task about proportionality. Through a qualitative
approach, different information collection techniques were applied: participant observation and
written productions of the students. Among the results we emphasize that the use of numerical
calculations was the most used strategy and the most preferred symbolic-numerical representation.
We conclude that it is necessary for teaching to place emphasis on the use of various strategies,
beyond of the use of algorithms, and using different representations for this.
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INTRODUCCION

La modelizacion matematica ha incrementado su atenciéon en la comunidad de educadores e
investigadores en las ultimas décadas (Socas, Ruano y Hernandez, 2016; Stender, 2018). Muestra de
ello, son los nimeros especiales dedicados a este topico en revistas como ZDM (2006 (2-3), 2018 (1-
2)), AIEM (2020 (1)) y UNO (2015 (69)), la celebracion anual del congreso internacional de
modelizacion matematica (International Conference on Mathematical Modeling and Analysis), los
grupos de trabajo en congresos como el International Congress on Mathematical Education (ICME)
y el Congress of the European Society for Research in Mathematics Education (CERME), o el
concurso internacional de modelizacion matematica para estudiantes (The International
Mathematical Modeling Challenge).

En educacién matematica, no hay unanimidad en el significado de modelizaciéon matematica, no
obstante, la mayoria de los autores coinciden en que su objetivo principal es construir y desarrollar
un modelo matematico de una determinada situacion real (Arlebick y Doerr, 2020). Atendiendo a
Lesh y Doerr (2003), durante este proceso, se llevan a cabo cuatro etapas: descripcion, manipulacion,
prediccion y validacion, en las que es necesario un manejo flexible y espontaneo de representaciones
de los contenidos matematicos involucrados.
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La literatura previa muestra que la investigacion sobre representaciones proporciona informacion
relevante en cuanto a deficiencias que los estudiantes presentan al resolver problemas (Brown, Bossé
y Chandler, 2016), dificultades de compresion de sistemas de representacion como el verbal y
simbolico (Gonzélez, Castro-Rodriguez y Castro, 2016) o conexiones entre el conocimiento previo y
el nuevo (Roorda, Vos y Goedhart, 2015). En particular, los trabajos sobre resolucion de problemas
de tareas de proporcionalidad, revelan que los estudiantes utilizan el sistema de representacion
numeérico, por ejemplo, en la construccion del concepto de unidad, de la estructura multiplicativa y
de los esquemas de iteracion o patrones (Singh, 2000), y que usan técnicas centradas en brindar una
respuesta mecanica a través de calculos matematicos en lugar de reflexionar sobre cémo resolver el
problema con sentido (Arlebick y Doerr, 2020; Van Dooren, De Bock, Vleugles y Verschaffel, 2008).
Asimismo, diversas investigaciones a nivel de primaria (Avcuy Avcu, 2010; Sanchez, 2013) y anivel
de secundaria (Tjoe y de la Torre, 2014) proponen dejar de lado el uso de algoritmos mecanicos en
la resolucion de problemas de razonamiento proporcional y estimular la reflexion en el uso de diversas
estrategias utilizando para ello distintas representaciones con el fin de mejorar el aprendizaje de los
contenidos matematicos (Morgan y Kynigos, 2014; Orey y Rosa, 2018).

Dada la relevancia que tienen las representaciones en el proceso de modelizacion (Lesh y Doerr,
2003) y debido a que desarrollar representaciones adecuadas para expresar las ideas matematicas en
una tarea de modelizacion es una 4rea de investigacion que necesita atencion (Arlebick y Doerr,
2020; Orey y Rosa, 2018), en este trabajo nos proponemos como objetivo profundizar en las
estrategias y las representaciones que se presentan en las respuestas de un grupo de estudiantes de
séptimo curso de educacion secundaria a una tarea de modelizacion matematica. El contenido
matematico seleccionado para la tarea fue el de proporcionalidad directa, pues diversas
investigaciones destacan la existencia de dificultades en su aprendizaje, por ejemplo, al tener un
razonamiento multiplicativo deficiente se afecta el razonamiento proporcional (Singh, 2000) y errores
como el uso inadecuado de porcentajes y numeros decimales; con repercusiones en posteriores
aprendizajes (Fernandez y Brey, 2012).

ESTRATEGIAS DE RESOLUCION

En la resolucion de una tarea de modelizacion, donde se involucra la resolucion de problemas, es
importante la estrategia o plan de acciones que el estudiante planifica y reflexiona para obtener una
solucién con sentido (Arlebdck y Doerr, 2020; Stender, 2018). Estas estrategias o heuristicos
especificos son modos de proceder que le permite al estudiante abordar el problema, estableciendo
una guia en el camino de resolucion, a la vez que desarrolla estructuras conceptuales matematicas
que ayudan a tomar decisiones para encontrar una solucion (Polya, 1981).

Entre las distintas propuestas de estrategias especificas, en este trabajo consideramos el listado
planteado por Fan y Zhu (2007) basado en los trabajos de Polya, Schoelfeld y el National Council of
Teachers of Mathematics. Especificamente, las estrategias que se abordan en el presente trabajo son:
(a) uso de calculos numéricos —a través de la realizacion de operaciones aritméticas—; (b) uso de
correspondencias matematicas —establecer una relacion binaria entre dos conjuntos de elementos
distintos, utilizando simbolos para representacion la informacion del problema y sus relaciones—;
(c) uso de diagramas —hacer un dibujo basado en la informacion disponible para representar
visualmente el problema— y (d) uso de patrones —identificar patrones o caracteristicas comunes,
variaciones o diferencias en los numeros.

REPRESENTACIONES EN MODELIZACION MATEMATICA

En la resolucion de tareas matematicas, las descripciones, explicaciones y construcciones
proporcionadas por los estudiantes son expresadas a través de distintas representaciones, por lo que
constituyen un elemento central en el desarrollo de estrategias de resolucion (Morgan y Kynigos,
2014; Stylianou, 2011). Durante el proceso de modelizacion, las representaciones no solo se usan
para producir una solucion, sino que constituyen las componentes mas importantes, donde se
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demuestra el proceso de andlisis y reflexion del estudiante (Lesh y Doerr, 2003; Morgan y Kynigos,
2014).

En Educaciéon Matematica el término representacion ha adquirido distintos significados y
connotaciones (Presmeg, 2006). Entre las distintas causas, se encuentra su doble naturaleza —referida
tanto al proceso de capturar un concepto o relacidon matematica, como al producto de la forma misma
(NCTM, 2000)—, asi como la dualidad entre representacion externa e interna —en forma de lenguaje
hablado, simbolos escritos, imagenes u objetos fisicos o ideas con las que la mente opera (Hiebert y
Carpenter, 1992). En este trabajo consideramos las representaciones como signos o graficos
especificos que permiten comunicar los conceptos y procesos matematicos (Lesh y Doerr, 2003).
Estos signos y graficos no pueden entenderse de forma aislada, sino dentro de un sistema de
representacion que satisface un conjunto de reglas con el que se puede identificar o crear
representaciones, operar sobre y con ellas, y determinar relaciones (Goldin, 2002; Kaput, 1991).
Dentro de los modos convencionales de representacion de las estructuras numéricas, cominmente se
distingue entre sistemas de representacion simbolico-numérica —formado por simbolos con los
cuales podemos relacionar y hacer operaciones con cantidades numéricas—, tabular —elementos en
forma matricial o dispuestos en filas y columnas—, iconico-grafica —diagramas, trazos, dibujos,
imagenes, figuras, entre otros, que facilitan la visualizacion de los conceptos matematicos— y verbal
—lenguaje natural de enunciados expresados en forma oral o escrita— (Castro y Castro, 1997; Goldin,
2002; Kaput,1991).

METODOLOGIA

El enfoque de investigacion que se siguiod fue un estudio de casos de caracter cualitativo, pues la
finalidad es comprender y analizar situaciones profundizando en su significado (Hernandez-Sampieri,
Fernandez y Baptista, 2014). En el estudio participaron 24 estudiantes de la provincia de San José en
Costa Rica matriculados en séptimo afio de educacion secundaria y cuya edad promedio fue de 13
afios. Segun el Programa de Matematica del Ministerio de Educacion Publica, es en este nivel en
donde se desarrolla el tema matematico de proporcionalidad directa. No obstante, este tema también
es abordado en menor medida en el nivel de sexto afio de primaria, por lo que los participantes deben
poseer conocimientos previos del tema.

La tarea de modelizacion matematica utilizada en este estudio, “Cocinando con mi mama” (figura 1),
ha sido utilizada en investigaciones previas (Porras, 2013). Se construyo6 segun los lineamientos del
programa del MEP (2012) y siguiendo los principios propuestos por Lesh, Cramer, Doerr, Post y
Zawojewski (2003) para las actividades de modelizacion. Es decir, la actividad posee un contexto
familiar del estudiante, pero el método de resolucion es desconocido para este, no obstante, las
estrategias y representaciones dependen del conocimiento previo del estudiante.

A la mama de Carlos le encanta cocinar para su familia. Un dfa Asf, ;cuéntas tazas de leche deberfa usar?
decidié hacer pan casero. La receta especifica que necesita 3 ‘ Ademds, ;cudntos panecillos pudo preparar
tazas de harina y una taza de leche, ademds de otros , mi madre con la con la cantidad de
ingredientes para preparar 20 panecillos. Como su familia se o ingredientes que us6?

deleita mucho con el pan casero, ella decide usar toda la harina ( \‘ Redacte un informe donde se describe el
con la que cuenta y cuando la mide descubre que tiene 16,5 método de solucién utilizado y sus
tazas de harina. Ahora, el problema para ella es determinar la conclusiones para cada una de las preguntas
cantidad de leche y el resto de los ingredientes de manera anteriores. Ademds, contesta e la siguientes
exacta para cumplir con la receta. Como sabe que a Carlos le pregunta, jen qué otras situaciones similares
gusta realizar cdlculos matemadticos, le pide ayuda para se podrfa aplicar el razonamiento a este
determinar las cantidades exactas que necesita. problema?

Figura 1. Tarea planteada a los participantes (Porras, 2013)

La implementacion de la tarea se llevo a cabo en el horario habitual de la asignatura de matematicas.
Los 24 participantes se dividieron en subgrupos, los cuales fueron establecidos por ellos mismos,
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como es habitual en su trabajo en clase. A lo largo de su educacion primaria y secundaria, los
estudiantes han trabajado tareas de modelizacion y han recibido instruccién sobre sus etapas:
descripcion, manipulacion, prediccion y validacion (Lesh y Doerr, 2003), en las cuales es necesario
el uso de estrategias a través de representaciones para la comunicacion de sus pensamientos
matematicos. Para obtener los datos, se recolectd informacion de diversas fuentes: observaciones
participantes y producciones escritas de los estudiantes.

Analisis

Los datos obtenidos fueron sometidos a un analisis de contenido (McMillan y Schumacher, 2006)
que se llevo a cabo en dos etapas. La primera etapa consistié en la categorizacion de los datos
realizada por una de las investigadoras. Para ello, nos centramos en la identificacion de estrategias
con base en las categorias propuestas por Fan y Zhu (2007) y en las categorias de sistemas de
representacion: simbolico-numeérica, tabular, iconica-grafica, y verbal-escrita, propuestas por Castro
y Castro (1997), Goldin (2002) y Kaput (1991) presentadas en el marco teorico. En la segunda etapa,

la segunda investigadora reviso el analisis realizado y se discutid entre ambas investigadoras hasta
que no hubo discrepancias entre los resultados.

RESULTADOS

Cada grupo de estudiantes planted una respuesta a la tarea, por lo que se obtuvo un total de 9
respuestas de las que solo dos (el grupo 1y 9) llegaron a una solucion final correcta. En sus respuestas
escritas, los participantes plasmaron diversas estrategias expresadas por medio de representaciones.
La tabla 1 presenta las estrategias y representaciones presentes en las respuestas de cada grupo.

Tabla 1. Estrategias y representaciones presentadas en las respuestas de los grupos de estudiantes

Representacion Representacion ~ Representacion Representacion
simbdlico-numérica tabular icOnica-grafica verbal-escrita
Calculos numéricos  G1, G3, G4, G5, Go6, G1, G3, G4, G5, Go,
G7,G9 G7,G9
Correspondencias G2, G8 G2, G8
Diagramas Gl Gl Gl
Patrones G9 G9 G9

Nota: Los Gi para i=1, ..., 9 corresponde a la codificacion de cada uno de los grupos de estudiantes.
Uso de calculos numéricos

La primera estrategia detectada fue el uso de operaciones basicas aritméticas a través de calculos
numeéricos para expresar procesos. Esta estrategia fue la mas usada por los grupos al resolver la tarea,
especificamente, estd presente en las respuestas de 7 de los 9 grupos. Se presentd al realizar
operaciones basicas como suma, resta, multiplicacion y division, entre otros. La figura 2 muestra
ejemplos de respuestas pertenecientes a esta categoria.
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Figura 2. Ejemplo de la estrategia uso de operaciones aritméticas basicas

La primera imagen de la figura 2 evidencia el uso de operaciones de division y multiplicacion al
buscar la cantidad de veces que crece la cantidad de harina, es decir la constante de proporcionalidad,
que en este caso se obtuvo como resultado 5,5. Los estudiantes la usaron para determinar la cantidad
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de tazas de leche. En la segunda imagen de la figura 2, usando la cantidad de tazas de leche correcta
(5,5 tazas), los estudiantes realizan el producto de la cantidad de 20 panecillos por la cantidad entera
de las tazas de leche. A los resultados anteriores le suman la mitad de una taza de leche que hace falta
y, la mitad de los panecillos a la cantidad anterior (10 panecillos), obteniendo como solucién correcta
los 110 panecillos. Por ultimo, en la tercera imagen de la figura 2 se muestra una solucion
desordenada, que no verifica las condiciones del problema y presenta errores conceptuales, pues no
aplicaron la etapa de validacion del proceso de modelizacion matematica.

En las respuestas se presentan las representaciones simbolica-numérica, realizada por siete de los
nueve grupos participantes, a través de los simbolos numéricos, los simbolos de las operaciones, y
flechas. En menor medida se detecta representaciones verbales escritas.

Uso de correspondencias matematicas

La segunda estrategia detectada presenta una relacion binaria entre dos conjuntos de elementos
distintos. Esta estrategia se manifesto en 2 de los 9 grupos participantes. Un ejemplo se presenta en
la figura 3.

Tazos de harina- TaZ as de [|eche!
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Figura 3. Ejemplo de la estrategia uso de correspondencias

En la figura anterior, se observa la correspondencia 3=1, que significa que cada 3 tazas de harina
tenemos 1 taza de leche. En este caso los elementos del primer conjunto corresponden a las cantidades
de las tazas de harina y los elementos del segundo, serian las cantidades de tazas de leche. La solucion
que se presenta en la imagen es incorrecta, debido a que aparece 4 veces la correspondencia 3=1. Al
sumar los miembros izquierdos y derechos de las igualdades respectivamente se obtiene una
correspondencia de 15 tazas de harina es igual a 4,5 tazas de leche. Ademas, la correspondencia 3 =
0,5 es erronea pues en la parte derecha de la igualdad dividen por la mitad la unidad, pero la parte
izquierda se muestra invariante.

Los dos grupos que usaron este tipo de estrategia realizaron representaciones simbolica-numeéricas,
pero a diferencia de las respuestas anteriores en donde el simbolo de igualdad se usa dentro de un
calculo, en esta ocasion este simbolo se presenta para indicar una relacion de proporcionalidad (figura
3). También, se detectd en menor medida el uso del lenguaje verbal-escrito.

Uso de diagramas

Una tercera estrategia detectada en uno de los grupos participantes es la realizacion de un diagrama.
Un ejemplo se presenta en la figura 4, donde las tazas de harina son representadas graficamente como
bolas y las tazas de leche como cajas. Ademads, se establece la relacion en forma gréfica de 1 taza de
leche = 3 tazas de harina, deduciendo graficamente que 5 tazas de leche es igual a 15 tazas de harina.
También, los estudiantes expresaron la mitad de la taza de leche en lenguaje verbal-escrito “media
leche”, pero realizaron graficamente media circunferencia para representar esta situacion. La
respuesta final fue brindada en lenguaje verbal-escrito “Se necesitan 5 tazas y media de leche para
16,5 tazas de harina”. Por lo que, este grupo utilizé un sistema de representacion iconico junto con
sistema un numérico y verbal-escrito.
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Figura 4. Ejemplo de la estrategia de uso de diagramas

Por otra parte, este grupo cambid de estrategia en la segunda pregunta del problema para determinar
la cantidad de panecillos. Esta segunda estrategia fue el uso de célculos numéricos (ver imagen 2 de
figura 2), donde se utiliz6 la representacion simbdlica-numérica, logrando una solucion correcta.
Ademas, en ambas estrategias se us6 en menor medida una representacion verbal-escrita para
fundamentar sus procesos matematicos, por lo que este grupo, ademas de utilizar varias estrategias,
utilizo tres sistemas de representacion: simbolico-numeérico, iconico-grafico y verbal-escrito.

Uso de patrones

La ultima estrategia detectada fue el uso de patrones donde se establece una serie 0 comportamiento
recurrente entre valores numéricos que se repiten de una manera predecible.
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Figura 5. Ejemplo de la estrategia de uso de patrones

Solamente uno de los nueve grupos participantes us6 esta estrategia (figura 5). En esta respuesta se
presenta una tabla, en la cual la primera fila se observa la cantidad inicial de 1 taza de leche equivale
a 20 panecillos. Luego, los estudiantes utilizaron una iteracion o patron al ir aumentando en una
unidad las tazas de leche, y en el caso de la cantidad de los panecillos, se duplica la cantidad anterior.
Este comportamiento, se mantuvo hasta el quinto caso, es decir hasta las 5 tazas de leche. En la
siguiente fila el patron utilizado cambia, pues a las tazas de leche se les realizd un aumento de 0,5
obteniendo como resultado final 5,5 tazas de leche. Esto mismo lo realizan con la cantidad de
panecillos aumentando la mitad de la cantidad que iba creciendo, es decir 10 panecillos, obteniendo
110 panecillos, logrando una solucién correcta de la tarea de modelizacion.

En esta respuesta (figura 5), se realiza una representacion tabular utilizando la exploracion de
patrones y formulacion de conjeturas en su solucion, sin aplicar mecanismos de memorizacion o
formulas para determinar la cantidad de tazas de leche y de panecillos correctas. Ademas, en la
representacion tabular se utilizo una representacion simbolica-numérica y verbal-escrita para explicar
los procesos matematicos, por lo que este grupo utilizo tres sistemas de representacion distintos.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este trabajo profundizamos en las estrategias y representaciones que se presentan en las respuestas
a una tarea de modelizacion matematica por estudiantes de séptimo curso de Educacion Secundaria
de Costa Rica. Los resultados muestran que la estrategia mas utilizada por los participantes fue el uso
de calculos numéricos, la cual fue aplicada para obtener la constante de proporcionalidad. Dos de los
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grupos muestran un uso mayor de distintos sistemas de representacion en sus estrategias en
comparacion del resto de grupos que utilizaron solo el sistema simbolico-numérico y lenguaje verbal-
escrito, lo que sugiere un pensamiento proporcional mas reflexivo y analitico en la resolucion de la
tarea de modelizacion (Morgan y Kynigos, 2014; Van Dooren et al., 2008; Tjoe y de la Torre, 2014).

En relacion con el tema de proporciones, coincidiendo con los resultados de (Roorda, Vos y Goedhart,
2015), algunos grupos no mostraron conocimientos relativos al razonamiento proporcional, pues en
sus respuestas no se incluyeron procesos o conceptos relativos a este topico (como la regla de tres o
el uso de porcentajes), conocimientos previos que los participantes debian manejar en el momento
del estudio. Ademads, varios grupos no crearon interpretaciones adecuadas con base en las condiciones
del problema. Se obtuvieron razonamientos desordenados y cometieron errores que pudieron haberse
detectado y evitado en la etapa de validacion del proceso de modelizacion matematica (Lesh y Doerr,
2003). A la luz de los resultados obtenidos, y siguiendo las propuestas de Avcu y Avcu (2010),
Sanchez, (2013) y Tjoe y de la Torre (2014), consideramos necesario que en la ensefianza se haga un
menor énfasis en el uso de algoritmos y se estimule la reflexion y andlisis, asi como el uso de diversas
estrategias de resolucion de problemas, utilizando para ello distintas representaciones. Con ese fin,
los ambientes de modelizacidn matematica son adecuados pues las condiciones de este tipo de tareas
incentivan la participacion activa y curiosidad del estudiante, lo que conlleva que asuman la tarea
como un desafio por resolver (Avcu y Avcu, 2010; Gonzdalez et al., 2016; Tjoe y de la Torre, 2014).

A pesar de las limitaciones de trabajo relativas a la generalizacion de los resultados, consideramos
valiosos los resultados obtenidos, pues amplian la informacion en relacion con el area de estrategias
y representaciones en tareas de modelizacidon matematica.
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