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Resumen

El presente estudio muestra una experiencia que incluye resolucion e invencion de problemas
llevada a cabo con dos grupos de alumnos de sexto de educacion primaria. La investigacion toma
como objetivo categorizar los problemas que el alumnado inventa con relacion a sus estrategias
como resolutores. Los resultados enfatizan que aquellos alumnos que generan buenos problemas
de patrones son aquellos alumnos que desarrollan el patron aritmético como resolutores. En
contraposicion, aquellos alumnos que no generan problemas de patrones usan como estrategia de
resolucion la ampliacion del dibujo presente en el enunciado del problema que se les propone.

Palabras clave: invencion de problemas, resolucion de problemas, educacion primaria, patrones
matematicos

Abstract

The following study shows a problem solving and problem posing experience carried out with two
groups of elementary school sixth graders. The research aims to categorize the problems that
students pose in relation to their strategies as problem solvers. The results emphasize that those
students who generate good pattern problems are students who find the arithmetic pattern as
problem solvers. In contrast, those students who do not generate pattern problems expand the
drawing of the statement as a resolution strategy.

Keywords: problem posing, problem solving, elementary education, mathematical patterns
INTRODUCCION

En los ultimos afios se ha introducido la invencion de problemas como tema de investigacion en
Educaciéon Matematica. Si el objetivo de la educacion es preparar a los estudiantes para distintos
tipos de aplicacion del conocimiento, parece razonable que la invencion de problemas, como
actividad que se complementa con la resolucion de problemas, tenga un peso importante como parte
del curriculo educativo (Cai, Hwang, Jiang y Silber, 2015). Por este motivo la invencién de
problemas se incluyé dentro del desarrollo de la competencia matematica en la ultima modificacion
del curriculo cataldn de educacion primaria (Departament d’Ensenyament, 2016, p.82).

En el presente estudio tomamos como objetivo principal categorizar los problemas que el alumnado
inventa en relacién con sus estrategias como resolutores. Los datos del estudio se recogieron con
dos grupos de sexto grado de educacion primaria pertenecientes al mismo centro. Dado que el
alumnado no estd familiarizado con la resoluciéon de problemas no rutinarios (Mayer, 1985)
seleccionamos los problemas de patrones como instrumento principal de la investigacion puesto que
permiten al alumnado aplicar distintos modos de visualizaciéon (McGarvey, 2012) y favorecen la
versatilidad del alumnado entendida como la variabilidad de estrategias que pueden aplicar
(Montenegro, Costa y Lopes, 2018). Aunque existen en la literatura algunos estudios que analizan
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la relacion entre la resolucion de problemas y la invencion de problemas, encontramos pocas
investigaciones que apliquen una secuencia relativamente extensa de resolucion de problemas con
la finalidad de observar como el alumnado adapta o cambia su estrategia de un problema a otro y
qué relacion tiene este hecho con el tipo de problemas que inventan.

REFERENTES TEORICOS

En el presente estudio entenderemos la invencion de problemas como una actividad de generacion
de nuevos problemas o reformulaciéon de problemas dados que puede ocurrir antes, durante o
después de una secuencia de resolucion de problemas (Silver, 1994). Sobre la definicion anterior
destacamos dos aspectos relevantes; el momento en el cual se propone la tarea de invencion de
problemas y la tipologia de problemas que se solicita generar.

Siguiendo a Ayllon, Castro y Molina (2011) los contenidos que el alumnado ha trabajado en los
meses previos a una tarea de invencion de problemas afectan directamente a la dificultad del
problema inventado. Por lo tanto, antes de proponer tareas de invencion de problemas el alumnado
debe haber resuelto otras tareas de contenido similar. La tipologia de tareas que el alumnado
resuelve también es un factor determinante del éxito durante la invencion de problemas. Baumanns
y Rott (2018) hallaron una estrecha relacion entre la tipologia de tareas que el alumnado resuelve y
el tipo de tareas que inventa. Cuando el alumnado resolvia un ejercicio o problema rutinario, gran
parte de los resolutores generaba nuevos ejercicios de aplicacion directa de algoritmos. En cambio,
después de resolver un problema no rutinario el alumnado tendia a generar nuevos problemas no
rutinarios con gran diversidad de contextos y riqueza matematica. Atendiendo a los resultados de
ambos estudios consideramos pertinente proponer la resolucion de varios problemas no rutinarios
antes de proceder a la invencion de problemas. En cuanto a la tipologia de problemas que se solicita
generar, Stoyanova y Ellerton (1996) diferencian entre situaciones libres, semiestructuradas o
estructuradas. Dado que en la presente investigacion no concebimos la tarea de invencion de
problemas sin haber resuelto previamente problemas del mismo contenido, consideraremos las
situaciones semiestructuradas como las mas idoneas. Baumanns y Rott (2018) entienden las
situaciones semiestructuradas como aquellas en las que se ofrece un contexto abierto o contenido
general pero la creacion del problema toma un formato libre.

Las investigaciones que examinan la relacion entre la resolucion de problemas y la invencion de
problemas coinciden en que la habilidad o capacidad que el alumnado muestra al resolver un
problema estd directamente relacionada con la habilidad o capacidad de inventar un nuevo
problema (Baumanns y Rott, 2018; Cai y Hwang, 2002; Silver y Cai, 2005). En la presente
investigacion seguiremos el estudio de Cai y Hwang (2002) en el que examinaron la relacion que
existe entre la estrategia que usa el alumnado al resolver un problema de patrones matematicos y el
tipo de problemas que inventan. Sus resultados muestran que aquellos alumnos que usan estrategias
abstractas inventan problemas de mas calidad que aquellos alumnos que usan estrategias concretas,
es decir, arraigadas a las condiciones del problema que se les ha propuesto.

METODOLOGIA

Los datos del presente estudio se recogen durante el trabajo de dos grupos de 25 alumnos de sexto
grado de educacion primaria pertenecientes al mismo centro educativo. La seleccion de la muestra
es intencional dado que ambos grupos cuentan con poca o nula experiencia en resolucion de
problemas e invencion de problemas. Por lo tanto, consideramos que el tipo de problemas que el
alumnado debe generar no estaran tan influenciados por sus experiencias escolares previas.

El alumnado resuelve un total de 4 problemas de patrones matematicos organizados de mas sencillo
a mas complejo atendiendo a la dificultad de hallar el patron (tabla 1). La seleccion de dichos
problemas se realiza atendiendo a la flexibilidad que caracteriza los problemas de patrones,
entendida como la variabilidad de estrategias de distinta complejidad que se pueden aplicar (Callejo

596



Resolucion e invencion de problemas: la estrategia de resolucion con relacion al problema inventado

y Zapatera, 2014). En los cuatro problemas presentados, el enunciado escrito se complementa con
un dibujo que facilita su comprension y su resolucion en caso de no reconocer métodos aritméticos

(Villalonga y Deulofeu, 2015).

Tabla 1. Problemas usados en el estudio numerados de mas sencillo a mas complejo

PROBLEMA 1 (P1)
Fuente: Arbona, Beltran, Gutiérrez y Jaime (2017)

Queremos organizar una cena con nuestros amigos, pero no
sabemos a ciencia cierta cuantas mesas necesitamos. Lo que
si que sabemos es que queremos poner mesas en una sola
hilera y que los amigos se sentaran tal y como se muestra en
el dibujo.

0000

o[TLT]o

O0O0O0
Si somos 40 amigos, /cuantas mesas necesitaremos? ;Y si
somos 100? A ultima hora nos han confirmado que, en total,
seremos 143 amigos. Cuando estemos todos sentados,
(quedara algun sitio vacio en la mesa? ;Como lo harias?
Explicalo.

PROBLEMA 2 (P2)
Fuente: Morera, Chico, Badillo y Planas (2012)

Un agricultor quiere plantar naranjos siguiendo una
forma cuadrada y alrededor quiere plantar pinos. Se
imagina el siguiente esquema para 1, 2 y 3 hileras de
naranjos:

9
9 9
19 19

9 9 O
9 9 9
19 19 19

(Cuantos pinos le haran falta si quiere plantar 4 hileras
de naranjos? ;Y si quiere plantar 10 hileras? ;Como lo
harias? Explicalo.

PROBLEMA 3 (P3)
Fuente: Elaboracion propia

PROBLEMA 4 (P4)
Fuente: Zapatera (2018)

Juliana ha escrito en una tabla los nameros naturales 1, 2, 3,
4, 5... poniéndolos como se muestra en el dibujo:

Anna ha estado jugando a hacer figuras con palillos.
Primero ha decidido hacer triangulos de la siguiente
manera:

1 4 5 8 9

2 3 6 7 10

11 14 15 18 19

12 13 16 17 20

Se ha preguntado ;cuantos palillos le hacen falta si
quiere hacer 10 tridngulos siguiendo el mismo patron
que en la figura? ;Y si quiere hacer 20? ;Como lo
harias? Explicalo.

21 24 25 28 29

22 23

Ha empezado a mirar la tabla y ha decidido sumar los
nimeros que tienen un lado en comun con el 10. Asi pues,
ha sumado 9+7+19=35. Luego ha pensado: “Haré¢ lo mismo
con otro nimero. Sumaré los nimeros que tienen un lado en
comuin con el 100”. Pero... creo que no hace falta que
dibuje todos los niimeros.

(Podrias explicar como lo ha hecho Juliana? ;Qué resultado
da la suma de los nimeros que tienen un lado en comun con
el 100? ;Y con el 1000? ;Como lo harias? Explicalo.

Se desarrollan un total de 4 sesiones de dos horas de duracion por sesion. En cada sesion, el
alumnado dedica una hora a la resolucion de cada uno de los cuatro problemas propuestos y una
hora més a resolver dos cuestionarios, uno de autoevaluacion y otro de coevaluacidn. Ambos
cuestionarios se disefian como instrumentos de feedback (Sanmarti, 2010), por lo tanto, cuentan con
preguntas referentes al detalle y la explicacion de distintos momentos llevados a cabo durante la
resolucion. Los cuestionarios persiguen una doble finalidad, en primer lugar, que el alumnado
detalle mejor las destrezas y procesos metacognitivos (Wilson y Clarke, 2004) que llevan a cabo
durante su resolucion pero que generalmente, omiten en el momento en el que resuelven el
problema (Villalonga y Deulofeu, 2015). En segundo lugar, que el alumnado explicite tanto la
estrategia que usa al resolver el problema como su desarrollo y justificacion. Al finalizar las cuatro
sesiones de resolucion de problemas de patrones, se lleva a cabo una tltima sesion de una hora de
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duracion en la que el alumnado inventa individualmente, dos nuevos problemas de patrones que un
alumno del grupo sea capaz de resolver. Se plantea esta ltima tarea de invencién de problemas
semiestructurados (Stoyanova y Ellerton, 1996) con la finalidad de analizar qué tipologia de
problemas crea el alumnado con relacion a sus estrategias como resolutores.

ANALISIS DE DATOS

El andlisis de datos de presente estudio esta dividido en dos partes puesto que encontramos una
primera parte de la metodologia referente a resolucion de problemas y una ultima actividad
referente a invencion de nuevos problemas. Se presenta la categorizacion de los productos de los
alumnos en cada actividad surgida de un analisis inductivo de las producciones de los alumnos, tal y
como realizan Magiera y Zawojewski (2011). Este analisis nos permitio, en primer lugar, establecer
tres categorias de estrategias distintas: la ampliacion del dibujo propuesto, la continuacion de la
serie aritmética y las estrategias mixtas. Cuando hablamos de la ampliacion del dibujo propuesto,
nos referimos a aquellos casos en los que el alumnado amplia el dibujo que aparece en el enunciado
hasta llegar a la posicion de la secuencia que se le pide (figura 1 - izquierda). Cuando hablamos de
la continuacion de la serie aritmética nos referimos a aquellos casos en los que el alumnado abstrae
la serie que se halla tras el enunciado y el dibujo del problema, y encuentra numéricamente el

resultado para la posicion solicitada (figura 1 - derecha).
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Figura 1. Problema 2 — Ampliacion del dibujo (izquierda) y continuacion de la serie (derecha)

Finalmente, cuando hablamos de estrategias mixtas, nos referimos a aquellos casos en los que el
alumnado amplia el dibujo y también halla la serie aritmética. Dentro de los casos que clasificamos
como uso de estrategias mixtas, hallamos alumnos que usan la serie aritmética para confirmar el
resultado obtenido a través de la ampliacion del dibujo, o bien, alumnos que usan el dibujo en
primera instancia — en los primeros casos de la secuencia — y posteriormente, hallan la serie

aritmética — en casos mas complejos de dibujar — (figura 2).

Figura 2. Problema 2 — Estrategia mixta

En referencia a la invencion de problemas, hemos establecido cuatro categorias distintas:
incomprensible, nulo, réplica de un problema resuelto y elaboracion de un problema nuevo (tabla
2). Aquellos problemas clasificados como incomprensibles son los que, por falta de datos o de
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informacion, no pueden ser resueltos en ningin caso. Cuando hablamos de problemas nulos, nos
referimos a problemas coherentes y resolubles pero que no son de patrones matemadticos, como
pueden ser los de aplicacion de algoritmos simples. Cuando hablamos de problemas que replican un
problema resuelto, encontramos dos casuisticas distintas: aquellos casos en los que el alumnado
copia el patron de uno de los cuatro problemas que se han resuelto con anterioridad; y aquellos en
los que el alumnado replica el contexto de uno de los cuatro problemas resueltos y varia
ligeramente los datos que llevan a hallar un patron distinto. En ultima instancia, cuando hablamos
de elaboracion de un problema nuevo, nos referimos a aquellos casos en los que el alumnado genera
un problema que cuenta con un patrén y un contexto no trabajado anteriormente.

Tabla 2. Caracterizacion de los problemas creados por el alumnado

CATEGORIA EJEMPLIFICACION

Incomprensible En una caja fuerte el c6digo empieza con 1,22. Tiene 10 nimeros, {qué codigo es?

En una fiesta celebran un cumpleafios 10.500 personas, /cuantas mesas necesitan

Nulo .
para todos si en cada mesa caben 15 personas?

Réplica de un problema
resuelto

Copia el patrén del problema 4 (Cuantas columnas mas hacen falta para 20 cuadrados?

con cambio de contexto

Réplica de un problema o

resuelto (En qué posicion esta el nimero 79?

Copia del contexto del problema
3 con cambio del patron

En un parque, unos nifios han dibujado en el suelo una serie. Si esta serie llega a
100 figuras, ;Cuantas de cada habra? ;Y si llega a 200?

X O—— 0 AXO——0XKO—=-OX

Elaboracion de un problema
nuevo

Una vez establecida la categorizacion de las estrategias de resolucion y la categorizacion de los
problemas inventados por el alumnado, se elabor6 una tabla de doble entrada donde encontramos
caracterizado cada alumno atendiendo a la estrategia de resolucion usada en los cuatro problemas
propuestos en relacion con el problema inventado.

RESULTADOS

De los 68 problemas que el alumnado generd encontramos 8 incomprensibles (11,8%), 26 nulos
(38,2%), 26 réplicas de problemas resueltos (38,2%) y 8 problemas nuevos (11,8%). Dividiremos la
seccion de resultados en dos apartados atendiendo a dos comportamientos distintos. En primer
lugar, mostramos qué tipologia de estrategias de resolucion aplica el alumnado que genera dos
problemas nulos y/o incomprensibles y que no tienen éxito durante la tarea de invencion de
problemas. En segundo lugar, mostraremos qué estrategias de resolucion aplica el alumnado que
genera réplicas de problemas resueltos y/o problemas nuevos y que tiene éxito durante la tarea de
invencion de problemas. Esta caracterizacion del comportamiento de los alumnos nos permite
observar y discutir la tendencia general de aquellos alumnos que logran responder a la tarea
demandada en relacion con el tipo de estrategias de resolucion que usan. Las tablas 3 y 4 muestran
estos resultados. Para cada uno de los cuatro problemas presentados (P1, P2, P3, P4) se ha
establecido la siguiente leyenda atendiendo a la estrategia de resolucion: ampliacion del dibujo
propuesto (D), continuacion de la serie aritmética (S), y estrategias mixtas (M). Cuando un alumno
se encuentre ausente durante una de las sesiones, se indicara con un punto.
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Problemas incomprensibles y nulos

La tabla 3 muestra que 15 alumnos generaron problemas nulos y/o incomprensibles. En gran parte
de los casos observamos que el alumnado usa la ampliacion del dibujo (D) como estrategia de
resolucidn para resolver los problemas propuestos. Encontramos casos de aplicacion de estrategias
mixtas sobretodo en el caso del problema 3 donde el alumnado debia hallar cuanto sumaban los
numeros entorno al 100 y al 1000. Al tratarse de un problema en el cual el patron debia observarse
en formato tabla numérica y no en el dibujo, la aparicion de estrategias mixtas resulta mas
abundante puesto que el alumnado podia finalizar parte de la tabla con facilidad (Cai y Hwang,
2002). Sélo encontramos 3 casos puntuales (alumnos 1, 5 y 15) en los que se resuelve uno de los
problemas propuestos hallando la serie numérica. En los tres casos, el alumnado usa puntualmente
esta estrategia, pero se decanta por estrategias de ampliacion del dibujo para resolver los otros tres.

Tabla 3. Caracterizacion de los problemas nulos e incomprensibles creados por el alumnado

Problem solving Problem solving
Alumno Problem posing P1 P2 P3 P4 Alumno Problem posing P1 P2 P3 P4
| Nulo D D S 22 Incomprensible M D M D
Nulo ) 23 Incomprensible D D D D
) %u?o D D M D 24 Incomprensible D D D D
Incomm 29 Nulo D D M
5 ncon;\;/arlensz e D D S D

Nl 30 Nulo D D M D

1 NZIZ D D M D Nulo
31 Nulo M D D M

13 Incomprensible M D D D Nulo
42 Nulo . M M M

15 Incomprensible D D M S Nulo
20 Nulo D D D D 44 Nulo M D D D

Réplicas de problemas resueltos y problemas nuevos

La tabla 4 muestra que 23 alumnos generaron problemas que son réplicas de los problemas
resueltos o generaron problemas nuevos. En este caso, las estrategias predominantes son la
continuacion de la serie aritmética (S) y las estrategias mixtas (M). Observamos que en aquellos
casos en los que el alumnado amplia el dibujo en los problemas 1 y 2, se produce un cambio de
estrategia en los problemas 3 y 4 a favor del uso de la aritmética total o parcial por considerarse un
estrategia mas rapida y eficaz para resolver el problema (Torregrosa, Albarracin, Deulofeu, 2020).
Los problemas mas replicados por el alumnado son el 1 y el 4, que contienen en su enunciado
dibujos mas simples en comparativa a los de los problemas 2 y 3.

Tabla 4. Caracterizacion de los problemas replicados y nuevos creados por el alumnado

Problem solving Problem solving

Alumno Problem posing P1 P2 P3 P4 Alumno Problem posing P1 P2 P3 P4
3 22’; ZEZ ;’l D M M M 19 Réplicap3 ™M M S S

4 Réplica P1 S S S S 21 Réplica P3 D M M M

6 Problema nuevo D S M M 27 Réplica P1 M M M S

7 Réplica P3 S S S S 28 Réplica P1 S S M S

3 Réplica P1 D D M S 32 Problema nuevo M S S S
Réplica P1 33 PN S S S S

9 Réplica P1 D D S S 34 Réplica P4 D S M

10 Réplica P2 M M S M 35 Problema nuevo ™M M S M
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Réplica P2 38 Réplica P4 D D M M
Problema nuevo Réplica P4
12 Problema nuevo S S S S 4l Réplica P4 D S S M
Réplica P3 Réplica P1
14 Réplica P2 MM S S 42 Réplica P4 S S S S
17 Problema nuevo D D M S 46 Réplica P4 M M M M
18 Problema nuevo D M M S

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Al inicio del presente estudio nos planteamos como objetivo categorizar los problemas que el
alumnado inventa en relacion con sus estrategias como resolutores. Llegados a este punto,
consideramos relevante la comparacion de los resultados mostrados en las tablas 3 y 4.

La diferencia mas relevante que observamos entre el alumnado que no inventa problemas de
patrones y el alumnado que si los inventa es la evolucidon que experimentan del primer al cuarto
problema entendida como la abstraccion del patron matematico. Aquellos alumnos que usan
reiteradamente la ampliacion del dibujo propuesto en cada uno de los enunciados (tabla 3) solo
consideran el patron expuesto en el problema que se les da, por lo tanto, no llegan a abstraer como
pueden hallar el patrén en cualquier problema que se les proponga y, en conclusion, no generan
nuevos problemas de patrones. En contraposicion, observamos que aquellos alumnos que acaban
hallando el patron aritmético (tabla 4) e inventan nuevos problemas de patrones, no dependen del
contexto particular del problema propuesto ya que podrian hallar otros patrones en contextos
distintos usando otros desarrollos aritméticos. Coincidimos con Cai y Hwang (2002) al observar
que aquellos alumnos que usan estrategias mas abstractas generan problemas de patrones, mientras
que aquellos alumnos arraigados a la ampliacion del dibujo y que no experimentan algin tipo de
evolucion, no consiguen generar nuevos problemas de patrones.

Tal y como sefialan Ayllon, Castro y Molina (2011) la tarea de invencion de problemas presenta
dificultades para el alumnado y mds atn si tenemos en cuenta que los grupos del presente estudio
no resuelven ni inventan problemas asiduamente (Mayer, 1985). Aun y las dificultades halladas,
gran parte del alumnado resolvid los problemas propuestos y la mitad del alumnado generd
problemas de patrones variados y ricos en contexto. Asi pues, coincidimos con Baumanns y Rott
(2018) al considerar que la metodologia de resolucidon—evaluacion llevada a cabo, asi como el
caracter semiestructurado de los problemas que el alumnado debia inventar es uno de los factores
clave del éxito durante la tarea de invencion de problemas planteada. Dicha metodologia ha
permitido a ambos grupos introducirse en la resolucion de problemas de patrones, aplicando
estrategias de distinta complejidad (Callejo y Zapatera, 2014) y valorando la adecuacion de dichas
estrategias tanto en la resolucion como en la invencion de nuevos problemas. Por lo tanto, en
concordancia con Montenegro, Costa y Lopes (2018), la variabilidad de estrategias propia de la
resolucion de problemas de patrones ha favorecido la participacion del alumnado durante la
metodologia llevada a cabo y ha propiciado que todos los alumnos hallaran resoluciones
generalmente validas a los problemas planteados.
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