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Resumen

Describimos las representaciones de la generalizacion que manifiestan estudiantes de sexto curso de
educacion primaria (11-12 arios) sin conocimientos formales de dalgebra y alumnos de primero (12-
13 aros) y segundo curso de secundaria (13-14 aros) que inician su formacion algebraica.
Participan 313 estudiantes que resuelven una tarea de generalizacion en el contexto funcional del
algebra escolar. Dicha tarea forma parte de una prueba de seleccion de un programa de estimulo
del talento matematico. Los resultados muestran que los estudiantes representan la generalizacion
de las relaciones funcionales verbal y simbolicamente. También evidencian que, a diferencia del uso
de relaciones funcionales, las representaciones de generalizacion si se ven influenciadas por el
curso. En secundaria se detecta mayor diversidad en las estructuras de las relaciones funcionales.

Palabras clave: generalizacion, pensamiento algebraico, relaciones funcionales, representaciones
de generalizacion

Abstract

We describe the representations of generalization used by elementary school sixth graders (12 years
old), without formal knowledge of algebra, and first and second graders in high school (13 and 14
vears old, respectively), who begin their algebraic training. A total of 313 students participated in
solving a generalization task in the functional context of school algebra. The task was part of a
selection test to participate in a mathematical talent program. The results inform that students
represent the generalization of the functional relationships verbally and symbolically. They also show
that, unlike the use of functional relationships, the representations of generalization are influenced
by the students’ grade. The representations of the functional relationships in high school are more
diverse in structure.

Keywords: generalization, algebraic thinking, functional relationships, representations of
generalization

INTRODUCCION

En los ultimos afios la investigacion centrada en el pensamiento algebraico revela que las dificultades
que muestran los estudiantes en primaria son similares a las de los estudiantes de secundaria (e.g.,
Warren, Trigueros y Ursini, 2016). Asi mismo, destacan la generalizacion, su representacion, el
sentido de variabilidad y la relacion que se puede establecer entre variables como elementos clave
para promover el desarrollo del pensamiento algebraico de los estudiantes (Radford, 2018; Warren
et al., 2016). Se sugieren estos elementos como dimensiones a incorporar en el curriculo desde los
primeros cursos (Kaput, 2008). En esta linea, el enfoque funcional del algebra comprende la
generalizacion y la representacion de relaciones entre cantidades covariantes asi como el
razonamiento con estas (Blanton, Levi, Crites y Dougherty, 2011).
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estudiantes de primaria y secundaria (11-13 afos) en una tarea funcional. En Diago, P. D., Yanez D. F.,
Gonzalez-Astudillo, M. T. y Carrillo, D. (Eds.), Investigacion en Educacion Matemdtica XXIV (pp. 613 —
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Dentro de la investigacion en pensamiento algebraico es fundamental la generalizacion y, en
consecuencia, la representacion de la generalizacion y las estrategias para generalizar (Kaput, 2008;
Morales, Cafiadas, Brizuela y Gomez, 2018; Radford, 2018). Estudios sobre la generalizacion revelan
una extendida dificultad en los estudiantes para emplear estrategias adecuadas para generalizar (e.g.,
Moss y Beatty, 2006; Stacey, 1989). Las estrategias funcionales que abordan el establecimiento de
una relacion entre las variables destacan como las mas utiles y eficaces para generalizar (e.g., Amit
y Neria, 2008; Zapatera Llinares, 2018).

La literatura evidencia la capacidad de estudiantes de primaria y primeros cursos de secundaria para
generalizar, usar estrategias funcionales y emplear representaciones variadas. Investigaciones en el
enfoque funcional del early algebra evidencian las capacidades de estudiantes de primaria sin
formacion algebraica previa. Torres, Cafiadas y Moreno (2019) identifican que estudiantes de
segundo curso de primaria (7-8 afios) reconocen estructuras y son consistentes en su empleo en casos
particulares, aunque no siempre las generalizan. Los investigadores destacan que los estudiantes
emplean representaciones verbales y numéricas en sus respuestas. Urefia et al. (2019) evidencian que
estudiantes de cuarto curso (10-11 afos), sin instruccion previa, usan distintas representaciones al
generalizar (e.g., numérica, verbal y simbolica) y se mueven entre ellas. La distincion entre las
representaciones radica en el modo en que expresan implicita o explicitamente la relacion funcional
que se reconoce entre las cantidades de las variables implicadas. Pinto y Canadas (2017, 2019)
muestran que estudiantes de tercer y quinto curso (8-9 y 10-11 afios, respectivamente) generalizan
relaciones funcionales, principalmente por medio de lenguaje natural, y observan que los mayores
fueron mas consistentes en el empleo de una estructura en su trabajo. Radford (2018), en un estudio
longitudinal desde segundo curso (7-9 afos) hasta séptimo (12-13 afos), destaca la variedad de
sistemas semidticos (e.g., gestos, lenguaje natural, simbolos) en la generalizacion. Con alumnos de
sexto a octavo curso (10-15 afos), Akkan (2013) observé que los estudiantes menores usaron mas
representaciones verbales en sus generalizaciones, a diferencia de los de cursos superiores, donde
emplearon mas simbologia algebraica. Otros estudios en early algebra, muestran que, con instruccion,
escolares desde los primeros cursos de primaria son capaces de identificar variables y la dependencia
entre estas, progresar en el uso de representaciones conforme aumenta el curso, asi como representar
y generalizar diferentes relaciones funcionales (e.g., Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey y Newman-
Owens, 2015; Blanton y Kaput, 2004).

En este estudio tenemos como objetivo analizar las representaciones de estudiantes de ultimo curso
de primaria y primeros cursos de secundaria al generalizar en una tarea que involucra una relacion
funcional. Las producciones de estos alumnos permitiran evidenciar como la formacion algebraica y
experiencias educativas que han recibido influyen en su representacion de la generalizacion. Estos
estudiantes no han recibido formacion algebraica previa a la educacion secundaria. Analizamos las
respuestas de un grupo de estudiantes que se presentan a resolver una prueba para ingresar a un
programa de talento matematico.

MARCO CONCEPTUAL

Este trabajo se centra en el pensamiento funcional, reconocido como uno de los componentes del
pensamiento algebraico (Warren y Cooper, 2005). El pensamiento funcional comprende la
manipulacion, generalizacion y representacion de relaciones entre cantidades que covarian (Blanton
et al.,, 2011). Nos centramos en la generalizacion considerada como el corazon del pensamiento
algebraico (Kaput, 2008), para describir las representaciones de generalizacion de los estudiantes.

En este contexto se distinguen tres tipos de relaciones funcionales: (a) de recurrencia, que atiende a
la variacion de los valores asociados a una sola de las variables, los cuales se obtienen a partir de
otros valores de la misma variable determinados previamente, (b) correspondencia, que aborda la
correlacion entre pares de valores correspondientes asociados a la variable independiente y la
dependiente y (c) covariacion, que implica el analisis de como el cambio en una variable afecta a la
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otra (Smith, 2008). Las relaciones de correspondencia representadas o utilizadas por los alumnos
pueden ser caracterizadas en términos de su estructura, que hace referencia a como se organiza y
expresa la regularidad entre las variables (Pinto y Canadas, 2017).

Diferentes concepciones de generalizacion coinciden en el reconocimiento de la regularidad, la
generacion de nuevos casos y su representacion. Segun Polya (1989), generalizar consiste en generar
nuevos casos con base en la regularidad de un conjunto de elementos. Radford (2018), en la
generalizacion algebraica, involucra también la elaboracion de una expresion que represente a todos
los elementos. Stephens, Ellis, Blanton y Brizuela (2017) distinguen la generalizaciéon como proceso
o producto, donde el producto seria el resultado de alguno de tres procesos: (a) la identificacion de
una regularidad en un conjunto de elementos, (b) extender el razonamiento mas alla de los casos
originales o (c) la ampliacion de los resultados desde casos particulares.

En el contexto funcional de este trabajo, consideramos la generalizacion de una relacion funcional
como la identificacion y representacion de la regularidad subyacente a la tarea extendiendo el
razonamiento mas alla de los casos en los que fue originado (Urefia et al., 2019). Las representaciones
de la generalizacion son un componente medular de la generalizacion (Kaput, 2008; Radford, 2018),
y hacen referencia a como la generalizacion es manifestada y representada.

METODOLOGIA

El estudio es descriptivo y exploratorio. Intencionalmente participan 313 estudiantes: 33 estudiantes
de sexto curso de primaria (6EP), 167 de primer curso de secundaria (IESO) y 113 de segundo curso
de secundaria (2ESO). Los estudiantes resuelven un cuestionario de cinco tareas como prueba de
ingreso a un programa de estimulo de talento matematico. Trabajamos con estos alumnos al
presuponerse una actitud positiva hacia la matematica y mayor habilidad para generalizar,
permitiendo obtener informacion directa sobre las representaciones de generalizacion que
manifiestan. Analizamos aqui las respuestas a la primera tarea que implica la generalizacion de una
relacion funcional lineal.

Para el andlisis de la informacion y la presentacion de los resultados, cada estudiante fue designado
por la letra E y un numero del 1-313 asi como un subindice numérico (6=6EP, 1=1ESO, 2=2ESO)
que refiere al curso. Por ejemplo, el estudiante E110; refiere al estudiante nimero 110y esta en 1ESO.

Tarea propuesta

La tarea (Figura 1) solicita a los estudiantes determinar la cantidad de cuadrados que se pueden formar
habiendo marcado unos puntos que hacen de vértices. Esta tarea sigue una organizacion inductiva, es
decir, va de los casos particulares (3, 4 y 100 dias) al general (n dias), e invita a los estudiantes a
generalizar la funcion y=4x-6, que se establece entre el nimero de dias (variable independiente) y la
de cuadrados que se pueden formar (variable dependiente).

Un agricultor se dispone a sembrar semillas de patatas en su terreno. @
El primer dia, el agricultor siembra tres semillas en linea recta separadas 1 metro O
entre cada dos consecutivas (como se indica en la figura de la derecha).
El segundo dia, vuelve a sembrar otras tres semillas en una linea paralela a la G @
anterior a distancia 1 metro y también a distancia 1 metro entre cada nueva |1m
semilla. O @

Tras la siembra del tercer dia, el campo queda de la siguiente forma: (D—(D

im

Figura 1. Tarea propuesta
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Analisis

Analizamos las respuestas de los estudiantes a la tarea distinguiendo si evidencian o representan la
generalizacion, en qué casos lo hacen y qué representacion emplean. Las unidades de andlisis son las
respuestas a las preguntas para los casos 3 y 4, 100 y n, independientemente de si estas son correctas
o incorrectas. Para analizar las representaciones de generalizacion de los estudiantes partimos de las
categorias de representaciones de generalizacion definidas por Urefia et al. (2019) (numérica, verbal
y simbolica) de las cuales seleccionamos las manifestadas por nuestros participantes. Distinguimos
por tanto los siguientes casos segun si el estudiante:

(a) No representa la generalizacion ni da evidencias de haber identificado ninguna regularidad en
los casos particulares trabajados.

(b) No representa la generalizacion, pero si da evidencias de haber identificado cierta regularidad
en los casos particulares trabajados. En estos casos los estudiantes expresan sus respuestas
con representaciones numeéricas.

(c) Representa la generalizacion: el estudiante representa una regla que relaciona las cantidades
indeterminadas involucradas. Diferenciamos dos casos:

a. Representaciones verbales de la generalizacion: la regla general es representada por medio
de lenguaje natural que refiere a las cantidades indeterminadas relacionadas.

b. Representaciones simbolicas de la generalizacion: la regla general es representada
utilizando simbolismo algebraico como representacion de las cantidades indeterminadas.

RESULTADOS

Las generalizaciones de los estudiantes tienen lugar en las respuestas a las preguntas vinculadas a los
casos 100 y n. La tabla 1 presenta estos datos distinguiendo el curso de los estudiantes, los casos en
que representan la generalizacion y el tipo de representacion empleada.

Tabla 1. Representaciones de generalizacion por caso y curso

Cason Cason Cason Cason
No representa ni No representa  Representacion ~ Representacion
identifica pero identifica Verbal Simbolica Total
Curso Caso 100 No representa ni identifica
6EP 0 0 1 0 1
1ESO 0 0 0
2ESO 0 0 0 1 1
Caso 100 No representa pero identifica
6EP 1 0 1 0 2
1ESO 0 0 0 7 7
2ESO 1 0 0 7 8
Caso 100 Representacion Verbal

6EP 4 0 1 2 7
1ESO 7 0 7 10 24
2ESO 1 0 4 10 15

Caso 100 Representacion Simbolica
6EP 1 0 0 0 1
1ESO 0 0 0 4 4
2ESO 0 0 0 2 2

Un total de 11 (de 33) estudiantes de sexto de primaria, 38 (de 167) de primero de secundaria y 26
(de 113) de segundo de secundaria identifican cierta regularidad o representan la generalizacion
estableciendo una relacion funcional entre dos variables. Los casos en que el estudiante no representa,
pero si identifica una regularidad se dan so6lo en el caso 100 y principalmente en secundaria. Los
estudiantes relacionan las cantidades concretas asociadas a las variables haciendo uso de una
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regularidad derivada de las soluciones a los primeros casos particulares. Por ejemplo, E85; responde
que se forman 98 + 99 - 2 = 296 cuadrados, es decir, emplea la relacion funcional (n-2)+(n-1)x2.
La mayoria de estos estudiantes representan la generalizacion simbdlicamente en el caso n.

En lo que respecta a las representaciones de generalizacion, distinguimos diferencias segun el caso al
que dan respuesta los estudiantes. En el caso 100 la representacion de generalizacidon mas comun en
todos los cursos es la verbal (Tabla 1). Llama la atencion que las representaciones de generalizacion
mas frecuentes son de la forma “cada dia aumenta en 3 cuadrados” o similares, en las que expresan
una regularidad general de tipo recursivo. Sin embargo, al analizar de forma global sus respuestas a
la tarea, las relaciones funcionales generalizadas son de correspondencia. Dichas relaciones en
ocasiones presentan estructura multiplicativa de la forma 3n o andlogas (observadas en mayor
cantidad en secundaria), pero también apreciamos relaciones funcionales con estructuras mas
complejas. Por ejemplo, en sexto curso, El¢ generaliza verbalmente “cada dia se afiaden 3” y emplea
la relacion funcional de correspondencia 3(n-4)+8 tomando como base 8 cuadrados que se forman en
4 dias (Figura 2). Analogamente, E20s reconoce que “cada dia se forman 2 cuadrados de Im”y 1 de
4m® y obtiene un total de 96*3=288 cuadrados. En secundaria, las representaciones verbales de
generalizacion son similares, aunque reconocemos algunas que se ajustan mas a la estructura de la
relacion funcional implicita en sus producciones. Ejemplificando, E210,, quien reconoce todos los
cuadrados posibles, afirma que “cada dia que pasa se pueden formar 4 cuadrados mas. Le restamos
dos porque el segundo dia s6lo se pueden formar dos cuadrados, dos menos que cuatro. Luego le
quitamos 4 porque el primer dia no se forma ninguno”. El emplea la relacion funcional de
correspondencia 4n -2 -4, generalizada simbolicamente en el caso n. E98; plantea que en 100 dias
hay “x=2+98*3=296 porque me he dado cuenta de que cada dia hay tres cuadrados mas que el dia
anterior, entonces he pensado que como hay 2 cuadrados en 2 dias habra que sumarle 3 durante 98
dias”. En el caso n también son evidenciadas representaciones verbales de generalizacion parecidas
a las descritas en el caso 100, principalmente en sexto curso de primaria.

e b ncaide 320V IRV T

Figura 2. Respuesta de Elg, caso 100

En el caso n la representacion de generalizacion méas comin en secundaria es la simbolica (Tabla 1),
donde los estudiantes representan relaciones funcionales de correspondencia con estructuras
diferentes utilizando la letra propuesta (n). Distinguimos dos formas de representacion simbolica de
la generalizacion segin si involucran términos generales a modo de variables o simbologia
alfanumérica. Ambas casuisticas se observan en sexto de primaria en los dos casos 100 y n, mientras
que en primero de secundaria solo se aprecia en el caso 100. Las relaciones funcionales representadas
en sexto de primaria son sencillas y tienen principalmente una estructura multiplicativa, a pesar de
que en el caso 100 usan otras estructuras (acorde con su trabajo en los casos previos). El¢ por ejemplo
pasa de la representacion verbal (Figura 2) a simbdlica en el caso n, y cambia la estructura de la
relacion funcional que identifica. En el ultimo caso ¢l escribe que se forman (n*3) cuadrados. En el
caso 100 sobresale un estudiante que plantea simbolicamente la relacion Solucion=N° de dia*3,
involucrando términos generales como variables. En secundaria, por otro lado, son expresadas
simbolicamente generalizaciones con estructuras mas diversas, coherentes con las empleadas por los
mismos estudiantes en los casos anteriores de la tarea. Por ejemplo, E292, anota la relacion 2n+(n-4)
de acuerdo a la tabla que elabora previamente (Figura 3). Otros estudiantes escriben las siguientes
expresiones simbolicas: 2(n-1)+n-2 (E272,), n*3-4 (E208;) o (n-2)+(n-1)*2 (E8S5)), entre otras.
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Figura 3. Tabla de E292,, caso 100

La tabla 1 también muestra un contraste entre las representaciones de generalizacion de los
estudiantes de primaria y secundaria. Los alumnos de sexto curso por un lado representan la
generalizacion mayoritariamente en el caso 100 y principalmente de forma verbal. Solo tres alumnos
generalizan en ambos casos 100 y n. Partiendo de la representacion verbal de la generalizacion en el
caso 100, uno de ellos mantiene la representacion verbal en el caso n y los otros dos cambian a la
representacion simbdlica. Por otro lado, en secundaria sobresale una mayor representacion simbodlica
de la generalizacion en el caso n. También destaca el paso de la identificacion de la regularidad o la
representacion verbal de la generalizacion a la representacion simbolica entre el caso 100 y n. Y
mientras que en secundaria una disminuida cantidad de estudiantes representa simbolicamente la
generalizacion en ambos casos, en primaria esto no ocurre.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este trabajo describimos las representaciones de la generalizacion, en un contexto funcional,
manifestadas por estudiantes que finalizan la educacion primaria y estudiantes que inician su
formacion algebraica formal en secundaria. Aportamos una reorganizacion de las representaciones
de generalizacion en contextos funcionales definidas por Urena et al. (2019).

Tanto en primaria como en secundaria las representaciones de generalizacion evidenciadas son
verbales o simbolicas. Entre primaria y secundaria cambian las estructuras de las relaciones
funcionales y la coherencia entre la representacion de generalizacion y la relacion funcional usada.
No identificamos grandes contrastes en las estructuras de las relaciones funcionales o las
representaciones de generalizacion empleadas por los estudiantes de los dos cursos de secundaria. St
observamos que, si bien los estudiantes de sexto curso usan en el caso 100 relaciones funcionales
acordes con una regularidad derivada de los casos previos, es principalmente en secundaria donde en
el caso n los estudiantes representan de forma general (principalmente simbodlicamente) las relaciones
funcionales empleadas. El trabajo permite concluir que, si bien el establecimiento de relaciones
funcionales no se ve influenciado por la edad y formacion de los estudiantes, las representaciones de
generalizacion si probablemente como consecuencia de la formacion algebraica recibida por los
alumnos de secundaria. En concordancia con mas investigadores (e.g., Akkan, 2013; Radford, 2018),
apreciamos que conforme aumenta el curso mejora el rendimiento de los estudiantes para generalizar
y representar.

Algunos estudiantes, mayoritariamente de secundaria, no representan la generalizacion en el caso 100
y si en el caso n, dando incluso una representacion simbolica de la relacion funcional identificada.
Las respuestas de estos estudiantes al caso 100 sugieren la identificacion de una regularidad que,
aunque no es representada, queda expresada implicitamente mediante las expresiones numéricas
utilizadas. Interpretamos que este resultado se debe a la naturaleza numérica de la cuestion planteada.
En consecuencia, destacamos la necesidad de proponer cuestiones generales a los estudiantes que
demanden explicitamente la generalizacion para favorecer la expresion de la misma.

La representacion verbal de generalizacion es observada principalmente en el caso 100. Coincidimos
con otros trabajos (e.g., Akkan, 2013; Pinto y Cafadas, 2017, 2019; Torres et al., 2019) en reconocer
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la inclinacion de los estudiantes de primaria a usar la representacion verbal en sus generalizaciones.
Esto se puede deber a que no han sido introducidos al uso del simbolismo algebraico. Por otro lado,
en esta forma de expresar la generalizacion apreciamos en todos los cursos una tendencia a referir al
incremento constante entre los casos, sugiriendo la identificacion de una relacion funcional recursiva,
y que, sin embargo, se ha vinculado con el empleo de relaciones funcionales de correspondencia con
estructuras diversas. Este hallazgo evidencia la falta de precision de las expresiones verbales de los
estudiantes. Coincidimos con Barbosa et al. (2012) en la necesidad de proveer oportunidades a los
estudiantes para que desarrollen y ejerciten la comunicacion y expresion verbal de sus ideas.

La representacion simbolica de la generalizacion es exhibida en el caso n y principalmente en
secundaria como consecuencia de su familiaridad en el uso de letras. Este hallazgo evidencia ademas
mayor habilidad de los estudiantes de secundaria para ir mas alld del uso de una relacioén funcional
hacia su representacion general simbolica. Por otro lado, identificamos representaciones simbdlicas
que no soélo involucran simbolismo algebraico convencional y que han permitido la representacion
estructurada de relaciones funcionales. Como en otros trabajos, reconocemos la variedad de
representaciones que validan el pensamiento algebraico de los estudiantes (e.g., Amit y Neria, 2008;
Kaput, 2008; Radford, 2018; Urefia et al., 2019).

Llama la atencion que, aunque se podrian presuponer habilidades matematicas de los participantes
para generalizar, la mayoria de estudiantes no generaliza, incluso en secundaria habiendo sido
introducidos al algebra. Contrastando nuestros resultados con estudios previos en el marco de la
propuesta early algebra (e.g., Blanton y Kaput, 2004; Blanton et al., 2015), reconocemos capacidades
iguales o superiores en estudiantes de edades inferiores. Valoramos que una limitada experiencia de
nuestros participantes con practicas algebraicas desde los primeros cursos escolares puede haber
limitado sus producciones. En linea con la promocion del pensamiento algebraico de los estudiantes
y la habilidad de generalizacién en contextos funcionales, los resultados sugieren la pertinencia de
(a) facilitar a los estudiantes situaciones que impliquen la generalizacion de relaciones funcionales
con estructuras diversas que a su vez exijan un uso razonado de estrategias diferentes para generalizar
e (b) invitar a la manipulacion y representacion de cantidades indeterminadas, asi como de las
relaciones entre estas por medio de distintos tipos de representaciones.
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