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Resumen

En este trabajo estudiamos la opcidon de afrontar la ensefianza-aprendizaje
de la probabilidad desde percepciones equiprobables y no equiprobales, optando
con ello por introducir al alumno en el mundo de la aleatoriedad desde diversas
concepciones de la probabilidad, sin olvidar la concepcion subjetiva. Se
comparan las respuesta que alumnos de secundaria dan en estas dos situaciones
aleatorias, a fin de detectar diferencias apreciables en sus juicios estocasticos.
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Abstract

In this work we observe the teaching - learning of probability from
equally likely and not likely, this opting to introduce students to the world of
randomness from various conceptions of probability, not forgetting the
subjective. Comparing the response to high school students in these two
situations random, in order to detect significant differences in their judgments
stochastic.
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Descripcion de la muestra de alumnos y del test de entrevista

Esta investigacion se pasO a cuarenta y cinco alumnos de tercer curso de
Educacion secundaria, con una distribucion de treinta nifios y quince nifas, y
con notas medias en matematicas de bien alto. La facil disponibilidad de acceso
a estos alumnos motivo su eleccion. Se uso el simulador Box Model disponible
como applet en la pagina Web del NCTM.

El test que se uso consta de tres items, uno sobre situaciones no simétricas
0 no equiprobables y otros dos de simétricas o equiprobables. Iniciamos la
investigacion proponiendo a los alumnos que simulen un suceso aleatorio en
situacion de no equiprobabilidad, para ello se les informa de este tipo de
situaciones, que se pueden dar por ejemplo cuando en un dado se nota que una
tiene mas peso que las otras y por lo tanto al lanzar muchas veces el dado esta
cara con mas peso es la que sale mas veces y ademas se les indic6 que estos
hechos suceden en la vida cotidiana, aunque raras veces.

Una vez que se les informa de estas situaciones, se pasa a explicar como
se puede simular estas situaciones con el Box Model y se les propone que
contesten al primer item que tiene varios apartados: en el primero se les sugiere
que usando el simulador hagan diez veces la simulacion no equiprobable, con un
sesgo del 60 % y anoten los resultados. Con estos resultados han de estimar el
resultado de otra posible simulacion al aumentar a sesenta el nimero de
simulaciones a realizar. En apartados posteriores se intenta conocer el
pensamiento del entrevistado sobre posibles resultados distintos del valor
esperado en pequeiias y grandes simulaciones.

En los dos siguientes items presentamos situaciones diferentes a las
anteriores para estudiar si los alumnos ven caracteristicas aleatorias en los

sucesos propuestos, que realicen simulaciones y que propongan posibles
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resultados aleatorios, diferenciando situaciones aleatorias con grandes y con
pequeias pruebas, todas ellas en situacion de equiprobabilidad.

Asi, en el item 2 se deben simular diez lanzamientos con monedas
correctas, anotar los resultados y recontar el nimero de caras y cruces a fin de
darles un primer paso para enjuiciar sobre situaciones aleatorias y deterministas,
posteriormente se propone que comparen estos recuentos de caras y cruces con
los de su compafiero y que propongan un posible resultado en un siguiente
lanzamiento.

En el item 3 se trata de diferenciar los supuestos lanzamientos realizados
por el alumno con los resultados de la simulacion. Se proponen varias preguntas
que les permiten dar unas posibles pautas para analizar esas situaciones
aleatorias.

Se han propuesto actividades de simulacion aleatoria a fin de familiarizar
a los alumnos con el mundo de la realidad a través del dominio pseudo- concreto
y que puedan con ello crear su mundo teodrico, en el sentido empleado por

Countinho (2001)

Estudio de los resultados de la prueba

Lanzamiento de monedas sesgadas

Estas situaciones aleatorias no simétricas han sido generalmente poco
tratadas en la ensefianza secundaria y hemos encontrado pocos trabajos al
respecto en investigaciones anteriores en estos niveles educativos. Los alumnos
a los que se les paso la entrevista estaban en un periodo cognitivo en el que las
operaciones formales deberian estar supuestamente ya iniciadas, por lo que
deberian conocer el concepto razon, poseer habilidades de conteo e inicio de

habilidades combinatorias. La comprension de la probabilidad deberia estar
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iniciada como limite de las frecuencias relativas principalmente en sucesos
equiprobables desconociendo el concepto de sesgo y de probabilidades no
simétricas.

Por todo ello hubo que explicar a los entrevistados el concepto de sesgo,
aclararle como podria suceder esto con monedas y la rareza de este hecho con

monedas normales en la vida cotidiana.

ITEM 1
1.0.- Simula el lanzamiento de la moneda sesgada con el Box Model (60 % de

posibilidades de cara), haces 10 lanzamientos y anota los resultados.

Los resultados de las simulaciones hechas por BM con los 45 sujetos dan
unos resultados de 36 sujetos que anotan resultados entre cinco y siete caras,
habiendo un sujeto que no ha sabido hacer bien la trascripcion de resultados y
ocho que trascriben en sus resultados cantidades distintas a los valores tedricos

esperados segun el sesgo dado.

1.1.- ;Cual seria, aproximadamente, el numero de caras si la lanzamos 60 veces?

Seglin esto se pregunta en el siguiente apartado si prevén el posible
resultado al hacer la simulacion 60 veces, obteniéndose los resultados de la tabla
1, donde se han agrupado los valores entre 35 y 40, de las respuestas cercanas al
valor teorico esperado, segun el sesgo del 60 por ciento de salir una cara. Con
estas respuestas podemos suponer que les parece poco relevante las condiciones
dadas en los enunciados anteriores y presente. Podemos creer que la mayoria de
los entrevistados presta poca atencion a la proporcionalidad del sesgo dado o
que no saben establecer una relacion entre las pequefias muestras (10
extracciones) y las grandes (60 extracciones). Quizds utilicen estrategias
mentales de pensamiento y resoluciéon que no tengan en cuenta las condiciones

enunciadas en el item.
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Percepcion Posible nimero Frecuencias | Porcentaje
del sesgo de caras
~ 60O 5<N°Caras <6 36 80 %
Item | S€s80 ~ 60 %
1.0 o N° Caras <5 9 20 %
Sesgo 7 60 % 6 < N° Caras
~ £0) 0 35 <N°Caras < 40 9 20 %
Item | S€sg0 ~ 60 %
1.1 o N° Caras <35 36 80 %
Sesgo# 60 % 40 < N° Caras

Tabla 1.- Comparacion de respuestas a items 1.0y 1.1

Observamos la diferencia que percibe la mayoria de los entrevistados
entre los posibles resultados en las pequeiias muestras (item 1.0) y las grandes
muestras (item 1.1). En las pequefas si que perciben las condiciones de sesgo de
la moneda indicada en el enunciado, en contra de lo enunciado en las grandes
muestras (item 1.1) donde dan respuestas totalmente distintas a lo enunciado en

este item y despreciando el sesgo que tiene la moneda.

1.2.- Si lanzamos una vez mas esta moneda y sale una cruz, ;qué conclusion
obtendrias?

En las respuestas dadas por los alumnos, que mostramos en la tabla 2,
hemos agrupado a mas de la mitad en el argumento “es posible ese resultado”,
argumento este que engloba a respuestas variadas como por ejemplo: esta bien
simulado aunque salga eso; es normal porque han salido ya muchas caras. Con
ello podriamos deducir que hay una gran mayoria que entienden que en estas
simulaciones se puede esperar cualquier resultado debido a su variabilidad. A
estas respuestas podriamos afiadir las dadas en el argumento “a) se debe a la
influencia del azar”, lo que agruparia a un total del 75.6 % de sujetos que no

extrafian este posible resultado.
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Argumento Frecuencias | Porcentaje
a) Se debe a la influencia del azar 9 20
b) Que han hecho trampa 3 6.7
c) Respuesta absurda 6 133
d) Por que hay posibilidad 25 55.6
f) Blanco 2 4.4

Tabla 2 - Argumentos de respuesta al item 1.2

1.3.- ;Y si la lanzamos 10 veces y obtenemos 4 cruces?

Los resultados a esta pregunta los mostramos en la tabla 3, en la que
vemos que al comparar los resultados de este item con los del anterior vemos
ciertas discrepancias, por ejemplo ha aumentado el numero de sujetos que
atribuyen ese posible resultado a haber hechos trampas, parece que no pueden
imaginar que salgan cuatro cruces en diez lanzamientos, con un sesgo en las
monedas del 60%. Otro grupo del 24.4% indica que es posible, dado que “estan
dentro del porcentaje” que se indico en el enunciado (60% caras y 40% cruces).
Si agrupamos éste ultimo con los argumentos “a) se debe al azar” 24.4 % y “d)
porque hay posibilidad” vemos que hay un total del 84.3 % que creen la
posibilidad de ese resultado posiblemente por la presencia del sesgo en la
moneda y hay un grupo significativo que justifican este resultado utilizando

comparacion de razones y proporciones.

Lanzamiento de monedas correctas

Las situaciones aleatorias simétricas o equiprobables se han usado
tradicionalmente para ensefianza de conceptos probabilisticos incluso en los
momentos en los que se hacia una ensefianza teorica desde las primeras etapas
de su aprendizaje. Los alumnos estan mas habituados a tratar con este tipo de

sucesos, monedas, dados, etc supuestamente equilibrados, y en esta fase no estan
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familiarizados con las situaciones no equiprobables, aunque como ya se ha dicho
antes, estos alumnos ya se encuentran en un periodo psicoevolutivo en el que
deben de comenzar a plantearse situaciones no simétricas.

Esta fase del test consta de dos items uno sobre pequefias muestras y otros
sobre muestras mas grandes, a fin de observar las diferencias entre ambas y las

diferencias entre los resultados simulados y los supuestos por los sujetos.

Argumento Frecuencias | Porcentaje
a) Se debe a la influencia del azar 11 24.5
b) Que han hecho trampa 6 13.3
c) Estan dentro del porcentaje 11 24.5
d) Porque hay posibilidad 16 35.5
f) Blanco 1 2.2

Tabla 3.- Argumentos de respuesta al item 1.3

ITEM 2
2.1.- Simula ahora con Box Model el lanzamiento al aire diez veces de una moneda
correcta y anota el resultado en el grafico adjunto. Cuenta y escribe debajo el

numero de caras y cruces obtenidas:

Lanzamiento n°:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de caras:
Numero de cruces:

2.2.- ;Puedes predecir el resultado del siguiente lanzamiento?

Puede que el entrevistado piense que puede predecir el resultado,

utilizando la heuristica de la representatividad y basando su prediccion en la
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"recencia positiva" o "negativa" (Piaget e Inhelder, 1951) o que puede
influenciar el azar, en el sentido descrito en el trabajo de Fischbein et al. (1991).

La argumentacion mas usual dada por los entrevistados es que no se
puede predecir el resultado, lo que hace que un 60 % de los entrevistados
seflalen como caracteristica de los fendmenos aleatorios la impredecibilidad y la
falta de seguridad al predecir el resultado. Algunos, el 6,6 %, argumentan que la
experiencia hace que sepan lo que va a salir, respuesta que esta en la linea del
uso de la heuristica de la representatividad. Unos pocos alumnos solo responden
si 0 no sin justificar sus respuestas y un 17,8 % dan respuestas absurdas como
muestra de la inseguridad en este tipo de experiencias no deterministas lo que

denota su falta de habito en el tratamiento con experiencias aleatorias.

Argumento Frecuencias | Porcentaje
Si/No sin argumentar 5 11.1
No, debido al azar 27 60,0
Si, por experiencia 3 6,7
Respuesta absurda 8 17,8
En blanco 2 4.4

Tabla 4 Argumentos de respuesta al item 2.2

2.3.- Compara tus resultados con los de tu compaiiero. ;Has obtenido el mismo numero
de caras y cruces?

Con el apartado 2.3 queriamos que los alumnos comprobasen la
posibilidad de discrepancia o no en las simulaciones obtenidas por el BM. Es
bastante posible que en muestras pequefias como en nuestro caso, extraer solo
diez monedas, no hubiese igualdad en el nimero de caras y cruces, y asi
sucedi6 segun las respuestas dadas por los alumnos, que indicaron la falta de

concordancia en los resultados obtenidos. De cuarenta y cinco, uno no respondid
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y del resto cuarenta y uno indicaron que habia diferencia en el nimero de caras

y cruces con su comparfiero.

Igual n° de caras | Frecuencias | Porcentaje

No 41 91.1
Si 3 6.7
Blanco 1 2.2

Tabla 5 Respuesta al item 2.3

Estas experiencias, que deben hacerse con bastante asiduidad en la
ensefianza en estos niveles, probardn que estos resultados son habituales en
pruebas pequeiias y que a la larga se estabilizard, dando mas confianza al

alumno en el tratamiento del azar a estos niveles educativos.

2.4.- Cuenta y anota el numero de caras seguidas que te han salido. ;Qué opinas de este

resultado?

Con este apartado queremos comprobar los juicios sobre las posibles
rachas y sus longitudes. En este item se han producido los siguientes resultados
en los 45 sujetos entrevistados: 30 veces la racha CC, 11 veces la racha CCC, 7
veces la racha CCCC, 4 veces la racha CCCCC y una vez la racha CCCCCC.

Los argumentos dados son los expresados en la tabla 6. Si comparamos
los resultados de estos juicios con los obtenidos en el item 1.3, con una moneda
con sesgo del 60 % y en el que supone que ha habido una racha de cuatro cruces
seguidas, observamos que hay cierta similitud en las respuestas dadas en ambos
items, con ciertas diferencias sobe todo en el argumento “es el porcentaje”, que
lo usan mas en el item de las monedas sesgadas (11 sujetos) que en las

equilibradas (2 sujetos), posiblemente influenciados por el porcentaje de sesgo
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de la moneda. Pero estos datos resaltan mas si se analizan los porcentajes de
cada uno de ellos y no se atiende a las frecuencias sobre una muestra

relativamente pequefia.

Argumento Frecuencias | Porcentaje
Se debe al azar 13 29
Hay trampas o fallos de la moneda 7 16
Por la probabilidad 20 443
Blanco o absurda 3 6,7
Es el porcentaje 2 4

Tabla 6 Argumentos de respuesta al item 2.4

Asi podemos ver que, salvo este argumento anteriormente tratado, el resto
de argumentos tiene un peso porcentual bastante mayor para las monedas

equilibradas que para las sesgadas, como podemos apreciar en la tabla 7.

Porcentajes | Porcentajes
Argumento del item del item

1.3 24
Se debe al azar 24.5 29
Hay trampas o fallos de la 13.3 16
moneda
Por la probabilidad 35.5 443
Es el porcentaje 24.5 4
Blanco o absurda 2.2 6.7

Tabla 7. Comparacion de argumentos de los item 1.3y 2.4

Podriamos indicar que hay mas inclinacion a aceptar los resultados de la
moneda equilibrada que los de la sesgada, fidndose mucho maés de los resultados

de la primera que los de la que tiene sesgo.
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ITEM 3

3.1.- Abajo tienes dos filas de cuadriculas. En la primera de ellas escribe 20 resultados
sin realizar realmente el experimento. En la segunda mitad utiliza Box Model y
simula el lanzamiento de una moneda correcta 20 veces y escribe los resultados

obtenidos. Pon C para cara y X para cruz.

3.2.-;Piensas que son parecidos los resultados reales (con Box Model) y los inventados
por ti?
3.3.- ;Como podriamos comparar las dos secuencias?

Con estas dos primeras cuestiones intentamos que comparen Ssus
resultados con los del BM, vean si hay diferencias y a qué se pueden deber. En
principio una gran mayoria (66.7 %) indica que ambos resultados son muy
parecidos, frente al 31.1 % que no encuentran parecido entre ambas sucesiones.

Para comparar los resultados obtenidos en ambas sucesiones un reducido
grupo (6 sujetos) propone comparar la igualdad de ambas secuencias, viendo
una por una la coincidencia de los resultados, por otro lado la mayoria (36
sujetos) se inclina por comparar los resultados contando el numero de caras de
ambas secuencias para ver si coinciden estos numeros, intentando con ello
justificar su juicio con la simetria de los posibles resultados y la tendencia a la

probabilidad tedrica, hechos tedricos que los alumnos no conocen aunque parece

que intuyen.

Frecuencia | Porcentaje Frecuencia | Porcentaje

Parecidos Comparan
30 66.7 globalmente 36 80

No Comparan
parecidos 14 311 una a una 6 13.3
Blanco 1 2.2 Blanco 3 6.7
Tabla 8.- Frecuencias de las respuestas Tabla 9.- Frecuencias de las respuestas

al apartado 3.2 al apartado 3.3
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3.4.- Compara el numero de caras de las dos secuencias.

Después de estas dos preguntas se les propone que comparen ambas
sucesiones como se hace en el item 2.1, contando el nimero de caras a fin de
que tras ellas emitan su juicio. En investigaciones posteriores, con el mismo
grupo de alumnos, se sugieren otras opciones de comparacion de los resultados
para apreciar la mejor la aleatoriedad de la prueba.

Aunque parece sencilla, observamos que tienen cierta dificultad en la
realizacion de estas comparaciones. Hay mas sujetos que no responden a estas
cuestiones que en los items anteriores (hay 4 que la dejan en blanco), pensamos
que por no saber como hacerlo. Por otro lado en esta comparacion del nimero
de caras hay mas de la mitad (26 sujetos) que saben hacer la comparacion, y
una gran mayoria (15 sujetos) que, pese a la facilidad de la pregunta, no logran
contestar bien. Puede que no sepan como comparar esas caras, si comparar una a

una ambas sucesiones o hacerlo globalmente.

Frecuencia | Porcentaje

Bien comparado 26 57.8
Mal comparado 15 33.3
Blanco 4 8.9

Tabla 10.- Frecuencias de las respuestas en el apartado 3.3

Conclusiones

Tras detectar la necesidad de modificar la metodologia de ensefianza —
aprendizaje en estocastica elemental, hicimos una propuesta de ensefianza en
situaciones de simulacion para sucesiones de Bernoulli, observando las
concepciones previas, compararlas con las que podian tenerse tras haber

trabajado en simulaciones de hechos aleatorios con el simulador y analizar si los
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sujetos encontraban diferencias en simulaciones con sucesos equiprobables y no
equiprobales.

En principio creimos que los alumnos encontrarian dificultad en el uso del
simulador informadtico, pero no se detectd ninguna, aunque si vimos dificultades
en el léxico probabilistica elemental y usual en ese nivel educativo, como se
deduce de las dificultades en sus explicaciones o en los razonamientos de sus
respuestas. Parece que prefieren tener un modelo de respuesta a tener que emitir
un juicio, esto se puede deber a la influencia de la parte determinista de la
matematica.

En cuanto a las caracteristicas de los hechos aleatorios, saben de su
existencia, pero existe el criterio casi general de que pueden influir en ellos,
alterar los posibles resultados e incluso “manejarlos”, se percibe pues la
presencia de la falacia del jugador.

Sobre los resultados con monedas sesgadas, se presentan como monedas
que se saben tiene esta caracteristica y no como deduccion tras haber hechos un
numero limitado de lanzamientos.

Pero, independientemente de esta aclaracion, no hay evidencia explicita
de que sepan diferenciar monedas sesgadas de correctas, existiendo la
posibilidad de que solo comprendan la presencia de le equiprobabilidad en sus
juicios estocasticos, aunque se observa que se fian mas de los resultados, las
propuestas de actividades con monedas normales o equilibradas a los de las
monedas sesgadas. Podriamos decir que estan mas acostumbrados a confiar en la
equiprobabilidad o “regularidad” que en otras situaciones.

Por ello podemos decir que debido a la dificultad de que en la simulacioén
salgan resultados que se aproximen a la probabilidad tedrica, si no se hacen gran

cantidad de simulaciones y comparaciones sobre un mismo contenido en la
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ensefianza de la estocastica caeremos en falsas expectativas, confusiones, sesgos
y posibles fundamentaciones de falacias futuras.

Todo ello nos da una idea de la dificultad que los alumnos tiene al
enfrentarse con este campo de las matematicas en el que tienen que emitir un
juicio no determinista cuando han estado educados desde pequefios a unas

matematicas concisas y con unas reglas y algoritmos precisos.
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PRUEBA DIFERENCIAL ENTRE SITUACIONES EQUIPROBABLES Y
NO EQUIPROBABLES

ITEM 1
Se supone que la moneda esta sesgada, por ejemplo, cuando la cara tiene un 60
por ciento de posibilidades de salir frente a la cruz con un 40 por ciento.

1.0.- Con el Box Model (modelo de urna) simula el lanzamiento de la
moneda sesgada (60 % de posibilidades de cara), haciendo 10
lanzamientos y anota los resultados.

1.1.- ;Cual seria, aproximadamente el nimero de caras si la lanzamos 60
veces?

1.2.- Si lanzamos una vez mas esta moneda y sale una cruz, ;qué conclusion
obtendrias?

1.3.- ;Y si la lanzamos 10 veces y obtenemos 4 cruces?

ITEM 2

2.1.- Simula ahora con Box Model el lanzamiento al aire diez veces de una
moneda correcta y anota el resultado en el grdfico adjunto. Cuenta y
escribe debajo el numero de caras y cruces obtenidas:

Lanzamiento n°:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Numero de caras:
Numero de cruces:

2.2.- {Puedes predecir el resultado del siguiente lanzamiento?
2.3.- Compara tus resultados con los de tu compatfiero. ;Has obtenido el mismo
numero de caras y cruces?
2.4.- Cuenta y anota el numero de caras seguidas que te han salido. ;Qué opinas
de este resultado?

ITEM 3

(Como piensas que deberian ser los resultados de lanzar una moneda correcta 20
veces seguidas? ;Serias capaz de escribir 20 resultados de lanzar una moneda
correcta (sin lanzarla realmente, sino como ti pienses que debieran salir) de



Equiprobabilidad versus no equiprobabilidad en la ensefianza de la probabilidad

forma que otras personas piensen que has lanzado la moneda correcta en
realidad , ;podria otra persona adivinar que estas haciendo trampa?

3.1.- Abajo tienes dos filas de cuadriculas. En la primera de ellas escribe 20
resultados sin realizar realmente el experimento. En la segunda mitad
utiliza Box Model y simula el lanzamiento de una moneda correcta 20
veces y escribe los resultados obtenidos. Pon C para cara y X para cruz.

3.2.-;Piensas que son parecidos los resultados reales (con Box Model) y los
inventados por t1?

3.3.- {Como podriamos comparar las dos secuencias?

3.4.- Compara el nimero de caras de las dos secuencias.



