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RESUMEN

En este articulo se exponen aspectos centrales de un proyecto de investigacion doctoral en
el que estudiamos el fenomeno didactico denominado reproducibilidad siguiendo la
aproximacion socioepistemologica a la investigacion en Matematica Educativa (Cantoral y
Farfan, 2003), partiendo del tratamiento de la nocion de area al nivel de actividades como
repartir, comparar y reproducir, medir, cuantificar y conservar. Los antecedentes del
estudio se ubican en los resultados de investigaciones realizadas por Piaget, et al., (1970)
vy Kordak y, Potari (2002), Kordaki, (2003). Mostramos ademds un particular diserio de
actividades que involucran a la conservacion del darea en construcciones vinculadas con
regiones planas.
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ABSTRACT

In this paper there are exposed central aspects of a project of doctoral investigation in
which we study the didactic phenomenon called reproductibility following the
approximation socioepistemologica to the investigation in Mathematics Education
(Cantoral & Farfdn, 2003), start from the treatment of the notion of area at the level of
activities like: distributing, to compare and to reproduce, to measure, to quantify and to
conserve. The precedents of the study are located in the results of investigations realized
for Piaget, et to., 1970 and Kordaky y Potari (2002), Kordaki, 2003. We show besides an
individual design of activities that involve to the conservation of the area in constructions
linked with planes regions.

Key Words: socioepistemology, reproductibility of didactical situations, integral defined,
comparison, measurement and conservation of the area.

INTRODUCCION

En esta investigacion estamos interesados en estudiar el fendomeno didactico de
reproducibilidad vinculado a una de las actividades escolares que realiza el profesor, la de
repetir “la misma clase” en diferentes escenarios. Pretendemos abordar dos tipos de
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cuestiones: una relacionada con la busqueda de evidencia empirica sobre la
reproducibilidad de las situaciones didacticas en calculo integral, y la otra relativa al papel
que la nocién de area desempefia en las explicaciones del profesor al explicar el concepto
de integral definida. El estudio estd ubicado al nivel de las historias de clase y de la
comprension de significados. El fendmeno de la reproducibilidad sera explorado con base
en el estudio de procesos de envejecimiento de situaciones de ensefianza, lo que constituiria
el instrumento experimental. Trabajaremos la nocién de integral definida a partir del
tratamiento de la nocién de area al nivel de actividades como: repartir, comparar y
reproducir, medir, cuantificar 'y conservar.

La problematica se ubica en el reconocimiento de las dificultades que muestran los
estudiantes en su intento por alcanzar una adecuada comprension de la integral definida con
base en la explicacion escolar de “area bajo la curva” y en las complejidades que vive la
sesion de clase cuando el maestro intenta comunicar dicha explicacion. Presentacion que
consideramos precisa de un equilibrio entre el desarrollo conceptual de las ideas basicas del
calculo con el manejo apropiado de los algoritmos (Cabafias y Cantoral, 2005a). Resultados
recientes de algunas investigaciones de naturaleza sistematica dan cuenta de las dificultades
entre los estudiantes para comprender los procesos de integracion, atribuidos
fundamentalmente al desequilibrio entre el tratamiento conceptual con el algoritmico. Por
lo que coincidimos con quienes afirman que en el discurso matematico escolar' la
enseflanza del célculo integral privilegia el tratamiento algoritmico a través de las llamadas
técnicas de integracion, en detrimento de la comprension de nociones basicas (Quezada,
1986; Artigue, 1998; Cordero, 2003; Cantoral, 2000).

En nuestra opinidn, consideramos que previo a la definiciéon de integral y al enfoque
elemental de “subdividir y calcular mediante formulas”, se precisa del estudio de la nocion
de area a través de otras actividades que bien pueden ser normadas por practicas de
naturaleza social que viven de por si entre los estudiantes en y fuera del aula. Actividades
que incluyan a la medicion, la comparacion y la conservacion. Se requiere ademas del
dominio de los antecedentes y de ciertas técnicas especificas, de la comprension de las
propiedades como conservacion y medicion bajo ciertas transformaciones, asi como de un
manejo equilibrado entre el desarrollo conceptual con el tratamiento algoritmico. Este
enfoque es el que usamos en el estudio que ahora se presenta, considerando al principio de
conservacion como condicion esencial en la construccion de la nocion de area (Cabanas y
Cantoral, 2005b).

METODOLOGIA DE INVESTIGACION

Como metodologia de investigacion usaremos a la ingenieria didéctica, por su potencia
para la intervencion en el sistema de ensefianza y por su capacidad de permitir evaluar los
disefios mismos de la investigacion. Estudiaremos coémo se reproduce un disefio de

! Constituye una concepcion de ensefianza que esta normada por el contrato escolar y el pragmatismo que se
deriva de éste. Se ejerce la ensefianza-aprendizaje por un lado, considerando a la matematica como un
conocimiento acabado y por el otro, tratando a los conceptos matematicos en la didactica como actos de
repeticion o memorizacion (Cordero, 2003).
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ingenieria didactica sobre la integral definida en la que la explicacion de la integral en el
aula no use exclusivamente las estrategias de medicion del area, sino que emplee recursos
como la comparacion y la medicion mediante transformaciones para dar lugar finalmente a
la medicion de areas.

ANTECEDENTES DEL ESTUDIO

Nuestra investigacion toma como base estudios realizados por Piaget y colaboradores en los
anos 60’s, cuando descubrieron el tipo de nociones que destacan entre los nifios de 8 y 11
afos de edad al tratar con nociones de conservacion y medicion de areas usando materiales
concretos. Afirman por ejemplo, que la nocidon de “conservacion del area” es un asunto
preliminar y fundamental para el entendimiento del concepto “medicion de area”, es decir
que la conservacion antecede a la medicion. Estas ideas se llevaron a cabo en Grecia con
estudiantes de secundaria de 14 afios de edad, Kordaki y Potari (2003) usaron un
micromundo llamado C.AR.M.E. (Conservacion de Area y su Medida) para favorecer el
que los estudiantes construyan, de manera dindmica, sus propias aproximaciones a los
conceptos de conservacion y medicion del area. Exploraron las estrategias de los
estudiantes en relacion al concepto de conservacion de area y su desarrollo mientras
interactuaban con el micromundo; el pensamiento de los estudiantes sobre el concepto de
conservacion de area en triangulos equivalentes y paralelogramos de base comun e igual
altura, y; el papel de las herramientas ofrecidas por el micromundo en relacion con las
estrategias de los estudiantes. El estudio muestra que las herramientas proporcionadas por
el ambiente experimental, estimul6 a los estudiantes a expresar sus propias aproximaciones
del concepto de conservacion de area (Cabanas y Cantoral, 2005a, 2005b). Los resultados
reportados en (Piaget et al., 1970); (Kordaki y Potari, 2002), y; (Kordaki, 2003) con
relacion al estudio del area, fueron usados en el estudio reportado por Cabafias y Cantoral
(2005b) en el que exploraron en estudiantes del tercer semestre de una licenciatura en
Matematicas (19 - 21 afios de edad), en qué medida percibian la nocién de conservacion de
area y la utilizaban en actividades que precisan del empleo de representaciones graficas o
analiticas vinculadas con regiones planas. El disefio de las actividades utilizadas en el
estudio descanso en el empleo de la conservacion del area a diferentes niveles, asi como de
conceptos asociados como medicidon, comparaciéon y conservacion. Encontraron que la
naturaleza de las actividades contribuyd a que en algunos momentos se presentaran
determinados tipos de modelos en el proceso de solucion de las actividades por parte de los
estudiantes. Caracterizaron siete tipos de modelos: algoritmico, de congruencia, de
semejanza, de paralelismo, dinamico, grafico y analitico. El estudio permitio ademas,
obtener una caracterizacion de la conservacion al nivel de: principio, concepto, nocion,
prdctica, y actividad. Asimismo, se percibid que las actividades que comprendieron la
secuencia didactica del estudio estuvieron fundadas mdas en el plano de los objetos
formales, contrario a otras investigaciones.
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EL ESTUDIO DE LA INTEGRAL DEFINIDA DESDE LA APROXIMACION
SOCIOEPISTEMOLOGICA

Nuestro estudio estd basado en la aproximacion socioepistemologica a la investigacion en
Matematica Educativa, aproximacion tedrica de naturaleza sistémica que permite tratar a los
fenomenos de produccion y de difusion del conocimiento desde una perspectiva multiple al
incorporar el estudio de las interacciones entre la epistemoldgica del conocimiento, su
dimension sociocultural, los procesos cognitivos asociados y los mecanismos de
institucionalizacion via la ensefianza. Tradicionalmente las aproximaciones epistemoldgicas
asumen que el conocimiento es el resultado de la adaptacion de las explicaciones tedricas con
las evidencias empiricas, ignorando en sobremanera el papel que los escenarios historicos,
culturales e institucionales desempefian en toda actividad humana. La socioepistemologia por
su parte, plantea el examen del conocimiento socialmente situado, considerandolo a la luz de
sus circunstancias y escenarios sociales (Cantoral y Farfan, 2003, 2004).

Dada su naturaleza sistémica, este enfoque posibilita la articulacion entre la teoria de
situaciones con el estudio de construccion del conocimiento, por lo que el punto de partida
de esta investigacion es el disefio de situaciones didécticas. Presentaremos una vision
alternativa a partir del tratamiento de la nocion de area al nivel de las actividades asociadas,
que son detectadas en las filiaciones entre ensefianza basica y superior cuando tratan con la
integral definida (fig. 1) mediante actividades como:

a) Repartir. Esta actividad se vincula a situaciones de la vida cotidiana en
la que dado un objeto hay que repartirlo equitativamente, ya sea
aprovechando regularidades, por estimacion o por medicion.

b) Comparar y reproducir. Las situaciones tienen que ver con la
comparacion de dos superficies con el fin de determinar como es una
respecto de la otra. En otras, se busca obtener una reproduccion con
forma diferente a la dada inicialmente. Estas actividades pueden
realizarse mediante: inclusion, transformaciones, estimacion, por
medicion, o estudiando funciones.

¢) Mediry cuantificar. El area suele aparecer en situaciones de medida ya
sea para repartir, conservar, comparar o valorar. Este proceso puede
realizarse mediante exhauscién, acotacion, transformaciones, o
relaciones geométricas generales.

d) Conservar. Esta actividad se presenta después de realizar transformaciones, o
movimientos en construcciones vinculadas a regiones planas o no planas. En
este proceso, los objetos pueden cambiar o mantener su forma sin que el area
se altere.
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Actividades que, en la ensefianza habitual no son consideradas en el estudio de la integral.
El método de ensefanza tradicional por el contrario tiende a desarrollar habilidades en los
estudiantes para el uso de formulas y
técnicas de integracion en el calculo
de areas, olvidando el papel de las
actividades de la vida cotidiana
(Cabanas y Cantoral, 2005a). En la
escuela basica por ejemplo, previo a la
medicion del area, se sittia a los nifos
a trabajar con objetos tangibles para
que perciban cualidades como la
conservacion y la comparacion, de tal
forma que sean capaces de determinar
si un objeto o cosa es mas grande,
igual 0o mas pequefio, sin el uso de
formulas, se trata mas bien de que
comparen mediante la superposicion
apoyandose en movimientos, en la

‘ Integral definida ‘

l

Nocién de area ‘

*Repartir

sComparary
raproducic

sMediry
cuantificar

«Conservar

Fig. 1. Estudio de la integral definida desde la
aproximacion socioepistemologica

simetria, etc.

Nuestra tesis es que aunque estemos en el nivel superior y trabajemos con objetos formales,
se requiere introducir a esos objetos con actividades previas que tomen en cuenta principios
esenciales como la conservacion. Aceptamos que la dimension empirica juega un papel
importante en la dimension conceptual de la ensefianza superior, la comparacion y la
medicion son antecedentes. Sin embargo, nos preguntamos ;Como recuperar estas practicas
en la ensefianza superior sin regresar a la escuela basica? Consideramos que previo a la
presentacion didactica de la integral, se requiere movilizar practicas como la conservacion
y conceptos asociados (Cabafias y Cantoral, 2005b).

ACTIVIDADES RELATIVAS A LA CONSERVACION DEL AREA

En este apartado presentamos un disefio de actividades que no son definitivas ni hemos
realizado exploraciones sistematicas sobre ellas, mas bien intentamos mostrar a qué
queremos referimos cuando sefalamos que el disefio de las situaciones didacticas
descansara en aspectos de la conservacion del area (Cabafias y Cantoral, 2005a).

El disefio de las situaciones serd posterior a un estudio tedrico para conocer a qué nivel
opera la conservacion y qué es lo que se conserva cuando estudiamos la integral. La
conservacion del area se usara sistematicamente en figuras elementales como triangulos o
poligonos de pocos lados, cuando sean sometidos a ciertas transformaciones como recortar
y recomponer, o trasladar entre otras; haremos evidente también, mediante recursos
tecnoldgicos especificos, como es que el método del cambio de variable para la integracion
es un recurso que modifica la forma de la grafica de la funcidon a integrar asi como los
limites de integracion, pero que tiene la propiedad de conservar el valor del area; o bien
como con la aplicacion del teorema del valor medio para integrales lo que se busca es
transformar una figura en otra conservando su area (Cabanas y Cantoral, 2005a).
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A continuacién presentamos un disefio de actividades a manera de ejemplos. El proposito
es identificar si se percibe que el area puede conservarse en representaciones analiticas o
graficas ya sea realizando transformaciones o bien al determinar relaciones entre figuras
geométricas. En las actividades uno y dos se situa a trabajar sobre poligonos convexos y no
convexos, en la tres y cuatro, con funciones lineales y no lineales y en la cinco, con
integrales.

Actividad 1. Determina qué relacion existe entre las areas de los triangulos ABC, ACD,
ACE, ACF, ACG y ACH. Ellos son construidos entre dos paralelas. Argumenta tu
respuesta. [La misma situacion se presentara en medios dinamicos].

L1 A C

Actividad 2. Transforma cada uno de los siguientes poligonos en otro, con forma diferente,
de modo que sus areas sean iguales. Explica en cada caso, el método que utilizaste.

N> [

Actividad 3. Bosqueja la grafica de una funcioén no lineal cuya “area bajo la curva” sea
igual al area de la region sombreada para cada una las siguientes figuras:

Actividad 4. Una funcién f estd definida en el intervalo [0, 1], el area bajo la curva en
dicho intervalo es 1/6. Grafica cuatro funciones diferentes cuyo dominio sea igual al de f
y el area bajo la curva en dicho intervalo sea también 1/6.
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Actividad 5. Interpreta geométricamente los resultados de cada una las siguientes
integrales

a). j;ﬁ dx b). Inzdn c). jt;\/% dm

1

CONSIDERACIONES FINALES

Con esta investigacion no pretendemos estudiar las dificultades del aprendizaje entre los
estudiantes, ni explorar las bondades o limitaciones de un cierto disefio innovador, se
pretende estudiar el fendmeno de reproducibilidad de situaciones en el caso de la integral
definida cuando se introduce al aula mediante explicaciones relativas al area bajo la curva.
Nos preguntaremos si un profesor que reproduce la misma historia, la misma sucesion de
actividades y las mismas declaraciones por su parte y por parte de los alumnos, ;jha
reproducido el mismo hecho didactico? Y éste, ;ha reproducido los mismos efectos desde
el punto de vista del sentido?

Abordar esta problematica desde la aproximacion socioepistemologica permitirda hacer
consideraciones de tipo cognitivo, didactico epistemoldgico y social. Las dimensiones
cognitiva, didactica y epistemoldgica se utilizan para explicar el funcionamiento didactico.
Sin embargo en si mismas no explican por completo fenémenos de orden social,
fundamentalmente aquello que escapa al ambito de las relaciones internas en el contexto
escolar. La dimension “social” nos permitira abordar las practicas previo a la construccion
de conceptos, buscando afectar el sistema educativo en el redisenando el discurso
matematico.
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