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Resumen: En el enfoque ontoldgico semidtico de la cognicion matematica (EOS) (Godino, 2002), los significados
personales constituyen uno de los constructos mas importantes de cara a poder establecer lo que Chevallard denomina
saber del alumno. En este trabajo, parte de uno mas amplio correspondiente a una Memoria de Tesis en elaboracion, se
analizan los significados personales de estudiantes de 2° de bachillerato, en torno a la concepto de integral definida, por
medio de las respuestas dadas a los items de un cuestionario piloto elaborado por los autores y segun las entidades
primarias presentes en la actividad matematica.

1. INTRODUCCION

El Célculo Integral juega un papel esencial, como conjunto de nociones basicas, en la
instruccion del Calculo Infinitesimal elemental. Sin embargo, la tendencia que se observa en la
ensefianza de los conceptos implicados en la integracion es la de seguir un desarrollo casi
exclusivamente algebraico, ligado a la operacion inversa de la derivacion. Esto supone que el
estudiante llega a conocer las diversas técnicas algoritmicas, pero a costa de permanecer sin una
contextualizacion adecuada el proceso de integracion.

Se trata de un problema didéctico de gran importancia en los curriculos de diferentes paises
y, por tanto, generador de numerosos trabajos de investigacion. Asi por ejemplo, Wenzelburger
(1994) seniala: “El Calculo Integral se introduce normalmente como el método “inverso” del
Calculo Diferencial, lo cual se puede justificar y comprobar desde el punto de vista matematico. Sin
embargo, para muchos alumnos permanece el concepto abstracto de un Caélculo Diferencial
“inverso” sin significado, ya que no pueden relacionar facilmente la derivacion e integracién como
tales procesos inversos.” (p. 7)

Cuando nos situamos en el nivel académico del Bachillerato de la Comunidad Auténoma de
Andalucia, observamos que el concepto de integral ha desaparecido totalmente del primer curso. En
cambio, en segundo curso la ensefianza de la integral se desarrolla bajo la perspectiva de objeto de
conocimiento, lo que induce a pensar que, dado este tratamiento didactico que parece alejarnos de
su desarrollo exclusivo como herramienta de calculo, los alumnos pueden adquirir ciertos
significados en cuanto a las nociones basicas del Célculo Integral.

Sin embargo, los resultados aportados por la experiencia como profesora de la asignatura de
Matematicas del citado nivel académico de una de las autoras de este trabajo, ademdas de los
resultados que se han podido contrastar en diversos trabajos de investigacion —Ordofniez y
Contreras, 2001; Ordoéiiez y otros, 2002; Contreras y otros, 2003 — muestran que los estudiantes
tienen dificultades para lograr la emergencia del objeto integral, encontrdndonos con verdaderas
renuncias, tanto institucionales como personales, a lograr el aprendizaje de dicho objeto. Es decir,
en las instituciones de Bachillerato, junto al fendmeno de renuncia al aprendizaje se da el de la
algebrizacion del Calculo Integral, los cuales, obviamente, inciden negativamente en la ensefianza-
aprendizaje del concepto.

Consideramos que estos fendmenos didécticos de perversion del contrato didactico, se
potencian por el fenomeno educativo-social de las Pruebas de Acceso a la Universidad (PAU),
puesto que los profesores se ven obligados a preparar a sus alumnos sufriendo verdaderas
restricciones institucionales ya que deben restringirse a aquellos aspectos de los temas que “pueden
caer” en las pruebas, los cuales estan bastante delimitados y centrados en contenidos minimos.
Ademas, como el profesor dispone de los modelos de pruebas de afios anteriores, podemos decir
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que éstas determinan un curriculum oculto que le servird de referente basico en la preparacion de
sus clases. El resultado produce efectos negativos en la formacion matematica al perderse
contenidos que luego son absolutamente necesarios en las titulaciones universitarias. Es decir,
refiriéndonos al Célculo Integral, nos encontramos con tipos de problemas muy concretos, bastante
sesgados hacia calculo algoritmico, en el que las areas se calculan aplicando un método rutinario,
renunciando a otros aprendizajes muy importantes y esenciales para lograr la emergencia del objeto
integral (relacionados, en general, con la determinacion de resultados totales de procesos de
cambio).

Estas consideraciones nos ha llevado a proponer como tematica de investigacion el estudio
de los significados institucionales y personales (Godino y Batanero, 1994, 1998) del concepto
integral definida en segundo de Bachillerato y su relacion con las restricciones institucionales que
imponen el curriculum actual y las PAU. Dicha tematica tiene una triple faceta: epistemologica (en
relacion con los significados institucionales), cognitiva (de los significados personales) y curricular
(de las restricciones institucionales).

Este trabajo es un estudio piloto, parte de uno mas amplio correspondiente a una Memoria
de Tesis en elaboracion, en el que nos centraremos en el analisis y caracterizacion de los
significados personales de los estudiantes de 2° de Bachillerato, en cuanto al objeto integral
definida, una vez implementada la ensefnanza.

2. MARCO CONCEPTUAL

Nuestro objetivo primario es estudiar los fendémenos que acontecen en los procesos de
enseflanza y aprendizaje de las Matematicas y en particular del concepto de integral definida.
Adoptamos una posicion que se sitlia tanto en el programa cognitivo como en el epistemologico.
Compartimos con el primero la preocupacion por los procesos cognitivos del sujeto desde un punto
de vista semidtico, como pueden ser la construccion de los significados personales o la
interpretacion de los simbolos puestos en juego. Por otra parte asumimos que es fundamental
problematizar el propio conocimiento matematico, no considerandolo como transparente lo que
supone posicionarnos dentro del programa epistemoldgico.

Este doble enfoque cognitivo e institucional nos parece fundamental para explicar los
distintos fendmenos que se producen en la ensefianza-aprendizaje de una forma rica y realista,
abordando la dimensidn epistemologica, cognitiva e instruccional que podemos distinguir en todo
proceso de ensefianza-aprendizaje de las Matematicas. En este doble sentido surgen las nociones de
significados institucionales y personales propuestos por Godino y Batanero (1994) como
herramientas practicas para el analisis de dichas situaciones consideradas como emergentes de
sistemas de practicas socialmente compartidas. Esto permite entender los significados, en su doble
dimension personal-institucional, como los sistemas de practicas (operativas y discursivas)
realizadas por una persona, o en el seno de una institucion, para resolver un campo de problemas.

Con esto, en el EOS se entiende la comprension, esencialmente, como una competencia que
posee el alumno y no tanto un proceso mental. Desde este punto de vista, diremos que un alumno
comprende un determinado objeto matematico cuando lo usa de manera competente en diversas
practicas. Es decir, la capacidad se traduce en la realizacion de précticas que son evaluables
publicamente.

Entidades primarias:

La relacion entre los signos usados para codificar el conocimiento y los contextos que sirven
para establecer el significado del mismo ha sido modelizada por diversos autores mediante
esquemas de tipo triangular. Entre estos esquemas destacan los propuestos por Frege, Peirce, Ogden
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y Richards, asi como la interpretaciéon que hace Steinbring de ellos y que denomina el tridngulo
epistemologico. Los elementos que incluye Steinbring son concepto, signo / simbolo y objeto /
contexto de referencia. Inspirados en esta triada, asi como en la tripleta conceptual de Vergnaud
(1982), y con la intencion de progresar en una ontologia y una semidtica de dichos objetos
matematicos que permita una mejor descripcion y analisis de la actividad matematica y de sus
procesos de comunicacion, en Godino (2002) se esboza un modelo tedrico que incluye los
siguientes tipos de entidades primarias, atendiendo a la funcidn que desempefian en la actividad
matematica:

(1) Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos). En un texto vienen dados en
forma escrita o grafica pero en el trabajo matematico pueden usarse otros registros (oral, gestual).
Mediante el lenguaje (ordinario y especifico matematico) se describen otros objetos no lingtiisticos:

(2) Situaciones (problemas mds o menos abiertos, aplicaciones extramatematicas o
intramatematicas, ejercicios, ...); son las tareas que inducen la actividad matematica.

(3) Acciones del sujeto ante las tareas matematicas (operaciones, algoritmos, técnicas de
calculo, procedimientos).

(4) Conceptos, dados mediante definiciones o descripciones (numero, punto, recta, media,
funcion, ...)

(5) Propiedades o atributos de los objetos mencionados, que suelen darse como enunciados o
proposiciones.

(6) Argumentaciones que se usan para validar y explicar las proposiciones (sean deductivas
o de otro tipo).

Estos seis tipos de objetos, que podemos calificar de matematicos porque se ponen en juego
en la actividad matemadtica, son los constituyentes primarios de otros objetos mas complejos u
organizaciones matematicas, como los sistemas conceptuales, teorias, etc.

Las entidades lingiiisticas tienen un papel representacional —se ponen en lugar de las
restantes— y también instrumental, o sea deben contemplarse ademés como instrumentos de la
actividad matematica. Aunque mucha actividad matematica es mental, poco podriamos avanzar en
el trabajo matematico si no tuviéramos el recurso de la escritura, la palabra y los restantes registros
materiales.

Una cuestion importante es que los objetos matematicos se pueden considerar desde dos
facetas o dimensiones duales dependiendo del juego de lenguaje en que participan, que son:
personal-institucional; ostensiva-no ostensiva; intensiva-extensiva; expresion-contenido; elemental-
sistémica. En este trabajo s6lo comentaremos expresion contenido que viene asociada con la
nocion de funcion semiotica.

Expresion-contenido: Hjelmslev (1943) en su teoria del lenguaje usa las nociones de signo,
expresion y contenido. La palabra signo la aplica a la entidad generada por la conexién entre una
expresion y un contenido, que son los funtivos entre los que la funcion de signo establece una
dependencia. También establece la semidtica connotativa como aquella en la que el plano de la
expresion estd constituido por otra semiotica.

Expresion  Contenido
Expresion Contenido
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Los distintos objetos que intervienen en las practicas matematicas no se deben concebir
como entidades aisladas, sino puestas en relacion unos con otros. La distincién entre expresion y
contenido y su correspondencia por medio de una funciéon semidtica nos permite tener en cuenta el
caracter esencialmente relacional de la actividad matematica. La funcién semidtica se entiende
como la correspondencia entre un antecedente (expresion) y un consecuente (contenido) establecida
por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con un cierto criterio o cédigo de correspondencia.
En la TFS se considera que cualquier objeto puede desempenar el papel de expresion o contenido en
una funcion semiotica.

Por ultimo, se define le conflicto semiotico como: “Toda disparidad o desajuste entre los
significados atribuidos a una misma expresion por dos sujetos (personas o instituciones) en
interaccion comunicativa” (Godino, 2002, p. 258).

3. EVALUACION DE SIGNIFICADOS PERSONALES

Un aspecto importante de la ensefianza —aprendizaje de las matematicas es la evaluacion del
aprendizaje del estudiante por parte del profesor, de tal modo que habrd que confrontar al
significado implementado con el efectivamente adquirido, todo ello teniendo en cuenta las
restricciones propias de toda prueba de evaluacion. Ahora bien, la cuestion se plantea en como
evaluar lo que no se conoce, esto es, si queremos evaluar el conocimiento matematico de los
estudiantes debe dilucidarse la naturaleza del propio conocimiento.

El EOS proporciona criterios para la elaboracion de una teoria de la evaluacion del
conocimiento matematico. Como se sefiala en Godino (2003): “Podremos describir el proceso de
evaluacion indicando que el significado de un objeto O; para un sujeto p desde el punto de vista de
la institucion I: es el subsistema de practicas personales asociados a un campo de problemas que
son consideradas en I como adecuadas y caracteristicas para resolver dichos problemas.” (pp. 131-
132).

Si tenemos que el campo de problemas C de la integral definida en la institucion I (la clase
de matematicas de 2° de Bachillerato) ha dado lugar a un objeto O; con significado S(Oy), que es el
significado institucional implementado de la integral definida, en una persona puede dar lugar a un
objeto O, con significado personal S(O,). Pues bien, a la intersecciéon de ambos sistemas de
practicas (S(O1)NS(Oyp)) es lo que, desde el punto de vista de la institucion, se considera como
practicas correctas. Por tanto, es lo que la persona comprende o conoce del objeto O, desde la
perspectiva de I. El resto de practicas seran consideradas erroneas por dicha institucion.

La idea pragmatica de considerar a los objetos matematicos como sistemas de practicas y la
diferenciacion entre significado institucional y significado personal introduce, en la problematica
didactica, el estudio de la estructura y caracterizacion de estas entidades tedricas. Como indica
Godino (2003): “Esta caracterizacion se puede concebir como una ‘medida’, no en un sentido
psicométrico o matematico estricto, sino en su sentido mas general, estos es, como categorizacion
de valores de variables... Por tanto, puede contribuir a superar la ilusioén de trasparencia determinista
que se adopta frecuentemente cuando se consideran estos problemas.” (p. 221).

En el EOS, el problema de la evaluaciéon de los conocimientos matematicos de los
estudiantes puede enfocarse desde nuevas perspectivas. Lo que se entiende cldsicamente por el
sistema cognitivo del sujeto (esquemas, concepciones, estructuras conceptuales, representaciones,
etc.), que es una realidad muy compleja, puede verse operativizada por medio del andlisis
ontosemidtico, utilizando las seis entidades primarias de la actividad matematicas: lenguaje;
situaciones-problema, acciones, conceptos, propiedades y argumentaciones, junto a los constructos
de funcion semidtica y conflicto semidtico.
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4. ANALISIS DE CONTENIDO DEL CUESTIONARIO PILOTO

Como paso previo a la elaboracion del cuestionario definitivo que permita evaluar los
significados personales de los alumnos respecto de la nocion de integral definida, se elabord un
cuestionario piloto, el cual consta de diez items, aunque, por razones de espacio, solo se analizaran
tres de dichos items. El objetivo es doble. Por una parte, se pretendia analizar la eficacia de la
herramienta para el andlisis de los significados personales, buscando puntos conflictivos en su
elaboracién. Por otra parte, confrontar el analisis a priori, buscando mejorar el cuestionario
definitivo.

Este cuestionario piloto fue aplicado a 16 estudiantes de dos centros diferentes de la
provincia de Jaén durante el curso 2002-03, una vez terminada la instruccion. Para su elaboracion se
han tenido en cuenta las aportaciones de diferentes trabajos de investigacion acerca de la ensefianza
aprendizaje de la integral definida (Turégano, 1994, Labrafia, 2001),asi como libros de texto de 2° de
Bachillerato (Anaya, 2001) y las PAU de los tltimos afos.

El analisis a priori consiste en un analisis ontosemidtico de cada cuestion, entendiendo por
“analisis ontologico-semiotico (o simplemente, analisis semidtico) de un texto matematico a su
descomposicion en unidades, la identificacion de las entidades puestas en juego y las funciones
semioticas que se establecen entre los mismos por parte de los distintos sujetos” (Godino, 2003, p.
155).

En concreto, en la situacion-problema se analiza cada cuestion particular indicando las
caracteristicas importantes en relacion con los objetivos. Respecto del lenguaje, se busca observar
qué tipos de lenguaje son los mas utilizados por los estudiantes, por lo que en este anélisis a priori
se indicaran los tipos de lenguaje que se espera que usen. Del mismo modo, para las
argumentaciones, siguiendo a Duval, hemos considerado dos tipos: retdrica si el estudiante justifica
un enunciado, o heuristica si justifica una accidon que realiza. Es importante sefialar que si el alumno
solo realiza unas acciones sin explicar nada, no se ha considerado que habia una argumentacion
puesto que ésta no es de caracter explicito.

En cuanto a los conceptos y proposiciones las hemos puesto dentro de un mismo apartado ya
que buscamos establecer en este analisis las reglas que moviliza un estudiante para resolver el
problema mencionado. Dado el caracter exploratorio, ademas, nos hemos centrado en las
proposiciones falsas como fuente de conflictos semidticos potenciales.

En el caso de las acciones, se ha buscado determinar los pasos encaminados a resolver la
situacion-problema entendido como trama de funciones semidticas que un estudiante potencial debe
de establecer. Si es necesario se han considerado diferentes posibilidades, en cuyo caso sera
interesante analizar cual es la que mas se utiliza, por ejemplo.

Por ultimo hemos considerado en este analisis del contenido los errores divididos en dos

categorias: debidos a conflictos semidticos propios de la integral definida y errores debidos a
conflictos semidticos propios de otros conceptos que intervienen en la resolucion de la situacion.

Cuestion 2) De las siguientes expresiones:

a)j f(x)dx b)j f@dx| o) f(x)dx+j. fdx d)- | f(x)dx+j f(x)dx
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determina cual, o cudles de ellas, nos dan el area limitada por la grafica de f'y el eje de las abscisas.
Debes justificar extensamente el por qué de la aceptacion, o rechazo, de cada uno de los apartados.

(Esta cuestion esta tomada de Colera y otros, 2001, p. 400)

Analisis de contenido

1)
Objetivo general:
- Analizar los significados personales acerca de SIRArpa y detectar
posibles conflictos semioticos asociados a dicho significado.
Objetivos especificos:
- Discriminar la expresion analitica del area dada por la integral
definida.
- Analizar la interpretacion grafica de la integral definida y su relacion
con el area.
2)
Significados institucionales de referencia subyacentes:
SIRArEA
3) Entidades primarias:

a) Situacion-problema: se busca establecer el grado de comprension del alumno segun los
niveles descritos en la literatura de la integral como area, puesto que los apartados a, b y
¢ situan al alumno en el nivel descriptivo u operativo (Turégano 1994).
b) Lenguaje: se espera que se utilice fundamentalmente el lenguaje natural v,
eventualmente, el grafico.
c) Argumentaciones: van a hacer argumentaciones de tipo retorico.
d) Conceptos y proposiciones: Se pueden utilizar varias proposiciones falsas:
PF1: la integral definida nos proporciona el area.
PF2: basta tomar el valor absoluto para obtener el area.
PF3: se verifica la propiedad:

[ o= ‘ [ £ (x)ds +‘ [ fxax

PF4: Basta tener en cuenta los puntos de corte para que la integral nos de el area por si
misma.

e) Acciones: se realizaran:

- Lenguaje  analitico Lenguaje grafico (se Lenguaje natural
Lenguaje | _|(al considerar las . | realiza una eleccion) . |(para justificar)
grafico [T " |expresiones) g

A
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4) Los errores en las contestaciones debidos a conflictos semidticos asociados a la integral definida.

Cada una de las propiedades falsas anteriores lleva un conflicto semidtico asociado.
Ademas, se consideraran también aquellos otros conflictos semioticos asociados a la integral
definida, aunque no correspondan a las propiedades falsas.

5) Los errores en las contestaciones debidos a conflictos semiodticos no asociados a la integral
definida, sino a otros conceptos.

Cuestion 5) Un coche de Férmula 1 se queda sin propulsion debido a una rotura de embrague. Se
estima que a partir de ese momento (t=0) su velocidad, en metros por segundo, viene dada por
v=80-0.05t>, cuya grafica puedes comprobar que es la de la figura adjunta.

e Qué distancia habra recorrido a los 20 segundos?
e ;Qué distancia recorre entre los 20 y los 40 segundos?
e ;Qué distancia recorrera hasta pararse?

W imd seq)
=1n
&0
40

Z0

Lized)
10 z0 30 40
(Esta cuestion esta tomada de Turégano 1994, y aparece también en Labrana, 2001).

Andlisis de contenido
1)
Objetivo general:
Analizar el SIRgpc.
Detectar posibles conflictos semidticos asociados a este significado.

Objetivos especificos:
- Analizar la nocion de integral definida en un problema de
modelizacion del movimiento acelerado.
- Analizar la aplicacion de la propiedad:

[r@dx = [ e+ [ f(x)x
- aDetectar elaCSMU.

2)
Significados institucionales de referencia subyacentes:

SIRRrpc
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Entidades primarias:

a) Situacion-problema: el enunciado. Se trata de estudiar si el alumno asocia el espacio
recorrido por el movil con el area comprendida entre los extremos.

b) Lenguaje: analitico y numérico.

c) Argumentaciones: de caracter explicito. Van a hacer argumentaciones de tipo heuristico
(justifica las acciones).

d) Conceptos y proposiciones: Se puede utilizar una proposicion falsa: “Como espacio es
velocidad por tiempo o velocidad por tiempo mas un medio de la aceleracion por el
tiempo al cuadrado, basta calcular la velocidad para los valores correspondientes y
aplicar la formula que corresponda”.

El conflicto semiotico seria el CSMU.

La propiedad que pueden aplicar es la de la aditividad de los intervalos de la integral:

jf(x)dx = .lif(x)dx+ jf(x)dx

e) Acciones: pasos encaminados a la resolucion de la situacion-problema:

e.l. Para resolver el primer apartado se realizaran:

Lenguaje natural — Grafica (implicita o explicitamente) — Aplicacion de la integral
definida — Calculo de la integral.

e.2. Para resolver el segundo apartado se realizaran:

Lenguaje natural — Gréfica (implicita o explicitamente) — Aplicacion de la integral
definida — Calculo de la integral.

e.3. Para calcular el area del tercer apartado hay dos posibles vias:

1) Lenguaje natural — Gréfico (implicito o explicito) — Aplicacion de la integral definida
— Célculo de la integral definida de 0 a 40.

2) Lenguaje natural — Grafico (implicito o explicito) — Aplicacion de la aditividad del
intervalo — Calculo de las integrales definidas.

Una posibilidad para aquellos alumnos que utilicen la propiedad falsa, y por tanto férmulas
extraidas de la Fisica para resolver la situacion es: e.4. Del lenguaje natural al analitico
(aplicacion de formulas) y de éste al numérico.

4) Los errores en las contestaciones debidos a conflictos semioticos asociados a la integral definida.

La propiedad falsa anterior lleva un conflicto semidtico asociado que hemos denominado

CSMU.

5) Los errores en las contestaciones debidos a conflictos semidticos no asociados a la integral
definida, sino a otros conceptos.

Cuestién 4°) Consideramos £ (x) = J-f (0)dt Sj fuese f la funcién cuya grafica aparece en el

0

dibujo, indica si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones justificando las respuestas lo
mas extensamente que puedas:

1.F(a)=0 2.F(0)=0 3. F es creciente en el intervalo (0,a).
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Oa\/x

(Esta cuestion corresponde a las pruebas de acceso a la universidad de septiembre de 2002 y fue
trabajada en clase por los estudiantes previamente).

Andalisis de contenido

1)

2)

3)

Objetivo general:

- Detectar los significados personales acerca del teorema fundamental
del Calculo Integral y de la integral definida como area.
- Detectar posibles conflictos semidticos asociados.

Objetivos especificos:

- Observar si el alumno conoce teorema fundamental del Calculo
Integral y, por tanto, que F’(x)=f(x).
- Observar si el estudiante es capaz de efectuar el cambio

del SIRAREA al SIRINV DER-

Significados institucionales de referencia subyacentes: SIR sArga ¥ SIRiNY DER-

Entidades primarias:

a)

b)

d)

e)

Situacion-problema: el enunciado. El enunciado busca detectar posibles confusiones de
identificacion entre la integral definida y la propia funcion, asi como observar la
flexibilidad para utilizar ambos significados de la integral segin convenga a cada
apartado.

Lenguaje: natural, grafico y analitico.
Argumentaciones: de caracter retorico.

Conceptos y proposiciones: Se pueden utilizar las siguientes proposiciones falsas

PF1: En 1) una proposicion falsa que aplican es: “Es verdadera porque la grafica corta al
eje OX en .

PF2: En 2) una proposicion falsa es: “Es verdadera, puesto que si F(a)=0, entonces
F’(0)=0.”

El conflicto semiotico asociado es el anterior.

PF3: En 3) una proposicion falsa es: “Es falsa, ya que F(x) es creciente hasta a/2 y
decreciente desde ese punto hasta o.”

Acciones:

En el apartado 1, caben tres vias:
a) Del enunciado al teorema fundamental del Célculo Integral, de éste a su tesis F’(x) = f(x),

de éste a que F(x)=f(x), por ultimo a que F(a)#0.
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b) Del enunciado a que F(a) es el area barrida de 0 a o, de aqui a la grafica, de ésta a que el
area es #0, por ultimo a que F(o)#0.
c¢) Del enunciado a la grafica, de ésta a que F=f, y de ahi a que F(a)=f(a)=0.

En el apartado 2: Del enunciado al teorema fundamental del Célculo Integral, de éste a que
F’(a)=f(x), de aqui a la grafica, por ultimo a que F’(a)=f(a)=0.

En el apartado 3, caben las dos vias siguientes:

a) Del enunciado a que F() es el area barrida de 0 a o, de ésta a que A(x) es una funcioén
creciente, por ultimo a que F es creciente en (0,0).

b) £>0, luego F’=f, por tanto, F es creciente.

4) Los errores en las contestaciones debidos a conflictos semioticos asociados a la integral definida.
El conflicto semiodtico asociado a las tres proposiciones es el siguiente: “Confundir la
funcién integral definida con la funcion dada” que hemos denominado CSf(x). Otro conflicto
semiotico proviene de confundir integral y derivada y le hemos denominado CStf
5) Los errores en las contestaciones debidos a conflictos semidticos no asociados a la integral
definida, sino a otros conceptos.
5. ANALISIS DE RESULTADOS DE LAS RESPUESTAS DE LOS ESTUDIANTES
Se ha utilizado el programa SPSS para la codificacion de datos, cuyos resultados han dado
lugar a las tablas que aparecen a continuacion. Se han destacado aquellas entidades que hemos

considerado mads significativas atendiendo a la informacion que aportan.

Cuestion 2

Tabla 1
ENTIDADES 4
PRIMARIAS CUESTION 2
No hay
CONCEPTOS Y PF1 PF2 PF3 PF4 propiedades
PROPIEDADES falsas
1 (6,3%) 2 (12,5%) 4 (25%) 2 (12,5%) 7 (43,8%)
Debidos a propiedades Otros conflictos semioticos Conflictos semidticos
(s:gﬁ%;%gg falsas de la integral definida debidos a otros conceptos
9 (56,25%) 2 (12,5%) 1 (6,3%)

Esta cuestion estudia los significados personales de los estudiantes en cuanto al significado
de referencia SIR 4rga, analizando los conflictos semidticos potenciales asociados. Se trata, por una
parte, de ver si se expresa correctamente el area por medio de la expresion analitica de la integral
definida; por otro, de estudiar la interpretacion grafica de la integral definida y su relacion con el
area.

En esta cuestion son especialmente relevantes los conceptos y propiedades y los conflictos
semioticos. En primer lugar observamos que hay un estimable porcentaje de estudiantes, el 25%,

J, /G = U[ S () +U:f (x)dx|”) Corresponde

a aquellos estudiantes que responden que b) es cierta por este motivo y muestran una importante
confusion pues estiman que para calcular el total basta con calcular cada trozo y sumarlo, lo que les
puede llevar a no distinguir entre integral y 4rea. Probablemente provenga de las practicas que
realizan en clase donde la mayoria de los ejercicios se resuelven asi, lo que no les ha posibilitado
ver la diferencia entre ambas expresiones.

que muestra en sus respuestas la propiedad falsa PF3 (*
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En segundo lugar, un 12,5% de estudiantes tiene la propiedad falsa PF2 (“basta tomar el
valor absoluto de la integral definida para obtener el area”) lo que refleja la confusion total entre
integral y éarea, son estudiantes que no entenderan la integral como el resultado de un proceso de
cambio, sino que la veran solamente como un area geométrica descontextualizada, lo que les puede
ser un obstaculo en problemas de modelizacion. Un porcentaje similar afirman que: “basta tener en
cuenta los puntos de corte para que la expresion integral nos dé el area pedida”, que corresponde a
la propiedad falsa PF4, lo que indica un conocimiento escolar que no se recuerda bien, quizés
porque es una regla sin sentido para ellos. Por ultimo, un estudiante, que corresponde al 6,3%,
muestra la PF1 (“la integral definida da directamente al area”), incidiendo claramente en la
confusion entre integral y area que, probablemente provenga de una ensefianza muy sesgada a este
tipo de significado.

Loégicamente, las propiedades falsas conducen directamente a conflictos semioticos por lo
que aparecen 9 estudiantes, el 52,25%, por tratarse de “desajuste entre los significados atribuidos a
una misma expresion por el estudiante y la institucion”. Hay dos casos, un 12,5%, de estudiantes
que muestran conflictos semidticos debidos a la integral definida, por ejemplo, por tomar las areas
fuera de los intervalos. Por ultimo, se da un caso, el 6,3%, que corresponde a un conflicto semiotico
que hemos considerado asociado al concepto de opuesto pues contesta que d) no puede ser cierta
porque tiene delante un signo negativo y, sin embargo, debe ser positiva por ser un area.

Cuestion 5

Tabla 2
ENTIDADES
PRIMARIAS CUESTION 5
L. L. L. Analitico, numérico
LENGUAJE Natural y analitico =~ Analitico y numérico y natural Blanco
2 (12,5%) 11 (68°7%) 2 (12,5%) 1 (6,3%)
ARGUMENTACION Heuristica Ninguna Blanco
ES 3 (18,8%) 12 (75%) 1 (6,3%)
CONCEPTOS Y Aditividad Nociones MU Otros Blanco
PROPIEDADES 5(31,3%) 5(31,3%) 4 (25%) 1 (6,3%)
Otros de la Debidos al Debidos a las
corticros MU el lalo - operwionede - Bl
SEMIOTICOS 5 (31,3%) 2 (12,5%) 4(25%) 4 (25%) 1(6,3%)

Esta cuestion analiza el significado SIRgpc de los resultados de los procesos de cambio y los
posibles conflictos semiodticos potenciales.

Se busca, primeramente, analizar el uso de la integral definida en un problema de
movimiento acelerado. En segundo lugar, se estudia la aplicacion de la propiedad de aditividad de
la integral definida. Por tltimo, se intenta detectar el conflicto semidtico del movimiento uniforme.

En esta cuestion analizamos el lenguaje y las argumentaciones ademads de las entidades de la
cuestion anterior. Por una parte, el uso del lenguaje indica que la mayoria de los alumnos analizados
utilizan el lenguaje analitico y numérico en sus respuestas, el 68,7%, mientras que so6lo el 25%
emplea el lenguaje natural. Si observamos ademas las argumentaciones: 3 estudiantes, un 18,8%,
utiliza un discurso heuristico en sus explicaciones, es decir, comenta los pasos que se van dando en
el proceso de solucion, podemos concluir que estos estudiantes no estan acostumbrados a explicar
qué estan haciendo aunque se les pidi6 que lo hicieran. Parece que conciben las resolucion de un
problema, y por extension las Matematicas, como un conjunto de reglas que hay que aplicar y que
no es necesario justificar, basta con que “esté bien”. Quizas seria necesario exigirles que justificaran
sus acciones, lo que creemos incidiria positivamente en su aprendizaje al hacerles reflexionar sobre
sus propias practicas.
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En los conceptos y propiedades, puede observarse que solamente el 31,3%, utiliza la
propiedad de aditividad en sus respuestas para contestar el apartado 3. Un alto porcentaje vuelve a
realizar acciones de forma rutinaria. El mismo porcentaje anterior, 31,3%, considera erroneamente
que se trata de un movimiento uniforme o uniformemente acelerado, desentendiéndose de la
integral definida y acudiendo a las clasicas formulas del movimiento: e=v.t; e=v.t-1/2at>. Esto nos
indica que la transferencia al contexto fisico no es una cuestion transparente en absoluto.

En cuanto a los conflictos semidticos, se han detectado 5 estudiantes, el 31,3%, que
muestran el conflicto semiodtico del movimiento uniforme. Otros dos, el 12,5%, tienen conflictos
asociados a la eleccion erronea de los limites de integracion. Por ultimo, en un 25% aparecen
conflictos debidos al célculo numérico, y el mismo porcentaje por operaciones erroneas en la
integracion, lo que nos parece muy significativo en el nivel en el que hemos pasado esta prueba y la
escasa dificultad de las funciones a integrar.

Cuestion 4°

Tabla 3
ENTIDADES 4 .
PRIMARIAS CUESTION 4
Este s .. . .

ACCIONES apartado en Un,lrl;%l cl Utlzl;rzezn el Utlllzandgi?lgualdad Otros casos ~ Blanco

APARTADO 1 blanco
1(63%)  2(12,5%) 4 (25%) 2 (12,5%) 3(18,8%) 4 (25%)

ACCIONES Este E?;;ido en Utilizan el TFC Otros casos Blancos
APARTADO 2 2 (12,5%) 8 (50%) 2 (12,5%) 4(25%)

ACCIONES Este Ell);iido en Utilizan el TFC Otros casos Blanco
APARTADO 3 3 (18,8%) 6 (37,5%) 3 (18,8%) 4(25%)

Se trata de una cuestion que, ademas, del propio interés en cuanto al estudio de significados,
se planted en los exdmenes de las pruebas de acceso y que fue resuelta en las clases de los
estudiantes que han intervenido en el estudio. Sin embargo, so6lo tres de ellos, el 18,8%, responde
correctamente a la misma, lo que puede indicar, junto con el nimero de alumnos que deja esta
pregunta en blanco el alto grado de dificultad que tiene.

En la cuestion se busca detectar los significados personales correspondientes al teorema
fundamental del calculo (TFC) y la integral definida como area desde un contexto grafico, ademas
de los conflictos semidticos potenciales asociados. Otro objetivo importante de la cuestion consiste
en indagar los posibles cambios entre los significados SRIirea Y SRIiNy DER.

El lenguaje mas utilizado por los alumnos es el natural y analitico, en un 37%, seguido por
el natural, con un 25%. Hay un caso en el que se usan los tres tipos de lenguaje, natural, grafico y
analitico.

En cuanto a los conceptos y propiedades, un 50% de los estudiantes utilizan en sus
razonamientos propiedades de la derivada, dos de ellos tiene la propiedad falsa PF1 (“es verdadera
porque la grafica corta al eje OX en a”); y, uno de ellos, muestra la propiedad falsa PF2 (“es
verdadera porque como F(a)=0, entonces F’(a)=0). Por este motivo, se tiene que 3 estudiantes, el
18,8%, muestra el conflicto semidtico CSf(x) (“confundir la integral definida con la funcion dada”™).
Ademas, 1 estudiante confunde integral con derivada (“CStf”) lo que puede indicar un
conocimiento escolar muy pobre. Por tltimo, 3 alumnos, muestran conflictos semioticos propios de
la derivada, al utilizar en sus razonamiento propiedades falsas de la derivada, mostrando la gran
complejidad de esta nocion.
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En esta cuestion, ademads, nos parecen especialmente importantes las acciones que se
realizan para resolver cada apartado pues dan cuenta de la parte de significado que moviliza el
alumno. Para el apartado 1 so6lo el 25% utilizan el area para su razonamiento, lo que nos parece un
porcentaje bajisimo dado que es el significado mas trabajado en clase. Quizas provenga de que
viene en un contexto que recuerda mas al TFC y por lo tanto lleva al estudiante a movilizar esta
relacion olvidando las otras. Llama la atencion que 2 alumnos utilizan el TFC por lo que no pueden
asegurar que sea falsa, s6lo saben que no tiene por qué ser verdadera pero no son capaces de
encontrar otro recurso que les lleve a asegurar la falsedad de la cuestion.

En esta linea un alto porcentaje del numero de estudiantes saber contestar correctamente al
apartado 2 que requiere el TFC, el 50%. Mientras que en el apartado 3 nadie utiliza el 4rea en su
razonamiento.

Por ultimo sefialar que de los 4 estudiantes que utilizaron el area para resolver el apartado 1,
3 de ellos realizaron el apartado 2 por el TFC. Son estos 3 estudiantes (18,8%) los que
consideramos que han alcanzado un mayor grado de comprensiéon ya que no solamente han
adquirido ambos significados sino que son capaces de utilizarlos de forma flexible en diferentes
contextos.

Reconocimientos:
Trabajo realizado en el marco del Proyecto de Investigacion MEC-FEDER: SEJ2004-06637/EDUC.
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