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Resumen

El objetivo es explorar como profesores de matematicas de secundaria miran profesionalmente los
razonamientos matemdticos usados por estudiantes en una tarea matemdtica y las acciones del
profesor de aula, al analizar un video de su propia practica durante un curso de formacion. Los
participantes fueron siete profesores de matematicas de escuelas de Brasil. El diserio del curso de
formacion se basa en el modelo PLOT. En este curso, una las Tareas de Aprendizaje Profesional
(TAP) fue la reflexion sobre episodios de video sobre la implementacion de clases que fueron
planificadas por los profesores en el curso. Los resultados muestran que los profesores fueron
capaces de identificar los razonamientos matemdticos usados por los estudiantes y las acciones de
la docente que promovian los razonamientos matematicos.

Palabras clave: mirada profesional, aprendizaje profesional, formacion de profesores, tareas de
aprendizaje profesional, razonamiento matematico.

Abstract

The aim is to explore how secondary school mathematics teachers notice students’ mathematical
reasoning in a mathematical task and the teachers’ actions, by analysing a video of their own practice
during a training course. The participants were seven mathematics teachers from schools in Brazil.
The design of the training course is based on the PLOT model. In this course, one of the Professional
Learning Tasks (TAP) was the reflection on video episodes about the implementation of a lesson plan
made by the teachers in the course. The results show that the teachers were able to identify the
mathematical reasoning used by the students and the actions of the teacher in the video that promoted
mathematical reasoning.

Keywords: professional noticing, professional learning, teacher education, professional learning
tasks, mathematical reasoning.

INTRODUCION

En Brasil, las ultimas décadas han visto un aumento en el nimero de cursos de formacidon continua
(Gatti et al., 2019); sin embargo, existe la necesidad de explorar si estos cursos de formacion continua
estan desarrollando las competencias docentes en los profesores de matematicas para su practica de
ensefar matematicas. Una de estas competencias es la competencia docente de mirar
profesionalmente, que en las dos ultimas décadas las investigaciones han sefialado que es una
competencia relevante a ser desarrollada en los programas de formacion inicial y continua (Didnyal
et al., 2021; Fernandez et al., 2018; Weyers et al., 2024).

La competencia mirar profesionalmente se vincula a practicas profesionales especificas en la
ensefianza de las matematicas (Llinares, 2019) como: (i) dotar de sentido el pensamiento matematico
de los estudiantes; (ii) analizar y seleccionar tareas matematicas; (iii) planificar una leccién o (iv)
gestionar la discusion sobre los procedimientos usados por los estudiantes en el aula. Por lo que los
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cursos de formaciéon o procesos formativos de los profesores deberian enfatizar el desarrollo de la
competencia vinculada a las practicas profesionales.

En esta comunicacion, se describe un curso de formacion continua con profesores de matematicas de
educacion secundaria, cuyo foco es el desarrollo de la competencia mirar profesionalmente vinculada
a distintas practicas profesionales. En particular, nos centramos en explorar como los profesores de
matematicas de secundaria miran profesionalmente los razonamientos usados por estudiantes en una
tarea matematica y las acciones del profesor de aula, cuando analizan un video de su propia practica
durante el curso de formacién en el que estaban participando. A continuacion, se describe el modelo
tedrico que organiza el disefio del curso de formacioén continua y la conceptualizacion de la
competencia docente mirar profesionalmente en este estudio.

MARCO TEORICO
El modelo Professional Learning Opportunities for Teachers (PLOT)

El disefio del curso de formacion sigue el modelo PLOT (Ribeiro y Ponte, 2020), que es un modelo
teorico-metodologico cuyo propdsito es organizar el disefio de procesos de formacion para generar
oportunidades de aprendizaje para la practica profesional. El modelo se organiza en torno a tres
dominios: Tareas de Aprendizaje Profesional (TAP); Rol y Acciones del Formador (PAF) e
Interacciones Discursivas entre Participantes (IDP). En las TAP se subraya que los profesores
necesitan oportunidades para aprender a través de experiencias relacionadas con sus propias practicas
profesionales. Por tanto, las TAP se componen de tareas matemadticas y registros de la practica de
ensenar matematicas. Las TAP deben permitir movilizar y (re)construir el conocimiento matematico
para la ensefianza (Ball et al., 2008) por tanto deben de contener preguntas con este foco. En relacion
con el PAF, cabe destacar la gestion del proceso formativo, valorando su organizacion y desarrollo a
través de un enfoque exploratorio (Ponte y Quaresma, 2016) y que promueva la orquestacion de
discusiones didacticas y matematicas entre los participantes (Stein et al., 2008). En el IDP, se tiene
en cuenta que las discusiones promovidas en el proceso de formacidon incluyan discusiones
matematicas y didacticas (Ponte y Quaresma, 2016) que favorezcan la argumentacion y justificacion
(Mata-Pereira y Ponte, 2017).

Desarrollo de 1a competencia mirar profesionalmente

La competencia mirar profesionalmente se entiende como la capacidad del profesor para identificar
aspectos relevantes en una situacion de enseflanza-aprendizaje, e interpretar dicha situacion a partir
de sus conocimientos profesionales para tomar decisiones (Fernandez et al., 2018; Llinares y
Fernandez, 2021). Investigaciones previas han mostrado algunos contextos y herramientas que
favorecen el desarrollo de esta competencia en los programas de formacion inicial o continua. Una
de estas herramientas es el uso de registros o representaciones de la practica (Buchbinder y Kuntze,
2018; Fernandez et al., 2018). Se consideran registros de la practica materiales, planificaciones de
clase, resoluciones de los alumnos a una tarea matematica o un didlogo entre un profesor y diferentes
estudiantes y estos registros pueden estar en diferentes formatos (video, escritos o comic). Ademas,
el uso de preguntas guia que ayuden a los profesores a centrar su mirada sobre un aspecto especifico
del registro de la practica y el uso de lentes tedricas (documentos tedricos con informacion sobre la
ensenanza y aprendizaje de un determinado concepto matematico procedente de investigaciones
previas) también favorece el desarrollo de la competencia (Fernandez y Choy, 2020; Llinares y
Fernandez, 2021).

En nuestro estudio, el foco de atencion de la competencia mirar profesionalmente es la practica de
dotar de sentido el razonamiento de los estudiantes y las acciones del profesor. Conceptualizamos el
razonamiento matematico en la linea de Lannin et al. (2011), que conciben el razonamiento “como
un proceso evolutivo de conjeturar, generalizar, investigar el por qué y desarrollar y evaluar
argumentos” (p.10). Este razonamiento implica una serie de procesos, entre los que consideramos
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fundamentales en este estudio conjeturar, generalizar y justificar. Conjeturar implica razonar sobre
relaciones matematicas con el fin de hacer afirmaciones que se asumen provisionalmente como
verdaderas (Lannin et al., 2011). Para Mata-Pereira y Ponte (2017), la construccion de una
generalizacion matematica implica una afirmacion sobre una propiedad, concepto o procedimiento
que se pretende validar. La justificacion puede definirse como un argumento 16gico basado en ideas
que ya se comprenden y, por tanto, justificar implica evaluar la validez de los argumentos (Lannin et
al., 2011). Por otra parte, para las acciones del profesor nos centramos en como orquestar discusiones
matematicas en el aula segtn Stein et al. (2008).

METODO

Los participantes fueron siete profesores de matematicas de escuelas de los estados de Sao Paulo y
Minas Gerais (Brasil) que se habian inscrito en un proceso de formacién que fue ofrecido por la
universidad para la comunidad de profesores de matematicas. En este grupo de profesores habia dos
mujeres, una de las cuales ensefiaba en una escuela publica del estado de Minas Gerais, y la otra no
ensenaba en ese momento. Los demds eran cinco hombres, tres de los cuales eran profesores en
escuelas publicas de Sdo Paulo y dos estaban en formacion inicial con experiencia en la ensefianza
de las matematicas.

El proceso de formacion se realizé a lo largo de 15 reuniones presenciales de 4 horas cada una (1
reunion por semana). Las reuniones fueron organizadas por tres formadores, uno de los cuales era el
primer autor. El proceso de formacion basado en el modelo PLOT se dividio en cuatro etapas: (1)
acogida y recogida de informacién previa de los profesores participantes, (2) talleres de formacion
con los profesores participantes, (3) experiencias en y sobre la practica docente con los profesores
participantes, y (4) sistematizacion del aprendizaje de los profesores participantes. En la etapa 3,
donde se centra este estudio, los profesores participantes se dividieron en dos grupos y cada grupo
desarroll6 un ciclo de planificacion, desarrollo y reflexion (PDR, Trevisan et al., 2020). El ciclo PDR
tenia tres TAP, cada una asociada a uno de los momentos del ciclo: planificacion conjunta de una
leccidn, implementaron en un aula real y reflexion conjunta a partir de lo observado en el aula.

En la TAP de planificacion, los grupos recibieron un guion adaptado de Serrazina (2017): (i)
seleccionar una tarea matemadtica exploratoria que promueva el desarrollo de los procesos de
razonamiento y los objetivos de aprendizaje relacionados; (ii) anticipar las dificultades de los alumnos
y sus posibles estrategias para resolver la tarea y (iii) anticipar las posibles preguntas del profesor y
las respuestas de los alumnos. Durante los talleres de formacion (etapa 2 del proceso de formacion),
los participantes habian reflexionado y discutido sobre el guion de Serrazina (2017), sobre el enfoque
de ensefianza exploratoria (Canavarro, 2011), considerando sus tres momentos especificos: apertura
de la leccidn, trabajo autobnomo de los alumnos -individualmente y/o en grupos- y discusion en grupo
sobre como orquestar discusiones matematicas en el aula, segin Stein et al. (2008).

La TAP asociada a la reflexion conjunta tenia como objetivo: (i) comprender las estrategias de
resolucion de los alumnos; (ii) identificar los procesos de razonamiento matematico utilizados por los
alumnos; (iii) identificar y comprender las actuaciones del profesor ante las estrategias de resolucion
de los alumnos; (iv) reflexionar sobre otras posibles actuaciones del profesor en el aula. En particular,
en esta comunicacion nos centramos en la tarea de reflexion conjunta. En esta TAP, los formadores
elegian episodios de las lecciones implementadas por los profesores (videos de entre 2 y 5 minutos)
que podian generar reflexion acerca de los objetivos previamente descritos de la TAP. Se muestra, a
modo de ejemplo, uno de los episodios usados en el que uno de los profesores (Bela) implementa la
tarea matematica de la Figura 1 en un aula de 3° de ESO. Esta tarea pretendia repasar las progresiones
geométricas mediante una tarea exploratoria. Este episodio, llamado “Conversando sobre la figura
57, se eligio porque un grupo de estudiantes habia utilizado una estrategia de resolucion para contar
el numero de tridngulos de la figura 5 que no se habia anticipado en la planificacion. Las preguntas
sobre las que tienen que reflexionar los profesores participantes estin relacionadas con la
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competencia mirar profesionalmente los razonamientos de los estudiantes y las acciones del profesor
de aula: (1) ;Creen que los alumnos fueron capaces de explicar la forma en que razonaron? Comenta.
Y (i1) {Cémo intentd ayudarles el profesor? Comenta.

Figura 1

Tarea matematica realizada en la clase de Bela

T

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Observa las figuras y responde.

a) Dibuja la figura 5. ;Cuéntos triangulos tiene? Explica tu razonamiento.

b) Escribe el nimero de tridngulos de las 10 primeras figuras. ;Como los has obtenido?

c) (Qué relacion hay entre el nimero de tridngulos de la figura 4 y la figura 3? ;Y entre la figura 4y
la figura 2?7 ;Y entre la figura 4 y la figura 1? Describe la relacion entre el nimero de tridngulos de
una figura determinada y el numero de triangulos de la figura anterior.

d) Describe la relacion entre el nimero de tridngulos de una figura cualquiera y el numero de
triangulos de la figura 1.

e) Escribe una expresion que represente la relacion anterior.

En el episodio (video), Bela solicita a un grupo de alumnos que comuniquen cémo lo han resuelto.
En la Figura 2 incluimos el didlogo transcrito del video de clase (episodio).

Figura 2

Didlogo transcrito del episodio “Conversando sobre la figura 5 (traducido al espariol)

Alumno: Es que hemos considerado también los triangulos equilateros, no sélo los triangulos rectangulos.

Bela: Lo que dicen es que han considerado los tridngulos de aqui [sefiala una de los tridngulos rectangulos
de la figura 1 que esta proyectada en la pizarra] que posiblemente serian rectangulos y este de aqui
[con el dedo en el triangulo isosceles de la figura 1 que estan llamando los alumnos, equilatero] que
tiene los mismos tres lados. Asi que contaron asi [la maestra cuenta con el dedo, sefialando los
triangulos de la figura 1] 1 tridangulo equilatero y 1, 2, 3 [sefialando los tridngulos] triangulos
rectangulos. ;Como han llegado en la Figura 2?

El alumno tiene dificultades en verbalizar la relacion entre los triangulos de la figura 1 respecto de la 2. Bela
se da cuenta y se dirige a la pizarra y empieza a escribir el nimero de triangulos de cada figura.

Bela: Pues venga [Bela empieza a escribir en la pizarra] en la figura 1 hay 1 triangulo equilatero y 3
rectangulos. Y en la figura 2, ;como lo han hecho? (...). Los rectangulos son el doble [escribe esta
cantidad en la pizarra], asi que son el doble y hay 6 rectangulos. Y los equilateros, ;como lo has
hecho?

Alumno: Entonces la figura 1 no tiene un patrén, porque el nimero de triangulos equilateros es impar, asi
que va a ser diferente.

Bela: Asi que la figura 1 es una excepcion. Entonces, [en la figura 2] ;cuantos triangulos equilateros hay?

Alumno: jHabra dos! Y el total [de triangulos en la figura 2] serd 8 [6 + 2]. (...)
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Bela: Entonces, de la figura 2 a la figura 3, ;dicen que hay un patrén?

Alumno: Hay un patréon que funciond para el resto [de las figuras] (...). [En la figura 3] los tridangulos
rectangulos se van a duplicar.

Bela: En la figura 3 son 2x6 igual a 12 triangulos rectangulos [Bela lo anota en la pizarra).
Alumno: Los equilateros, jvan a aumentar otros tres!

Bela: Entonces, [los equilateros] serian [el nimero de tridngulos de la figura] de la anterior jmas 3! 2 + 3
son 5. [Bela hace anotaciones en la pizarra]. En total, 17 [triangulos].

Alumno: Si, eso es.
Bela: jFunciond para el siguiente [figura 4]?

Alumno: jSi! Salvo que este “mas tres” [el nimero de triangulos equilateros, que es el anterior mas 3] se
convertiria en otro 3x2 [en la figura 4]. Entonces seria 6x2 [en la figura 5].

Bela: Entonces el equilatero [en la figura 4] seria 5 + 3x2 igual a 11. ;Es asi?
Alumno: jSi!

Bela: Aqui es el doble [Bela anota en la pizarra el nimero de tridngulos rectangulos de la figura 4], asi que
hay 24 [ntmero de tridngulos totales, Bela anota en la pizarra]. Entonces, jhay 11 aqui? [Bela va a
la figura 4 y cuenta los 11 tridngulos equilateros]. Con un total de [11 + 24 = 35 triangulos en la
figura 4] de 35. Tenemos una excepcion en la figura 1. (...). (Han encontrado un patrén aqui? ahora
tenemos que pensar como relacionamos este patron con la figura 1.

Al final de esta conversacion, la pizarra tiene el siguiente aspecto:

\_) 1 4%&&&»}4
f:a\.l ) 'mf“‘l‘;'!""“}s
87 ¢ ruw:“’(“”
miga é’-\wb\ +3=5 EH
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Los datos de esta investigacion proceden de la discusion colectiva del grupo de profesores en el curso
de formacion que fueron grabadas en video. En el andlisis, dos investigadores nos centramos en
identificar si los profesores fueron capaces de comprender las estrategias de resolucion de los
estudiantes identificando los procesos de razonamiento matematico (Lannin et al., 2011; Mata-Pereira
y Ponte, 2017), y si fueron capaces de identificar las acciones de Bela (y otras acciones) en relacion
con la orquestacion de discusiones matematicas que promuevan el desarrollo de los procesos de
razonamiento matematico en los estudiantes. El andlisis fue realizado individualmente por los dos
investigadores, y las discrepancias fueron discutidas hasta alcanzar un consenso.

RESULTADOS

Mirar profesionalmente las estrategias de resolucion de los estudiantes

Los profesores fueron capaces de identificar errores en las resoluciones de los estudiantes. Por
ejemplo, en el episodio descrito, identificaron el error cometido por el grupo de estudiantes con
relacion a la identificacion de tridngulos isdsceles como equilateros:

Tito: Pensaron en triangulos equilateros que en realidad son isdsceles.
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Lui: Es otro problema, no la habiamos previsto [se refiere a esta resolucion]. No habiamos previsto
este triangulo isdsceles que llamaron equilatero, fue una sorpresa. No hubo un momento [en
clase] en que se les dijera [a los alumnos] que lo que estais llamando equilatero es un triangulo
isosceles.

Por otra parte, también fueron capaces de identificar procesos de razonamiento desarrollados por el
grupo de estudiantes. Por ejemplo, en el episodio fueron capaces de identificar que el grupo de
estudiantes estaban identificando un patrén (en los tridngulos “equilateros™) y por tanto estaban
conjeturando. También identificaron que el grupo de estudiantes no fue capaz de generalizar:

Tom: Si, estan viendo un patron. Pero no pueden generalizar.
Formadora: ;Cual es su proceso de razonamiento?

Lui: Conjeturar.

Formadora: ;Cual es el razonamiento que no pueden hacer?
Tom: Generalizar.

La discusion con foco en la estrategia usada por los estudiantes (no anticipada en la planificacion) les
permiti6 reflexionar sobre las caracteristicas de la propia tarea y sus posibles modificaciones. En la
discusion, discuten sobre la posibilidad de incluir los tridngulos isosceles en las preguntas de la tarea
y sobre si este cambio estaria fuera del objetivo de la tarea y seria otra tarea nueva.

Tito: Se me ocurri6 dejar las figuras y modificar las preguntas asi: Tratar de encontrar una relaciéon
para la formacion de triangulos rectangulos, otra para tridngulos isdsceles y luego la relacion de
formacion de todos los triangulos en general.

Lui: Pero con esta idea nos estamos alejando del objetivo de la tarea. Cuando planteamos esta tarea,
nuestro objetivo era que al final llegaran al término general de la progresion geométrica. Que
encuentren este nuevo camino, por mucho que haya enriquecido las discusiones, aleja al grupo
del objetivo de la tarea, que era llegar al término general de la progresion geométrica.

Mirar profesionalmente las acciones del profesor (Bela)

En la discusion sobre la segunda pregunta ;como intent6 ayudarles el profesor?, los profesores fueron
capaces de identificar varias acciones de Bela, como la organizaciéon del discurso y el uso de la
representacion simbolica para registrar la respuesta de la alumna en la pizarra:

Tom: [La profesora] organizo su discurso [en la pizarra].

Lima: La profesora ayudaba no solo al grupo, a la chica que estaba hablando, sino a los otros grupos
(...). Asi que mas o menos mediaba su didlogo [el de la alumna del grupo que hablaba] con los
demas compaiieros, utilizando la pizarra para registrar. Esto mostr6 a los alumnos otro tipo de
representacion de la situacion. Asi pudieron ver y oir al mismo tiempo.

Por otra parte, discutieron la accién tomada por Bela ante la resolucion no anticipada en la
planificacion del grupo de estudiantes. Profesores como Tom o Tito lo vieron su accidon como una
oportunidad para explorar mas alld del objetivo de la tarea inicial. Teo en cambio coment6 que se
tendria que haber matizado al inicio que Unicamente se contaban los tridngulos rectangulos. Con esta
discusion, los profesores se dieron cuenta de la importancia y necesidad de anticipar las estrategias
de resolucion de los alumnos en la planificacion.

Teo: Otra cosa que generd un poco de discusion en nuestro grupo es si en el inicio de la tarea ella
deberia haber matizado si contar o no contar los triangulos “equilateros”. Creemos que deberia
haber dejado claro qué triangulos se tenian que contar al principio de la tarea (_..).

Bela: En realidad, en relacion con lo que nos ha sefialado Teo, fue una sorpresa en su momento. Por
mas que hicimos [en la planificacion], cambiamos la forma de la figura, nosotros no pudimos
visualizar la forma de los triangulos “equilateros”. Asi que [la resolucion de este grupo] fue una
sorpresa en su momento.
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Tom: iEs bonito! Demuestra que lo veian de otra manera (...).

Tito: La calma [de la profesora Bela en la pizarra] fue interesante porque la falta de prevision de esta
resolucion en la planificacion resultd en una discusion que fue mas alla de lo previsto.

Ademas, los profesores identificaron otras posibles acciones del docente, como solicitar a la propia
alumna que saliera a la pizarra a explicar y escribir su resolucion.

Lima: Otra forma era pedirle a la propia alumna que saliera a la pizarra a explicar su solucién. (...).

Bela: Ellas salen a la pizarra a explicar, porque yo hago eso con ellas. (...) Por qué decidi mediar y
no llamarlas? Porque no habia tiempo, tardarian mucho mas en llegar a su razonamiento.

Lima: Creo que esto [que los alumnos salgan a la pizarra a explicar su solucion] podria ser una practica
en otras tareas (...). Porque tenemos mucho potencial para desarrollar su comunicacion. Es muy
rico, que vayan a la pizarra y empiecen a sentir esta dificultad de como lo escribo, de como lo
explico. Esto les planteara dificultades que les ayudardn a desarrollar otras habilidades que son
importantes para el desarrollo matematico. Pero en este momento concreto, estoy de acuerdo.
Quiza haya sido la mejor decision.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Durante las discusiones colectivas, los profesores identificaron errores en las estrategias de resolucion
de los estudiantes y los procesos de razonamiento matematico (Lannin et al., 2011). Ademas, sus
discusiones también tuvieron el foco en que la no anticipacién de una estrategia en la planificacion
dificulta la actuacion del profesor en el aula (Serrazina, 2017), y, por tanto, reflexionaron sobre la
importancia de la anticipacion en sus planificaciones. Por otra parte, los profesores reflexionaron
sobre las caracteristicas de la tarea matematica y las posibles modificaciones. Por tanto, los profesores
participantes en el curso de formacion fueron capaces de mirar profesionalmente las estrategias de
los estudiantes identificando errores y los procesos de razonamiento matematico utilizados por los
estudiantes y tomar decisiones sobre la tarea utilizada.

Con relacién a las acciones del docente de aula para promover el razonamiento matematico de los
estudiantes, los profesores fueron capaces de identificar acciones del docente con este objetivo; por
ejemplo, el uso de la representacion simbdlica para registrar la respuesta de la alumna en la pizarra o
la organizacion de su discurso. También destacaron la actitud tranquila de la docente ante la situacion
no anticipada en la planificacion y reflexionaron sobre la accion tomada de no haber corregido el
error (el uso de tridngulos equilateros) o de continuar usando los triangulos no anticipados en la
planificacion. Ademas, los profesores pensaron en otras posibles acciones como solicitar a los
estudiantes que expliquen y escriban su resolucion en la pizarra. Por tanto, los profesores fueron
capaces de mirar profesionalmente las acciones de la profesora, identificando acciones de esta para
promover el razonamiento matematico y otras acciones que podria haber ayudado a los estudiantes.

Los resultados muestran que los profesores fueron capaces de mirar profesionalmente las estrategias
de resolucion identificando los procesos de razonamiento matematico de los estudiantes, asi como las
acciones del profesor. Creemos que el disefio del curso de formacién usando el modelo PLOT
(Ribeiro y Ponte, 2020), en el que se utilizan TAP que estan formadas por episodio de video de su
propia practica y unas preguntas para su reflexion, y donde se discuten documentos tedricos que
apoyan la reflexion de los profesores podria haber facilitado el desarrollo de la competencia mirar
profesionalmente, al igual que se ha mostrado en otros programas de formacion inicial donde se han
usado representaciones de la practica, preguntas guia y lentes tedricas (Fernandez et al., 2018;
Llinares y Fernandez, 2021).
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RESOLUCION DE UN PROBLEMA CONTEXTUALIZADO QUE
INVOLUCRA LA FUNCION F(N)=2N CON NINOS Y NINAS DE 5
ANOS

Solving a contextualized problem involving the function f(n)= 2n with 5-year-old
children

Anglada, L2, Cafiadas, M. C.’ y Fuentes, S.°

4 Centro Universitario Maria Inmaculada de Antequera, ® Universidad de Granada

Resumen

En este estudio nos centramos en el enfoque funcional como aproximacion al pensamiento algebraico
en alumnado de 5 anios. Nuestros objetivos de investigacion son: (1) describir las respuestas de este
alumnado a preguntas sobre un problema contextualizado que involucraba la funcion f(n)=2n en sus
formas directa e inversa, (2) describir las justificaciones a sus respuestas, y (3) describir como
construyeron una tabla para representar casos particulares del problema. Recogimos informacion
de una sesion de trabajo con una clase de 13 nifios y nifias de 5 anios. Los resultados muestran que
en las respuestas del alumnado podemos evidenciar que estos identifican regularidades para casos
particulares, tanto para la forma directa como la inversa de la funcion, y la mayoria, justifico sus
respuestas. Ademads, construyeron una tabla de funciones, distinguiendo las variables y la relacion
entre ellas.

Palabras clave: educacion infantil, estructuras, funcion inversa, pensamiento funcional, tablas de
funciones.

Abstract

In this study, we focused on the functional approach as an approach to algebraic thinking in 5-year-
old students. Our research objectives were: (1) to describe these students' responses to questions
about a contextualized problem involving the function f(n)=2n in its direct and inverse forms, (b) to
describe the justifications for their responses, and (c) to describe how they constructed a table to
represent particular cases of the problem. We collected data from a work session with a class of 13
S-vear-old children. The results show that the students' responses revealed that they identified
regularities for particular cases, both for the direct and inverse forms of the function, and the majority
Justified their responses. Furthermore, they constructed a table of functions, distinguishing the
variables and the relationships between them.

Keywords: early childhood education, function tables, functional thinking, inverse function,
structures.

INTRODUCCION

Una de las aproximaciones al dlgebra escolar recomendada para los alumnos en edad temprana es el
pensamiento funcional (Carraher y Schliemann, 2007). El pensamiento funcional se centra en la
relacién entre dos cantidades que covarian (Blanton y Kaput, 2004). Establecer estas relaciones
supone identificar la regularidad en el comportamiento entre variables (Blanton, 2008). De manera
general, la regularidad es lo que se repite y, a partir de una regularidad observada, se prueba que esta
sea valida para mas casos particulares y, finalmente, para cualquier caso perteneciente a una situacion
dada (Polya, 1966). Autores como Blanton y Kaput (2011) enfatizan la importancia de introducir el
pensamiento funcional en la educacion infantil, ya que el establecimiento de relaciones funcionales
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surge intuitivamente en estos afos. En nuestro trabajo asumimos que el alumnado de infantil tiene
capacidad para establecer relaciones entre cantidades que covarian (e.g., Blanton y Kaput, 2004).

La representacion de ideas algebraicas es una de las practicas esenciales que Blanton et al. (2011)
consideraron para el trabajo del pensamiento algebraico en el aula. En el contexto del pensamiento
funcional, las representaciones permiten a los estudiantes expresar la relacion entre cantidades que
covarian. En particular, en este trabajo nos centramos en la representacion mediante tablas. Las tablas
son una representacion que ayuda a organizar las ideas y el pensamiento a medida que el alumno las
utiliza para documentar resultados y datos (Lopez y Brizuela, 2024). Nos interesa esta representacion
ya que, a pesar de que es una representacion con potencial en los primeros cursos, no ha sido muy
explorada en estos niveles (Brizuela et al., 2021).

Otra de las practicas esenciales del dlgebra que vamos a considerar en este trabajo, y que es novedosa
en estudios sobre pensamiento funcional en educacion infantil, es la justificacion. La justificacion
ayuda a determinar y explicar la verdad de una conjetura o afirmacién (Blanton et al., 2011). También
permite a los nifios desarrollar argumentos para defender o refutar la validez de una idea matematica
(Brizuela y Strachotta, 2024). Disefiamos una tarea en nuestro equipo de investigacion en un entorno
de resolucion de problemas contextualizados, en forma de historia-problemal, que involucraba la
funcién f(n) = 2n en sus formas directa e inversa. Trabajamos con materiales concretos, para que los
propios ninos pudieran validar sus respuestas.

Con este trabajo pretendemos contribuir a la investigacion sobre pensamiento funcional de niflos de
educacion infantil. Establecemos tres objetivos de investigacion, con el foco puesto en el trabajo
conjunto de toda la clase: (1) describir las respuestas de alumnado de ltimo curso de educacioén
infantil (5 afios) a preguntas sobre un problema contextualizado que involucraba la funcion f(n)=2n
en sus formas directa e inversa, (2) describir las justificaciones a sus respuestas y (3) describir como
construyeron una tabla para representar casos particulares del problema.

MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

El pensamiento funcional es un tipo de pensamiento algebraico, que se ocupa de la construccion,
descripcion, representacion y razonamiento con y sobre las funciones y los elementos que las
constituyen (Canadas y Molina, 2016). Desde la perspectiva del contenido matematico, nos
centramos en las funciones lineales con dos variables, cuyos conjuntos dominio ¢ imagen son los
numeros naturales. En este contexto, contemplamos dos tipos de relaciones entre las variables, la
directa (de la variable dependiente con la variable independiente) y la inversa (en la que se
intercambian los roles de las variables respecto a la relacion directa), existentes entre cantidades que
tienen capacidad de variacion simultanea (Blanton y Kaput, 2004). La relacion entre las variables de
las funciones puede involucrar diferentes representaciones: (a) lenguaje natural-oral; (b) lenguaje
natural-escrito; (¢) pictérica; (d) numérica; (e) tabular y (f) notacion algebraica (Carraher et al., 2008).
En este trabajo nos centramos en la representacion tabular. Las tablas son organizaciones graficas
donde la informacion se organiza segiin un doble eje que ordena y sistematiza datos de informacion
relacionados entre si (Campbell-Kelly et al., 2003). Llamamos tablas de funciones a las que permiten
representar la relacion entre variables. Las tablas de funciones son herramientas que apoyan el
desarrollo temprano del pensamiento funcional (Tanisli, 2011).

En el pensamiento funcional es fundamental el estudio de regularidades (estructuras). Para que los
nifios identifiquen una regularidad, realizamos preguntas sobre casos particulares, de manera que a
partir de algunos ejemplos hallen los valores de la variable dependiente y para nuevos valores
especificos de la variable independiente x. Canadas et al. (2016) en un estudio con alumnado de 2° de
Educacion Primaria (7 afios) trabajaron con un problema contextualizado que involucraba la funcion
f(n)=2n. Los nifios y nifas expresaron la regularidad en sus respuestas mediante recurrencia
“sumando dos cada vez” y mediante una estructura aditiva “sumando cada nimero consigo mismo”.
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Los estudios sobre pensamiento funcional en educacion infantil que abordan el trabajo con la funcion
inversa son escasos. Anglada et al. (2022) disefaron y aplicaron una tarea que involucraba las
funciones f(n) =n, f(n)=n+2, f(n)=n —1 y f(n) = 2n. Analizaron las respuestas de ocho nifios de 5 afios.
En los resultados apreciamos que siete de los nifios identificaron una estructura adecuada en preguntas
relativas a las tres primeras funciones, para las formas directa e inversa. Para f(n) = 2n, dos estudiantes
identificaron una estructura correcta, tanto para la funcién directa como para la inversa. Fuentes y
Canadas (2024), en un estudio con una nifa de 4 afios, describieron los pasos que esta realizo para
resolver dos tareas que involucraban las funciones f(n)=n y f(n) =3n y sus respectivas funciones
inversas. Esta nifia trabajo con las formas directa e inversa de las dos funciones sin dificultad.

Respecto a la justificacion, Pinto (2021), en un estudio de caso, analiz¢ las justificaciones de un nifio
de 5 afios al resolver problemas que involucraban funciones lineales. Acosta et al. (2024) realizaron
un estudio longitudinal con estudiantes de tres, cuatro y cinco afios, sobre el tipo de justificaciones
empleadas al trabajar con patrones repetitivos. Ambos estudios destacan la importancia de animar a
los estudiantes a justificar sus respuestas.

Algunos autores enfatizan la importancia de indagar sobre como los nifios interactian con las tablas
de funciones (e.g., Brizuela et al., 2021). Blanton y Kaput (2004) abordaron cémo nifios de esta edad
resolvieron un problema contextualizado que implicaba las funciones f(n)=n y f(n)=2n. Estos autores
describieron que los nifios, con ayuda, utilizaron una tabla para organizar datos y establecieron
relaciones entre variables. Brizuela et al. (2021) realiz6 un estudio de caso con un nifio de 5 afios,
centrado en como este usaba y comprendia las tablas cuando resolvia problemas que involucraban las
funciones f(n)=n, f(n)=n+1 y f(n)=2n. Estas tablas sirvieron al nifio de andamiaje para la
identificacion de relaciones funcionales y de la generalizacion. Estos autores concluyeron que los
nifios y nifias pueden usar tablas como herramientas de organizacién y no solo “mirarlas”, sino
también “mirar a través” de las tablas para desarrollar la comprension de las relaciones funcionales.

En nuestro trabajo, a partir de un problema contextualizado que involucraba la funcion f(rn)=2n en
sus formas directa e inversa, describimos las regularidades que evidenciamos en las respuestas de los
nifios y las justificaciones que dan a estas respuestas. También describimos como construyeron una
tabla de funciones.

METODO

Este estudio es cualitativo, de tipo exploratorio y descriptivo. La recogida de datos se llevd a cabo
con una clase del3 escolares del ultimo curso de educacion infantil (5 afios) en el curso 2024/2025.
Los nifios y nifias pertenecian a un centro educativo publico de Granada. La seleccion del centro
educativo fue intencional, segun la disposicion del centro y de los docentes. Los nifios y nifias habian
trabajado en clase, en ambos casos, con algunos tipos de tablas como tablas de doble entrada, con
elementos cualitativos y cuantitativos. Ademads, desde los 3 afios, estos han participado en
experiencias relativas al pensamiento algebraico, realizadas dentro del proyecto de investigacion en
el que se enmarca este trabajo (https://www.pensamiento algebraico.es), durante las cuales tuvieron
contacto con tablas de funciones utilizando material manipulativo (Anglada et al., 2024). La
participacion fue voluntaria y contamos con el permiso por parte del Comité de Etica de la
Universidad de Granada (ref. 3468/CEIH/2023).

Para los objetivos planteados, disefiamos una sesién de 50 minutos con toda la clase. Disefiamos la
tarea en el seno del proyecto de investigacion en el que se enmarca este trabajo. Las tareas se basaron
en la resolucion de problemas contextualizados, presentados en forma de historia-problema. Dos de
las autoras de este trabajo entraron al aula. Una actudé como investigadora docente y otra grabd y
sirvié de apoyo. Ambas tomaron notas de sus observaciones en el aula. La tutora del grupo ayudo en
la gestion del aula, pero no se implicé en nuestra propuesta.
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Presentamos la historia-problema de forma oral y establecimos un didlogo continuo con los nifios,
basado en preguntas y respuestas. Utilizamos una gallina y huevos de juguete, y un espejo. La
investigadora comenzd diciendo: “Esta gallina se llama Lina, es una gallina presumida y tramposa.
Siempre quiere ser la que pone mas huevos de todo el gallinero. Oh!, es el momento de que nuestra
gallina ponga huevos — la gallina desaparecid y volvié con un huevo- ; Veis cuantos huevos ha puesto
nuestra gallina Lina?”. La investigadora continu6 diciendo que Lina estaba triste por poner solo un
huevo, entonces a Lina se le ocurri6 una idea, poner el huevo delante de un espejo y asi engafiar a las
demas gallinas y al granjero. Luego, pregunto a los nifos: “;qué es lo que ocurre al poner el huevo
delante del espejo?”. La investigadora repitid el proceso con tres huevos. Después con dos, pero
anticipando la respuesta de los nifios para luego colocar los huevos frente al espejo y corroborar si
estaban en lo correcto. Y asi continu6 con otros casos particulares con nimeros entre 1 y 10. Luego,
pasamos a trabajar la forma inversa de la funcién, plantedndoles: “Si quiero que se vean en total 4
huevos, ;cuantos huevos deberd poner la gallina?”. Repitid esta pregunta con distintos casos
particulares. A continuacion, preguntd qué es lo que ocurria al poner huevos delante de un espejo.
Orientamos las preguntas para que fueran un ente facilitador del didlogo y de la justificacion por parte
de los alumnos. Algunas de las preguntas realizadas fueron: “;Cémo pensaste que era [un nimero
cualquiera]?”, “;Cémo lo has hecho?”, “;Por qué?”.

Después de esto, la investigadora dibujo los ejes de una tabla en la pizarra y puso el primer par de
valores: “si la gallina pone un huevo, al ponerlo delante del espejo veremos dos”. A continuacion los
nifios salieron por turnos a la pizarra anadiendo pares de valores de la funcion (ver Figura 1). Tuvimos
presente proponerles valores no consecutivos para evitar la recursividad. Ademas, siguiendo
recomendaciones de Lopez y Brizuela (2024) formulamos preguntas que ponian la atencion en las
relaciones por filas de la tabla. Cada vez que un nifio escribia una pareja de valores, le preguntadbamos
qué queria decir con lo que habia escrito. Se abria una discusion en clase y se confirmaba si todos los
nifios lo consideraban correcto o no. En caso de discrepancia lo comprobaban con el material.

Figura 1

Tabla Construida por los nifios en la pizarra

,;‘

En este escenario, la variable independiente es el nimero de huevos que pone la gallina y la variable
dependiente el nimero de huevos que se ven en total cuando acercamos el espejo. Para la forma
inversa, se invierten los roles de las variables (i.e., se conoce el nimero de huevos que se ven en total
al poner el espejo y se desconoce el numero de huevos que ha puesto la gallina).

Analisis de datos

Transcribimos las videograbaciones de las sesiones y realizamos un andlisis de los datos a partir de
estas transcripciones. Analizamos las respuestas de los nifios a las preguntas de la investigadora
referidas a casos particulares, para las formas directa e inversa de la funcion (objetivo 1 y 2). Nos
centramos en como fueron estas respuestas y describimos: (a)si eran correctas o incorrectas, (b) si se
apoyaron en el uso de material, (c) si las justificaron, (d) como eran estas justificaciones.
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Por otro lado, analizamos la construccion por los nifios de una tabla en la pizarra para representar la
relacion entre las variables (objetivo 3). Las categorias consideradas se basan en las de Torres et al.
(2022), siendo: (a) ubicacion de los pares de valores en las columnas adecuadas, (b) lectura de los
pares de valores indicando a qué variable correspondia cada una y (c) representaciéon de casos
particulares distintos a los utilizados en la sesion de clase en la tabla.

RESULTADOS Y DISCUSION

Observamos que las respuestas del alumnado a las preguntas de la investigadora eran correctas, para
las formas directa e inversa de la funcion, desde los primeros casos particulares. La mayoria de las
veces, el alumnado respondia al unisono y de forma casi inmediata. Cuando la investigadora-docente
les preguntaba como sabian la respuesta, recurrian a sumar el numero de huevos que puso la gallina
consigo mismo. Algunos ponian incluso otros ejemplos de parejas de casos particulares para justificar
sus respuestas, utilizaron nimeros mayores que 10, incluso nimeros como 300, 400, 1000 etc. La
estrategia de ir sumando un nimero consigo mismo, evidencia que identificaron una regularidad. No
dieron una expresion de esta regularidad, pero tenian claro que debian sumar la cantidad de huevos
que ponia la gallina con el mismo nimero que era el que se reflejaba y lo evidenciaban a través del
trabajo con casos particulares. Para los primeros cuatro casos particulares usaron materiales para
ratificar sus respuestas, pero después no.

A continuacion, presentamos un extracto de la clase cuando trabajan con la funcion directa.
Destacamos la interaccion que se genero en el aula, donde la mayor parte de los alumnos aport6 a la
conversacion. Para mantener el anonimato de los nifos, les asignamos su nimero de lista habitual
acompafiado de una A (de “alumno”).

Investigadora (I):  ;Cuantos huevos ha puesto la gallina?

Todos (T): Tres.

I: Pero ella sigue queriendo mas.

AS: Sigue haciendo trampa.

I: Cuando los ponga delante del espejo, /cuantos vamos a ver?
T: Seis, cuatro, ocho...

I: Vamos a comprobarlo.

A3: Uno, dos, tres, cuatro, cinco y seis.

I: A8 dice que sabia que iba a ser seis. A ver, cuéntame como.
AS: Es que tres mas tres es seis.

I: (Alguien sabe por qué dijo tres mas tres?

Al: Seflo, una cosa. Veinte mas veinte es cuarenta.

A6: Y cien mas cien es doscientos.

Al: Y mil mas mil dos mil.

AR: Mira, trescientos mas trescientos es seiscientos.

Al2: Infinito mas infinito es infinito.

Al3: Infinito mas infinito. Es infinito y mas alla.

Del fragmento anterior extraemos varias ideas interesantes en relacion con nuestros objetivos. La
primera es que los alumnos construyeron las respuestas en comun. Al principio, al preguntarles por
lo que vemos cuando la gallina pone 3 huevos, las respuestas variaban y danban como respuesta
diferentes nimeros pares (seis, cuatro, ocho). A continuacion, con el material concreto, A3 cont6 los
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huevos y sus reflejos, uno a uno. A8 intervino en la clase comentando que sabia que eran seis porque
es tres mas tres, evidenciando una estructura aditiva. Luego, varios compafieros pensaron numeros al
azar y fuera de su ambito numérico conocido y duplicaron el valor sumandolo consigo mismo (por
ejemplo, 300+300=600). Aqui dejaron de hacer referencia a las cantidades involucradas, de forma
que recontextualizaron el problema (Carraher y Schliemann, 2002) de un contexto fisico a uno
matematico. Destacamos también la mencidn al infinito como niimero muy alto y que expresen
“infinito mas infinito”, que refuerza la idea de que han identificado una regularidad.

En cuanto a preguntas sobre la funcion inversa, extraemos el siguiente didlogo:

I: Yo quiero que cuando ponga los huevos en el espejo se vean cuatro huevos. ;Cuantos huevos
debe poner la gallina?

T: Dos, dos, dos...

I: Vamos a comprobarlo [lo comprueba con el material]. Muy bien.

I: Ahora quiero que se vean dos ;Cuantos huevos debe poner la gallina?

T: Uno (responden rapidamente y al unisono).

I: LY si ahora quiero ver seis?

T: Tres.

I: LY si quiero ver ocho?

T: Cuatro.

AS: Cuatro y cuatro son ocho [sacando cuatro dedos en cada mano y poniendo una frente a la otra)].

Observamos que el cambio en la forma de la funcién no generd dificultad. Como comentd AS,
consiste en pensar ese ocho como una suma de nimeros iguales, uno correspondiente a los huevos
que puso la gallina y otro a su reflejo, lo que evidencia emparejando cuatro dedos de cada mano.

Respecto a la construccion de una tabla en la pizarra para representar la relacion entre las variables,
observamos que los nifios desde el primer momento colocaron los datos en las columnas adecuadas.
La investigadora escribi6 las dos primeras parejas de valores y trazo los ejes. Luego, continuaron los
nifios y nifias escribiendo en la tabla otras parejas. Al principio, las columnas no tenian encabezado,
les preguntamos qué nombre podriamos ponerle y ellos mismos sugirieron llamarlas “gallina” a la de
los huevos que esta ponia (a la izquierda) y “espejo” a la de lo que veian al poner los huevos frente
al espejo (columna de la derecha). Cada vez que un nifio afiadia valores en la tabla, le pediamos que
nos dijera qué significaba lo que representaban en la tabla y lo hicieron correctamente. En varias
ocasiones, paramos y leimos entre todos lo recogido en la tabla. Esto indica que reconocian los valores
de las variables y la relacion entre ellos. Algunos nifos representaron en la tabla algunos valores
distintos a los utilizados en la sesion de clase, como podemos ver en la Figura 1.

CONCLUSION

En este trabajo hemos dado respuesta a tres objetivos de investigacion. Hemos mostrado fragmentos
del trabajo del alumnado en el aula que evidencian la relacion entre las variables al trabajar con casos
particulares, para las formas directas e inversa de la funcion, como justifican sus respuestas y como
construyen y utilizan una tabla para organizar valores de una funcion.

La expresion verbal a estas edades es limitada, puede que esto justifique que no han llegado a dar una
expresion de la regularidad para la relacion entre las variables, pero por sus respuestas podemos
evidenciar que la han identificado. Si comparamos el presente estudio con el de Cafiadas et al. (2016)
con alumnado de 7 afos, observamos algunas diferencias, por ejemplo, en este los nifios y nifias
justificaron sus respuestas mediante recurrencia “sumando dos cada vez”. Esto podria deberse al tipo
de tarea o a la presentacion de valores de la variable independiente consecutivos. Otra diferencia es
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que, usaban la expresion “duplicar” para expresar la regla seguida. A pesar de usar la expresion
seguian una estructura aditiva sumando cada nimero consigo mismo, no llegaron a usar la estructura
multiplicativa del doble. A parte de esto los resultados de los dos estudios son muy similares.

En linea con Brizuela et al. (2021) observar como los nifios de 5 afios construyen una tabla ayuda a
profundizar en como estos relacionan los valores de dos variables. Parte de nuestros resultados
confirman los de estudios previos (e. g., Anglada et al., 2024; Brizuela et al., 2021), evidenciando la
capacidad de los nifios y ninas de esta edad para construir y leer tablas de funciones. Consideramos
una limitacion el hecho de haber utilizado una funciéon multiplicativa especifica, habria que indagar
sobre lo que ocurre con otras funciones lineales y sus inversas. Coincidimos con investigaciones
previas donde se destaca que incluir cuestiones que involucren a la funcién inversa es viable en estas
edades siempre y cuando el contexto y las tareas sean adecuadas (Anglada et al. 2022, Fuentes y
Canadas, 2024). En futuros trabajos seria interesante seguir indagando sobre esto y estudiar el uso de
las tablas para descubrir relaciones entre variables.

Como aporte a la docencia, destacamos la inclusion de tareas de pensamiento funcional en un
contexto en el que el alumnado puede anticipar respuestas y autovalidarlas. Ademas, utilizar la
historia-problema como recurso permite una mejor gestion de las preguntas dirigidas a la funcion.
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