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Resumen

Esta investigacion pretende abordar la problematica matematico-didactica en torno a la
comprension y el sentido o razon de ser de problemas multiplicativos en la formacion de jovenes con
discapacidad intelectual, cuya actividad matemadatica previa ha sido muy rigida y estereotipada. La
comprension de enunciados escritos les supone un handicap y la validacion de sus respuestas casi
siempre corre a cargo del profesorado. En este trabajo, se muestran los resultados de una primera
experimentacion de una secuencia de problemas multiplicativos donde se utilizan materiales y
modelos intermedios que favorecen la aparicion de diversas técnicas artesanales o primitivas, como
las de representacion fisica o pictorica, empleadas por los estudiantes, que facilitan la comprension
de enunciados y la validacion de sus resultados por el estudiantado.

Palabras clave: discapacidad intelectual, resolucion de problemas verbales multiplicativos, modelos
intermedios, técnicas artesanales.

Abstract

This research aims to address the mathematical-didactic challenges related to the understanding and
the meaning or raison d'étre of multiplicative problems in the education of young people with
intellectual disabilities. Their previous mathematical activity has been very rigid and stereotyped.
The understanding of written statements is a handicap for them and the validation of their answers
is often the responsibility of the teachers. In this work, the results of a first experimentation of a
sequence of multiplicative problems are shown, using intermediate materials and intermediate
models that favour the appearance of various craft-like or primitive techniques, such as those of
physical or pictorial representation, used by the students. These methods help facilitate the
understanding of statements and enable the students to validate their own results.

Keywords: intellectual disability, verbal multiplicative problem solving, intermediate models,
primitive techniques.

INTRODUCCION

En las instituciones cuyo fin es la construccion de conocimiento matematico, es comun el debate
sobre la ensefianza de las técnicas de calculo, su pertinencia y la manera de ensefarlas (Reydy, 2013).
Sin embargo, la cuestion trasciende a las técnicas de calculo cuando la preocupacion del profesorado
se centra en las dificultades que encuentra el alumnado en el uso de estas en problemas (Sarrazy,
2007). Estas dificultades se ponen de manifiesto, especialmente, con alumnado con discapacidad
intelectual (DI) (American Psychiatric Association, 2023). En estos casos, el profesorado, con
frecuencia, selecciona problemas con palabras clave, de manera que el alumnado pueda asociar una
técnica concreta a la aparicion de una palabra clave y, asi, pueda tener éxito en la resolucion del
problema. Sin embargo, estariamos ante un éxito a corto plazo. A largo plazo, el uso de estas palabras
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clave puede constituir un obstaculo didéctico, pues dicha estrategia solo funciona en algin caso, pero
en la mayor parte de los casos es inadecuada (Shen, 2023). En esta linea, Powell et al. (2022)
proponen que el profesorado debe ayudar al alumnado a comprender el problema, y Hardy et al.
(2025) concluyen que, en general, todos los estudiantes, y en particular aquellos con dificultades en
matematicas, podrian beneficiarse de formaciones enfocadas en la resolucion de problemas donde las
palabras clave del enunciado son inconsistentes con la operacién que permite resolver.

En general, el tipo de actividad matematica que se realiza con alumnado con DI cuando se les plantean
problemas aritméticos suele tener un caracter rigido y atomizado (Bosch et al., 2004). Es decir, en
cada tarea siempre se privilegia el uso de una técnica asociada y antes de proponer la tarea
problematica se ensefia la estrategia que va a permitir resolverla. Los problemas aritméticos, en
general, se tienden a ensefiar de forma aislada, o sea, primero se ensefian los de adicion, después los
de sustraccion y asi se sigue con los de multiplicacion y division. Por ejemplo, en la Figura 12 1
(curso 2021/2022) se muestran los contenidos relativos a las operaciones elaborados por el
profesorado del Diploma Liceo, donde este hecho se asume. Ademads, se presentan primero las
técnicas para después trabajar los problemas donde se aplican (Figura 1, curso 2020/2021).
Asimismo, las técnicas utilizadas no aparecen justificadas y los problemas suelen ser validados por
el profesorado.

Figura 12

Contenidos sobre las operaciones del Diploma Liceo

1. DATOS DE LA ASIGNATURA

Nombre de la asignatura: Matematicas Nombre de la asignatura: Matematicas.

Curso académico: 2021-22.

® Sumas de numeros enteros e Multiplicaciones de nimeros enteros
® Sumasy restas (cony sin llevadas). o Problemas o Tablas de multiplicar
® Problemas. o Algoritmos o Problemas
o Comprension de problemas. e Restas de nimeros enteros e Divisiones de nimeros enteros
o Extraccién de datos. o Problemas o Problemas
o Algoritmo o Algoritmos

o Esquema de operaciones,...

Segun Peltier (2003), comprender el problema requiere entender que el enunciado esta relacionado
con una situacion y que los datos pueden proporcionar informacion para dar respuesta a determinadas
preguntas. Ademas, remarca que entender el enunciado implica llevar a cabo una accioén que conlleva
reflexiones y toma de decisiones. Por ello, la lectura del enunciado deberia sugerir, al alumnado, que
dicha situacion es semejante a una ya tratada previamente (es decir, se debe favorecer que el alumnado
reconozca aspectos isomorfos con otros problemas tratados).

Una linea de trabajo actual es la instruccion basada en esquemas (SBI, por sus siglas en inglés) (Polo-
Blanco y Gonzalez Lopez, 2021) o la instruccion basada en esquemas modificados (MSBI, por sus
siglas en inglés) (Fernandez-Cobos et al, 2023), que, entre otros aspectos, indagan el uso de esquemas
para comprender cada tipo semantico de problemas (Clausen et al., 2021).

La mayoria de las investigaciones que abordan la resolucién de problemas por personas con DI se
centran en estudiantes en edad escolar y a nivel individual. Sin embargo, en este trabajo, los
participantes de la experimentacion son jovenes que ya han superado la edad de escolarizacion.
Ademas, se pone el foco en el contexto institucional y en la construccion colectiva de técnicas de
resolucion, lo que es caracteristico del programa epistemologico de investigacion en didactica de las
matematicas. Esto supone una novedad frente a otras investigaciones de orientacion mas cognitiva.

Por todo ello, en este trabajo abordaremos, en el caso de jévenes con DI, una propuesta didactica que
fomente el uso de materiales o0 modelos intermedios para la resolucién de problemas multiplicativos
y de division, en el sentido de Brousseau (1998). Al mismo tiempo, se busca la construccion de una
organizacion matematica, en torno a dicho tipo de problemas, que sea relativamente completa (Bosch
et al., 2004), de modo que facilite su comprension y favorezca su resolucion.
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A continuacidn, se presenta el marco teérico que fundamenta el trabajo, seguido del problema de
investigacion, la descripcion de la metodologia de investigacion, los resultados y primeros analisis,
finalizando con una breve discusion y algunas conclusiones.

MARCO TEORICO

Para abordar el fenomeno de la pérdida de la razon de ser o del sentido de las operaciones aritméticas,
detallado en la seccion que describe el problema de investigacion, utilizamos tanto elementos de la
Teoria Antropoldgica de lo Didéctico (TAD) como de la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD).

En el marco de la TAD, todo saber matematico en una institucion determinada se modeliza mediante
una praxeologia matemadtica que consta de dos bloques: a) un bloque practico que esta constituido
por tipos de tareas y técnicas (1) que permiten su resolucion; y b) un bloque tecnolédgico tedrico que
hace comprensible y justifica el bloque practico. Asimismo, la realizacion de un proceso de estudio,
en una institucion determinada, se modeliza mediante una praxeologia didactica (Bosch et al., 2004).

Dentro de la TSD, un saber matematico se modeliza por una coleccion de situaciones para las que
dicho saber es la mejor solucidn en una institucion determinada. Asi, dichas situaciones se convierten
en la razén de ser de dicho saber, es decir, dichas situaciones contienen las cuestiones que le dan
sentido (Brousseau, 1998).

El aprendizaje de una operacion debe considerar dos objetivos: a) construir el sentido de la operacion,
es decir, explorar el campo de problemas que permite resolver y saber determinar si un problema se
resuelve mediante dicha operacion; y b) aprender una técnica operatoria oficial, dejando al alumnado
que se acerque progresivamente a ella. Para alcanzar estos objetivos, sera necesario dedicar primero
la mayor parte del tiempo a que el alumnado construya el sentido de la operacidn, permitiéndole
utilizar técnicas artesanales o primitivas que elabore para resolver los primeros problemas planteados.
La ensefianza de la técnica oficial debe retrasarse, de modo que su aprendizaje surja, después de un
proceso largo, como una evolucion de las técnicas primitivas construidas. Asi, dicha técnica
operatoria llegara a ser percibida por el alumnado como necesaria y util (Brousseau, 1998).

La adquisicion del sentido de un problema esta estrechamente relacionada con las técnicas utilizadas
por el alumnado, aunque estas sean primitivas o artesanales. Por ello, las técnicas elaboradas por el
propio alumnado lo ayudaran a construir el sentido de una operacion (Peltier, 2003).

Ademas, en la construccion del sentido de un problema va a ser necesario que el alumnado se haga
una representacion del problema. En Brousseau (1998) se propone un proceso de estudio para el
aprendizaje de la sustraccion. Concretamente, propone un modelo de situacion, “el juego de la caja'y
los cubitos”, que se convierte en un modelo que permite que el alumnado construya el sentido de la
sustraccion y diferentes estrategias de resolucion. Es decir, este modelo de situacion se convierte en
un modelo intermedio de modo que cualquier problema de sustraccion se representa y traduce a este
sistema de la caja. El uso de un modelo intermedio o de un material puede ayudar a que el alumnado
elabore con mayor facilidad una representacion del problema, lo que le permitird dotar de sentido al
problema y elaborar diferentes técnicas de resolucion.

Ingenieria didactica y TAD

La metodologia de investigacion que se ha seguido, aunque no se muestre en su totalidad en este
trabajo, ha sido la de la Ingenieria Didactica (Artigue, 2014) reinterpretada en términos de la TAD
(Garcia et al., 2019). Su primera fase comprende el andlisis preliminar, en particular el andlisis
epistemologico del contenido matematico a ensefiar y la identificacion de los fendémenos didacticos.
En la segunda fase se realiza un disefio y analisis a priori, dando lugar a la secuencia de intervencion.
La tercera fase es el andlisis in vivo, es decir, la dimension experimental de la investigacion.
Finalmente, la cuarta fase es el andlisis a posteriori en la que se contrastan o validan hipdtesis y se
da respuesta a los fenémenos didacticos.
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En atencion a la primera fase de la metodologia, en la siguiente seccion se aborda el planteamiento
del problema de investigacion a partir de la identificacion de fendémenos didacticos no deseables.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

Este trabajo surge por la observacion de forma experimental de fenémenos didécticos en la actividad
matematica realizada por grupos de jovenes con DI cuando resuelven problemas aritméticos. En
concreto, 1) la dificultad en la comprension y sentido de los enunciados (Peltier, 2003) en este
alumnado; 2) la actividad matemadtica rigida y estereotipada (p. ej., no se consideran diferentes
técnicas para resolver un mismo problema) (Bosch et al., 2004); y 3) el alumnado siempre espera que
el profesorado le valide las respuestas obtenidas (fenémeno de irresponsabilidad matematica del
alumnado) (Chevallard et al., 1997).

El problema general que guia esta investigacion es: ;como elaborar una propuesta didactica que
permita hacer frente a los fendmenos didacticos observados en la resolucion de problemas
multiplicativos en formacion permanente de jovenes con DI? En este trabajo, por restriccion de
espacio, nos limitamos a problemas de isomorfismo de medidas (PIM) y se intenta dar respuesta a las
siguientes cuestiones: 1) ;Como hacer comprensibles los PIM a jovenes con DI?; 2) ;Qué técnicas
utilizan en la resolucion de PIM y como favorecer el desarrollo colectivo de estas?; y 3) ;Como hacer
frente al fendmeno de irresponsabilidad matematica del alumnado?

METODOLOGIA DE INVESTIGACION
Descripcion del grupo

El grupo esta conformado por 19 individuos de edades comprendidas entre 18 y 30 afos. De ellos, 8
presentan diagnostico de DI leve, 3 de DI moderada, 2 de funcionamiento intelectual limite, 3 de
trastorno del lenguaje, 1 de trastorno del desarrollo y 2 presentan signos de DI, pero sin diagndstico
médico. Algunas de las comorbilidades que presentan son: trastorno del aprendizaje, trastorno de
ansiedad generalizada, trastorno del espectro del autismo, alteracion de la conducta, trastorno por
déficit de atencion con hiperactividad y mutismo selectivo. Todos ellos cursan el Diploma Liceo, de
formacién permanente para jovenes con discapacidad intelectual, impartido en la Universidad
Complutense de Madrid.

Descripcion de la propuesta

La secuencia completa disefiada incluye todos los problemas de tipo multiplicativo segun la
clasificacion de Vergnaud (Peltier, 2003). Inicialmente, 17 de los 19 sujetos presentaban grandes
dificultades a la hora de resolverlos. En esta comunicacion, nos centramos en los PIM de
multiplicacion de la secuencia, dejando pendiente el andlisis del resto de tipos para una otros trabajos.

Las sesiones se planificaron segun la siguiente estructura: 1) se mostraba el problema en la pantalla;
2) se hacia una lectura colectiva del enunciado; 3) se abordaba de manera individual y autébnoma, con
intervenciones puntuales y estratégicas del docente; y 4) se realizaba una puesta en comun de todas
las técnicas empleadas por todo el estudiantado. Ademads, diferentes tipos de materiales (cubos
Multilink, palillos...) estaban a disposicion del alumnado y los podian utilizar a demanda.

En la Tabla 1 solo se recogen las sesiones 1, 3, 5, 6 y 7 de la propuesta, ya que en ellas se trabajan
PIM que se resuelven con técnicas de multiplicacion. La notacion de los problemas (P;) indica la
posicion de cada uno de ellos dentro de la secuencia completa.

Categorizacion de las técnicas

Dentro del disefio y analisis a priori, que dio lugar a la propuesta descrita arriba, se anticiparon las
siguientes técnicas, que el alumnado podria utilizar para la resolucion de los problemas:

T1: Multiplicacion — técnica clasica (utilizacion de las tablas o de la calculadora).
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T2: Suma reiterada.

13: Representacion reiterada con objetos fisicos y conteo de 1 en 1.

14: Representacion reiterada con objetos fisicos y suma reiterada.

T5: Representacion reiterada con objetos fisicos y multiplicacion (técnica clasica).

Con representacion reiterada de objetos fisicos se hace referencia a que el alumnado representa el
problema utilizando cubos Multilink, que se espera sea usado como modelo intermedio a partir de P;.

T6: Representacion pictorica reiterada (analogica o primitiva o numerales) y conteo de 1 en 1.
17: Representacion pictorica reiterada (analdgica o primitiva o numerales) y suma reiterada.

13: Representacion pictorica reiterada (analdgica o primitiva o numerales) y multiplicacion (técnica
clasica).

Cuando hablamos de representacion pictorica reiterada, el alumnado representa el problema
dibujando. En 13, 14, 15, T6, T7 ¥ T8, para obtener la solucion al problema, es necesario obtener el
cardinal de la coleccion total, ya sea contando de 1 en 1, realizando una suma reiterada o una
multiplicacion (tablas o calculadora). Asimismo, consideramos que, en el caso de la representacion
pictdrica, esta varia segtn si el alumnado dibuja el objeto del enunciado (representacion pictorica
analogica) o si emplea un simple trazo (representacion pictorica primitiva) o si usa la serie numérica
(representacion pictdrica con numerales) para resolver el problema (por ejemplo, en el problema P7
el alumnado podria escribir “1, 2, 3, 4, 5” para hacer referencia a las cinco jaulas).

Tabla 1

Problemas multiplicativos similares en diferentes contextos (elaboracion propia)

Sesion (S)

Objetivo

Problemas (P)

Si: Problemas verbales
orales con cubos

Ss: Problemas verbales
escritos con multiples
contextos

Ss: Problemas verbales
escritos con multiples
contextos

Se: Problemas verbales
escritos con multiples
contextos

S7: Problemas verbales
escritos con multiples
contextos

Construir el modelo
intermedio de cubos -
validacion

Traducir el problema
al modelo de cubos

Resolver el problema
a partir de una
representacion
grafica del mismo

Pi: Tenemos estos cubos que se encajan (tipo Multilink).
Cada barra tiene 5 cubos. Introducimos 4 barras en la
cajay la cerramos. ;Cuantos cubos hay en la caja?

P7: En cada jaula se meten 3 gallinas. Tenemos 5 jaulas.
(Cuantas gallinas tenemos?

Pi1: En una granja hay 6 gallinas y cada una pone 2
huevos cada semana. ;Cuantos huevos ponen en total en
3 semanas?

P12: Un chef prepara 3 pizzas y las corta en 8 porciones
cada una. ;Cuantas porciones tiene en total?

P14: Cada dia, los alumnos de una clase meten 8 canicas
en una caja. /Cuantas canicas habra en la caja al cabo de
9 dias?

P1s: Un supermercado vende botellas de agua en
paquetes de 6 botellas cada uno. Si un cliente compra 5
paquetes, /cuantas botellas de agua compra?

RESULTADOS Y PRIMEROS ANALISIS

Tras el analisis in vivo, que no se detalla aqui por problemas de espacio, se ha realizado un analisis a
posteriori que incluye el estudio de las técnicas utilizadas por el alumnado con DI en los problemas
descritos en la Tabla 1. Todas las técnicas aparecieron de forma espontanea, excepto la 14, que no
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surgid. A continuacion, se describen las técnicas utilizadas por el alumnado y el desarrollo de la
puesta en comun con institucionalizacién para cada problema.

Problema P;

En este problema se esperaba que el alumnado utilizara una multiplicacién (1) o una suma reiterada
(t2). La primera fue empleada por el alumnado que resolvid con éxito el problema. En el caso de la
suma reiterada, una persona realizd 5+5, lo que podria deberse a olvidar el nimero de barras que se
introducen o a la creencia personal del estudiante de que “un problema se resuelve con una sola
operacion”. Por ultimo, algunos estudiantes realizaron una operacion aritmética sin sentido (suma)
con los datos del problema, evidenciando dificultades de comprension del mismo. En la puesta en
comun, se abrid la caja y se contaron los cubos introducidos en la caja (validacion) y se expusieron
las técnicas 12 (suma reiterada) y 1, (multiplicacion clasica) y su relacion.

Problema P;

Aqui destaca como el alumnado comenz6 a recurrir al modelo intermedio de los cubos, ya que, en la
secuencia completa, habian trabajado previamente con dicho modelo intermedio en otros problemas
y estaban familiarizados con el modelo. En la Figura 2 se muestran tres técnicas empleadas por el
estudiantado. En la imagen de la izquierda, realizaron una representacion fisica con cubos para
comprender el problema, que finalizaron con una multiplicacion clasica (técnica ts). En la imagen
del centro y de la derecha, el modelo intermedio pas6 de ser fisico, con cubos, a pictorico. En la
imagen del centro, la representacion fue pictorico-analogica, seguida de conteo (16), mientras que en
la imagen de la derecha la representacion es pictorico-primitiva, seguida de una multiplicacion clasica
(tg). Sefialamos que en la resolucion de este problema todas las técnicas empleadas por la clase
permitian resolver de forma correcta el problema.

Figura 2

Técnicas con representaciones fisica y pictorica reiteradas empleadas por el alumnado (elaboracion propia)

=

»
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En la puesta en comun, se institucionalizaron las técnicas empleadas por el alumnado y la suma
reiterada (t2) que no fue empleada en este caso. La validacion la realizaron contando de 1 en 1.

Problema P

Este problema involucra dos operaciones, rompiendo la regla que este grupo asumia, implicitamente,
de que todo problema se resuelve con una unica operacion. Un grupo de estudiantes necesitd ayuda
del docente en la representacion del problema, a pesar de no estar previsto. En el grupo que no
necesitod apoyo, las técnicas utilizadas fueron la representacion pictdrica global de todo el problema
(6 gallinas, cada una con 2 huevos por semana) y posterior conteo (1s), y otra que combina 1, (suma
reiterada) para el calculo de huevos en una semana y 1, (multiplicacion clasica) para los huevos
totales. Tras la puesta en comun de las técnicas usadas, validaron el problema usando el conteo en las
representaciones.

Problema Pi;

El uso de un contexto familiar para el estudiantado (pizzeria) favorecié la comprension de este
problema. Las técnicas utilizadas por el alumnado se pueden clasificar en dos grupos: la
multiplicacion clasica (t1) y las que utilizan una representacion pictorica analogica (ts, T7 y 18). Se
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pusieron todas en comun, quedando patente que se podia resolver con sumas reiteradas y con
multiplicacion clasica. La validacion se realizd por conteo en una representacion pictorico-analogica.

Problema P4

En este caso, se observaron dos hechos. En primer lugar, el alumnado no comprendia el término “al
cabo” y el docente lo modificd por “después”. En segundo lugar, cuatro estudiantes no utilizaron
técnicas que les permitieran resolver el problema. Por ejemplo, representaron de forma pictorica un
dato del enunciado o realizaron una operacion aritmética distinta de la multiplicacion con los datos
del enunciado, quizas debido a que el tamafio de las colecciones era mayor.

En cuanto al alumnado que resolvio la tarea con éxito, destacamos el uso parcial del modelo
intermedio (representar de forma pictorica de la caja de las 8 canicas y, después, realizar una
multiplicacion clasica). También se usaron 11, 17 y t3. En la puesta en comun, un estudiante sustituyo
las cajas con canicas por la escritura de ochos; y después otros sugirieron utilizar la calculadora para
sumar los ochos (8+8+8+8+8+8+8+8+8=72, 12) y para multiplicarlos (8x9=72, t,). Para validar, un
alumno propuso la técnica 16, dibujando 9 filas de 8 canicas.

Problema Pis

En este problema, fue necesario cambiar el enunciado, reemplazando “un cliente compra 5 paquetes”
por “un cliente compra 5 paquetes de botellas”. A partir de este cambio, las técnicas que aparecieron
fueron representacion fisica (modelo intermedio) seguida de conteo (t3) (institucionalizada con
representacion pictdrico-analdgica) y representacion pictdrica seguida de otras acciones (es decir,
técnicas Ts, T7 y 18). La traduccion al modelo fisico intermedio de los cubos permitié la validacion.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Brousseau (2007) sefiala que “Aislados de su contexto, los algoritmos se convierten en respuestas
adquiridas a futuras preguntas de las que, por el momento, no se sabe gran cosa” (p.88). La propuesta
experimentada ha abordado a la vez la comprension de los problemas multiplicativos y las técnicas
que permiten resolverlos. El alumnado ha empleado técnicas artesanales o primitivas, basadas en
representaciones fisicas y pictdricas, pudiendo asi articular el sentido y las técnicas de la operacion
(Peltier, 2003). También ha empleado técnicas diferentes en un mismo problema para resolver dos
cuestiones del mismo tipo. Por ello, la actividad matematica que el alumnado ha desarrollado en la
experimentacion presenta un caracter menos rigido y estereotipado.

El uso del modelo intermedio de los cubos ha mostrado ser eficaz para la comprension de la
operacion. Asimismo, el uso posterior de representaciones pictdricas sugiere la comprension de los
enunciados por parte del estudiantado. El uso de técnicas basadas en el conteo también parece indicar
una mayor comprension de los problemas. Asi, la secuencia propicia la comprension de enunciados
como sugerian Powell et al. (2022).

En la misma linea que Polo-Blanco et al. (2018), la investigacion se ha centrado en el estudio de las
técnicas que emplea el alumnado con DI en la propuesta experimentada. En concreto, se ha observado
que el uso de técnicas artesanales les permite recurrir a ellas para construir el sentido de la operacion,
para resolver problemas y para validar su resolucion, asumiendo su responsabilidad. Se observa una
progresiva tendencia a abandonar el uso de técnicas basadas en materiales fisicos manipulativos para
comenzar a utilizar representaciones pictoricas y operaciones (sumas reiteradas, multiplicacion con
calculadora...).

Los modelos intermedios y los materiales utilizados proporcionan ciertos esquemas de resolucion, de
forma similar a la SBI o MSBI, aunque queda pendiente un analisis mas detallado.
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