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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio exploratorio con estudiantes de educacion secundaria (13
anos) en los que se analiza la argumentacion empleada ante la eleccion de juegos equitativos y no
equitativos, explorando sus intuiciones sobre la esperanza matemdtica. Tras el andlisis de las
respuestas se ha observado que los estudiantes utilizan en sus argumentos el valor y la cantidad de
fichas que componen los distintos juegos propuestos, es decir, manejan los elementos que definen la
esperanza matematica. Ademas, se han detectado dificultades en la interpretacion de las fichas con
valor cero y se ha encontrado un porcentaje no despreciable de estudiantes que argumentan su
eleccion basandose en su experiencia con el juego. Este trabajo destaca la importancia de la
alfabetizacion probabilistica temprana y la necesidad de abordar las concepciones intuitivas sobre
la esperanza matemadtica.
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de decisiones.

Abstract

This paper presents an exploratory study with secondary school students (13 years old) in which the
argumentation used when choosing fair and unfair games is analysed, exploring their intuitions about
mathematical expectation. After analysing the responses, we observed that students used the value
and quantity of the game pieces in their arguments, that is, they involved the elements that define
mathematical expectation. Furthermore, we found difficulties in the interpretation of chips with zero
value, and a non-negligible percentage of students argued their choice basing on their experience
with the game. This paper highlights the importance of early probabilistic literacy and the need to
address intuitive conceptions about mathematical expectation.

Keywords: expected value, fair game, decision-making, probability, secondary education.
INTRODUCCION

La alfabetizacion estadistica y probabilistica es una competencia esencial en la sociedad actual en la
que diariamente recibimos una gran cantidad de informacion que de forma continua exige la toma de
decisiones informada (Alsina y Garcia-Alonso, 2023). Es mas, nuestro entorno esta regido por
situaciones dadas en entornos de incertidumbre en las que la toma de decisiones necesita del
conocimiento probabilistico (Estrella et al., 2023). A pesar de que la mayoria de los curriculos
incorporan estos conocimientos desde finales del siglo pasado, la probabilidad se aborda con un
enfoque dirigido a la cuantificacion de la probabilidad y sin considerar otras ideas fundamentales que
también forman parte de la alfabetizacion probabilistica (Garcia-Alonso et al., 2025).

La probabilidad surge a partir del estudio de los juegos de azar y entre otras razones, su estudio busca
profundizar acerca de la equitatividad de los juegos, el tamafio de las apuestas y el reparto de las
ganancias entre los jugadores que intervienen (Guerrero et al., 2017). Asi, el concepto de juego
equitativo, entendido como el equilibrio entre las probabilidades de ganar de cada jugador y su
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ganancia esperada en el juego (Hernandez-Solis et al., 2021), involucra dos elementos: la
probabilidad de ganar de cada jugador y los valores de la apuesta o ganancia. Estos elementos
determinan el concepto de esperanza matematica.

En este estudio se pretende analizar las intuiciones de los estudiantes de secundaria ante la toma de
decisiones en situaciones de incertidumbre determinadas por juegos de azar, equitativos o no, y el rol
de los elementos que involucra la esperanza matematica en su eleccion. Con ello, se pretende dar
respuesta a las siguientes preguntas de investigacion:

- (En qué elementos relacionados con la esperanza matematica de un juego, equitativo o no, se
basan los estudiantes para argumentar su toma de decisiones?

- (Como afecta en la seleccion de un jugador y un juego el nimero de jugadas?
MARCO CONCEPTUAL

La alfabetizacion probabilistica se entiende como el conocimiento necesario para “acceder, utilizar,
interpretar y comunicar informacion e ideas relacionadas con la probabilidad, con el fin de participar
y gestionar eficazmente las demandas de las funciones y tareas que implican incertidumbre y riesgo
del mundo real” (Gal, 2012, p. 4). Es por ello necesario construir en los escolares los conocimientos
que permitan la toma decisiones en condiciones de incertidumbre con argumentos basados en la
probabilidad (Batanero, 2005). Una estrategia para ello es el andlisis de juegos de azar (dados,
monedas, ruletas) que facilitan la comprension del azar (Caiizares et al, 2004), el estudio de su
naturaleza impredecible y la necesidad de contar con herramientas probabilisticas que permiten la
toma de decisiones (Batanero et al., 2019).

Son escasas las investigaciones sobre las intuiciones que presentan los estudiantes acerca de la idea
de juego equitativo (Hernandez et al., 2021). Pero, Batista et al. (2022) ante tareas de juego equitativo
indican ciertas dificultades como influencia de creencias y experiencias personales. Por otra parte,
investigaciones en situaciones no equitativas con estudiantes de Bachillerato (16 afios), muestran que
estos son capaces de identificar la opcion més favorable mediante el calculo de la esperanza
matematica (Guerrero et al., 2017). En este sentido, investigaciones con estudiantes de Educacion
Primaria (5 y 10 afios) han puesto de relieve que estos estudiantes ante una toma de decisiones
comprenden algunos componentes basicos del concepto de esperanza matematica, considerando la
probabilidad de ganar, asi como el valor del premio (Lapidow y Bonawitz, 2023; Serrado, 2018;
Schlottmann y Anderson, 1994). En un trabajo reciente (Oval y Garcia-Alonso, 2024) también se ha
podido observar este resultado, pero en esta ocasion con estudiantes de Educacién Secundaria (13
afios), cuando estos se enfrentan a un juego no equitativo.

Basandonos en estos antecedentes, nos proponemos analizar qué elementos, de los que intervienen
en el concepto de esperanza matematica, utilizan los estudiantes de secundaria cuando deben
seleccionar un jugador de un juego de azar que puede ser equitativo o no. Ademas, analizaremos, si
el nimero de partidas interviene en los argumentos que han adoptado anteriormente en su decision.

METODOLOGIA

La muestra la constituyen un aula de 2° de Educacion Secundaria Obligatoria (13 afios), seleccionada
de forma no aleatoria, formada por 22 estudiantes de un centro concertado y urbano de Santa Cruz de
Tenerife (Espafia), los cuales no han trabajado contenidos probabilisticos en el actual curso. El
alumnado esta agrupado en 11 parejas y responden a la actividad conjunta o individualmente, segiin
lleguen o no a consenso. Cada respuesta constituye una unidad de andlisis, que estara identificada
mediante la codificacion AX.Y, donde A.X indica la pareja e Y cada estudiante, con valores 1 o 2.

De acuerdo con el objetivo de este estudio se realiza un enfoque mixto, descriptivo y exploratorio
(McMillan y Schumacher, 2005) en el que se han establecido categorias de respuestas atendiendo al
analisis del contenido (Krippendorff, 2013). El proceso de andlisis sigui6 varias etapas: lectura de las
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respuestas de los estudiantes, codificacion de respuestas individuales y por parejas, identificacion de
los elementos que fundamentan la respuesta, categorizacion de las respuestas y resumen de los
resultados. Por ello, el proceso seguido ha sido el de codificacion multiple ciego con dos
codificadores. Finalmente se han seleccionado algunas respuestas para ejemplificar las categorias.

Instrumento de analisis

La actividad propuesta es una modificacion a partir de los juegos utilizados en otras investigaciones,
como What'’s in the box (Lapidow y Bonawitz, 2023) o Integer Addition Bingo (Serrado, 2018) y que,
entre otras caracteristicas, no conllevan apuestas. Los estudiantes deben completar 4 juegos para dos
jugadores. Cada uno de ellos tiene cuatro fichas, salvo el juego IV, en el que hay un jugador que
tendra cuatro y otro jugador ocho fichas. Cada ficha tiene asignado un niimero entero entre el -10 y
el 10, que configura la esperanza matematica de cada jugador (Figura 1). La actividad se desarrolla
en una sesion de una hora de clase y, por esta razon, cada pareja realiza tres juegos: I, I1 / IIl y IV. El
objetivo de los juegos es lograr la mayor puntuacion en diez partidas. Para conseguir esta puntuacion
cada jugador contard con varias fichas colocadas boca abajo, de modo que no se vea su nimero. En
cada turno, elegird una, anotara el numero, la devolvera boca abajo y mezclara las fichas. Repetira
este proceso durante las diez partidas.

Figura 1
Composicion de los juegos y calculo de la esperanza matematica de cada jugador.
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Una vez han completado los tres juegos, rellenan la ficha de reflexion (Figura 2). Esta ficha consta
de dos preguntas que recogen su justificacion dada en la eleccion de un jugador, teniendo en cuenta
su experiencia en cada juego y suponiendo que hubieran jugado 5000 partidas.

Figura 2
Preguntas planteadas al alumnado en la reflexion final sobre el juego.

1. Si tuvieras que elegir un juego, ;qué juego elegirias? ;Qué jugador preferirias ser? ;Por qué?

2. Si se realizaran 5000 partidas, ;qué juego preferirias? ;Qué jugador preferirias ser? ;Por qué?

RESULTADOS Y DISCUSION

Las respuestas de los estudiantes se clasifican en cuatro categorias, segliin el elemento en que basan
su argumento en cada respuesta: Cantidad de fichas de los jugadores, Valor de las fichas que poseen
los diferentes jugadores, Cantidad y valor cuando combinan ambas, Experiencia que les ha producido
el juego o Sin justificar. En la categoria Experiencia se ha incluido tanto si el estudiante sefiala que
ha sido divertido el juego como si argumenta en base a los resultados de los 10 lanzamientos.
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Pregunta 1: Eleccion de un juego

En la Tabla 1 se resumen los resultados del andlisis de las respuestas de los estudiantes. Se muestran
con fondo gris aquellas parejas cuya respuesta fue inica y llegaron a un acuerdo.

Tabla 1
Juego y jugador seleccionado en la pregunta 1

Tipo de Juego Juego 11 Juego 111 Juego IV Total
argumento I Jugl*  Jug2 Jugl* Jug2  Jugl  Jug2  (porcentaje)
Cantidad - - - Alll - - A5l 7 (31.8)

A9.1

A9.2

A10.1

A10.2

All.2
Valor - - - A8.1 - - - 1(4.5)
Cantidad y valor ~ A2.1 A6.1 - - All A4l - 8 (36.4)

A22 A6.2 Al2 A4.2

Experiencia - A3.2 - A5.2 AT.1 A7.2 A3.1 5 (227)
Sin justificar - - A82 - - - - 1(4.5)
TOTAL 2 3 1 3 3 3 7 22
(porcentaje) 9.1) (13.6) &5 (@13.6) (13.6) (13.6) (31.8) (100)

*Jugador con esperanza matematica favorable.
Con fondo gris se representan las parejas que alcanzaron acuerdo en su respuesta.

Se observa que, globalmente, 12 estudiantes (54.5%) han seleccionado el Juego I o IV, es decir, han
elegido juegos equitativos, cuyos jugadores tienen la misma esperanza matematica. Mientras que, los
otros diez estudiantes (45.4%) seleccionaron alguno de los juegos no equitativos (Il y III). Debemos
destacar que, cuatro de ellos (18.2%) eligieron el jugador 2, el jugador con menor esperanza
matematica.

El Juego I solo lo elige la pareja A2 (9.1%) y se clasifica en la categoria cantidad y valor. En este
caso, en su justificacion senalan que “al tener las mismas fichas nos parece mas igualado. [Y] nos
daria igual el jugador porque tenemos los mismos niimeros”, con lo que se basa en las fichas y en sus
valores. Esta pareja elige el juego en el que no hay diferencias entre los jugadores.

El Juego II lo escogen cuatro estudiantes (18.2%), de los que tres eligen el jugador con mayor
esperanza matematica (Jugl). El estudiante A3.2 argumenta basdndose en su propia experiencia
(“porque ganamos mas rondas”), mientras que la pareja A6 (Figura 3) argumenta en base a la cantidad
y el valor, cuando dice “mas [cantidad de] fichas de suma” y “ficha -8”. Un estudiante elige este juego
sin argumentarlo.

Figura 3
Respuesta (unica) de la pareja A6 a la Pregunta 1
Clhgrfamos jegar d jrege N con o jvqedad sa g Elegirfamos jugar el juego 2 con el jugador 1
| i ventajp Tie ; j 2 ya que es el que mas ventaja tiene en este
arage densacin e o . + juego. El jugador 2 aunque terllga mas ﬁphas de
n 0. suma y aparenta que tiene mas probabilidades

de ganar, esta ligeramente desfavorecido por la
por o focboo ~% ficha -8.

El Juego III es un juego no equitativo escogido por seis estudiantes, repartidos entre los que eligen el
jugador 1 y el jugador 2. La pareja Al ha elegido el jugador con desventaja (Jug2), dentro de la

336



Oval-Trujillo, Z. y Garcia-Alonso, 1.

categoria cantidad y valor ya que identifican los valores y la cantidad de las fichas (Figura 4). En su
argumento consideran que el valor 0 “no te afecta” sobre la ventaja. Por su parte, el estudiante A7.1
elige este jugador en base a su experiencia (“me gusta mas y para mi fue mas divertido”).

Figura 4
Respuesta (unica) de la pareja Al a la Pregunta 1

Naslos pefeiciames oSV en al ware B g sex 2 erdac 2 Nosotras prefeririamos estar en el juego 3 y ser el
s oo tebeyes O e mE vorhi Yiece 2\ dever dos fidwes  jugador 2 ya que es €l que mas ventaja tiene al
b tener dos fichas positivas de numeros altos (10 y
5) una que no te afecta (0) y solo una negativa que
sele v wesdvy gue s wmuy geo peobdMe gueTle salga. C7) es muy poco probable que te salga (-7).

gosihvas do wdmercs ades (10 L;S) um ge ro d alech (o)%

Entre los que eligen el jugador con ventaja (Jugl), se encuentra el estudiante A11.1 (Figura 5) que da
una respuesta en la categoria cantidad, pues seiala que hace su eleccion porque ese jugador tiene
“mas numeros positivos que negativos”. En esta afirmacion también se observa que considera que el
cero no influye en el resultado del juego por carecer de signo. En cambio, el jugador A8.1 afirma que
“la suma es mayor que todas las demas”, aunque esto no es correcto. En ambos casos solo se esta
teniendo en cuenta un elemento para justificar su eleccion.

Figura 5
Respuesta de la pareja A1l
—adsnbing: e choiaia ok iuge S s Projeliaii e et Valentina: Yo elegiria el juego 3 y preferiria ser el
—ugadoa de kos Leldngufios patoue daeup mdh odmencs jugador de los triangulos porque hay mas numeros
o ivos. Same: Prefs 3 positivos que negativos.
<an foe el jugodos 2, paagque au e admeras Sara: Prefiero el juego 4 con el jugador 2, porque hay

“ ) 2 o mas nimeros positivos que negativos y hay mas fichas.

La mayoria de los estudiantes que han elegido el Juego IV (7 de los 10 estudiantes) han seleccionado
el jugador 2, que coincide con el jugador con mayor niimero de fichas. Es por ello que encontramos
seis de estos siete estudiantes dentro de la categoria cantidad. Asi, por ejemplo, la pareja A9
argumentan que en este juego “preferimos el circulo [jugador 2] ya que tiene muchos nlimeros”. Es
importante destacar que, dado que el jugador 2 tiene mayor niimero de fichas, la probabilidad de
eleccion de estas (1/8) es menor que la probabilidad de las fichas del jugador 1 (1/4).

En este mismo juego IV, los que eligieron el jugador 1, encontramos respuestas en la categoria
cantidad y valor, como la dada por la pareja A4, quienes indican que “hay menos fichas y mas
probabilidad de que te toque un nimero mayor”. Finalmente, el estudiante A7.2 basa su eleccion en
su experiencia, indicando que “nos gusté mas y para mi fue mas divertido”.

Atendiendo a los acuerdos y desacuerdos de las parejas, observamos que seis parejas de las 11
(54.6%) han dado una respuesta consensuada. Tres parejas de ellas han elegido el Juego IV y el resto
se ha repartido en los otros tres juegos. Cuatro de las parejas dan su justificacion en la categoria
cantidad y valor (ejemplo, Figura 2), mientras que el resto s6lo atienden a la cantidad.

Entre las cinco parejas que no han llegado a un acuerdo (45.5%), tres se sittian en el mismo tipo de
argumento, sin embargo, ha elegido diferente juego y jugador. Asi, en la pareja A11 (Figura 5), cada
miembro elige un juego diferente, pero su razonamiento se corresponde a la cantidad de fichas.

Pregunta 2: juego elegido que garantiza el éxito tras 5000 partidas

En el supuesto de un nimero elevado de partidas, la respuesta dada por 11 estudiantes (50%) difiere
de la respuesta dada en la pregunta anterior (Tabla 2). De ellos, se observa que tres estudiantes pasan
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de elegir un juego equitativo a uno que no lo es (A9.1, A9.2 y A5.1) y dos a la inversa (A5.2y A7.1).
Ademas, cinco de los estudiantes que eligieron al jugador 2 en la pregunta 1 han pre preferido el
jugador 1, jugador con mayor esperanza matematica (Al.1, A1.2, A5.1, A9.1 y A9.2).

Tabla 2
Juego y jugador seleccionado en la pregunta 2
Tipo de Juego 1 Juego 11 Juego III Juego IV TOTAL
argumento Jugl*  Jug2 Jugl* Jug2 Jugl Jug2 (porcentaje)
AS5.2
Cantidad . . L he2 - - A 7(31.8273)
All.1 Al 1:2
AS.1
Valor - - i i i i ; 4(182)
A9.2
A2.1
Cantidad y valor :i% - - - - - - 4(18.2)
A4.2
Experiencia - A32 - i} ; - :;; AA131‘ _12 4 (18.2)
Sin justificar - - A8.2 - - - - 3 (13.6)
TOTAL 4 1 1 9 0 2 5 22
(porcentaje) (18.2) 45 (@45 @09 (O (9.1) (22.7) (100)

*Jugador con esperanza matematica favorable.
Con fondo gris se representan las parejas que alcanzaron acuerdo en su respuesta.

En el Juego I, repite la pareja A2 y se suma la pareja A4. En ambos casos lo seleccionan porque
reconocen que “cada uno juega con las mismas ventajas y desventajas” (pareja A4), con lo que
senalan que el juego es claramente equitativo porque ambos jugadores tienen las mismas fichas. Esta
pareja también habia elegido un juego equitativo en la pregunta anterior.

El Juego II lo eligen dos estudiantes que no modifican su eleccion. Pero, mientras un estudiante no
lo justifica, el otro vuelve a argumentar en base a su experiencia (“uno en el que gané”, A3.2)

El Juego 111, juego no equitativo con ventaja para el jugador 1, lo seleccionan 9 estudiantes (40.9%).
Tres de los cuales habian elegido el Juego IV (AS5.1, A9.1 y A9.2), argumentando en la categoria
valor, pues lo seleccionan porque los nimeros los consideran “mas altos”. Otros dos estudiantes
habian seleccionado el Juego II (A6.1 y A6.2) pero, en este caso, su argumento estd dentro de
cantidad, pues “tiene mas fichas de suma” (pareja A6). Finalmente, dos estudiantes habian elegido
este juego, pero en esta ocasion cambian de jugador (Al.1 y Al.2). Su argumentacion se sitia en la
categoria sin justificar, debido a que han indicado que “las fichas estdn mas equilibradas”, sin
especificar a qué se refieren.

El Juego IV lo eligen 7 estudiantes (31.8%) y, mayoritariamente, cinco de ellos seleccionan el jugador
2, con mayor numero de fichas. De estos cinco estudiantes, uno (A5.2) habia elegido antes el Juego
IIT y en esta ocasioén argumenta su eleccion en la cantidad de fichas (“los circulos (J2) [...] ya que
hay mas niimeros y hay mas posibilidades de ganar”). Otro estudiante argumenta que el jugador 2 y
se clasifica en la categoria cantidad, porque en su razonamiento se basa en que “tiene mas
posibilidades de ganar” (A11.2). Con respecto al jugador 1, solo lo eligen 2 estudiantes y su
argumento se basa en su experiencia con el juego.

Con respecto a las parejas que han llegado a un acuerdo, se mantienen todas las que lo habian hecho
en la primera pregunta, salvo la pareja A7, que esta vez llegan a un acuerdo porque el estudiante A7.1
se alinea con su pareja argumentando en base a la experiencia (“nos gusta mas”) (Juego IV y Jugl).
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Por otro lado, al igual que en la pregunta 2 vemos que las parejas A5 y A8 no llegan a un acuerdo,
por un lado, debido a que uno de los miembros de la pareja A5 atiende a la cantidad y otro al valor,
mientras que la pareja A8, un estudiante atiende al valor y el otro no justifica su eleccion.

CONCLUSIONES

En este trabajo se han analizado las respuestas dadas por 22 estudiantes de 2° de Educacion
Secundaria Obligatoria (13 afios), con el objetivo de indagar sobre la toma de decisiones ante juegos
equitativos y no equitativos, analizando si lo hacen atendiendo a la cantidad de fichas de juego, el
valor de estas o ambas variables. Ademads, se ha observado como afecta el nimero de jugadas en sus
argumentaciones sobre la eleccion del juego. Los estudiantes trabajaron en parejas durante toda la
sesion, lo que permite observar que se dan respuestas de mutuo acuerdo.

Con respecto a la eleccion del juego observamos que casi el mismo nimero de estudiantes elige un
juego equitativo y un juego no equitativo, independientemente del nimero de partidas. No obstante,
la mayoria de los estudiantes que elige un juego no equitativo selecciona el jugador que presenta
mayor esperanza matematica (Jugl). De los diez estudiantes que eligen el Juego II o III, seis
seleccionan el jugador 1.

La argumentacion que siguen en sus elecciones no es la misma segun el nimero de partidas realizadas.
Mientras que, con 10 partidas, nueve estudiantes atienden a la cantidad y valor de las fichas,
elementos que intervienen en el concepto de esperanza matematica, al pasar a 5000 partidas la
mayoria de los estudiantes basa su razonamiento en un Unico elemento (cantidad o valor),
ligeramente superior en el elemento cantidad. Con respecto al razonamiento para elegir el juego y el
jugador, observamos que siete estudiantes atienden a un unico elemento cuando eligen al Jugador 1
del Juego III, siendo este jugador el que presenta mayor esperanza matematica de los cuatro juegos
propuestos. Ademads, uno de estos estudiantes argumenta diciendo que “la suma es mayor que todas
las demas”. Aqui podemos observar cierto acercamiento intuitivo a la nocion de esperanza
matematica. Aunque su argumento, en este caso, no es del todo correcto.

También se ha detectado que algunos estudiantes prefieren aquellos juegos equitativos estereotipados,
esto es, juegos en los que ambos jugadores tienen la misma cantidad y valor de las fichas (Juego I).
Estos estudiantes argumentan que ningtn jugador tiene ventaja frente al otro, lo que elimina el riesgo
de desequilibrio en la partida.

Especialmente relevante ha sido el papel jugado por la ficha con valor 0, presente en los Juegos Il y
II1. Los estudiantes la indicaban como una ficha que “no afecta” o “no influye” cuando se contabilizan
los positivos y negativos, y lo trasladan asi al estudio de la probabilidad. Esto evidencia la necesidad
de trabajar situaciones de azar en las que se analice como la ficha cero no aporta puntos en el juego,
pero si interviene en la probabilidad de seleccion de las fichas que configuran el juego.

Debemos destacar que 5 y 7 estudiantes (22.7% y 31.8%, respectivamente) dan una justificacion a la
pregunta 1 y 2, respectivamente, basandose en su propia experiencia, es decir, no incorporan en su
razonamiento otros aspectos distintos a los resultados que obtuvieron en las partidas o la sensacion
aportada por el juego, cuando seleccionan un juego bajo incertidumbre. Estos estudiantes muestran
un enfoque subjetivo de la probabilidad (Batanero, 2005), y que constituye una de las dificultades
senaladas del juego equitativo (Batista et al., 2022): influencia de su experiencia en la evaluacion de
un juego equitativo.

Somos conscientes de las limitaciones de este estudio debido a que la muestra es muy reducida, pero,
esta aproximacion sugiere que es necesario seguir indagando acerca de como el alumnado de
Educacion Secundaria elabora sus argumentos ante la toma de decisiones en un entorno de
incertidumbre, que involucra juegos equitativos y no equitativos. Se ha constatado en este estudio
que estos estudiantes son capaces de argumentar utilizando los elementos que intervienen en la
esperanza matematica, lo que sugiere que puede ser objeto de estudio en esta etapa. Por otro lado, es
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necesario seguir profundizando en conocimientos como la esperanza matematica para lograr una
alfabetizacion estadistica consolidada que permita tomar decisiones argumentadas.
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