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Resumen

En este estudio se analiza el impacto que tiene el uso de la estrategia recursiva en el éxito al resolver
tareas de generalizacion de patrones lineales. Se analiza la implementacion de tres secuencias de
tres tareas de generalizacion de patrones lineales en tres grupos de alumnado de 1° de ESO. La
diferencia entre las secuencias es la representacion espacial de las figuras del enunciado de cada
tarea y el orden en el que aparece cada tipo de representacion. Se comparan las estrategias de
generalizacion que utilizan los alumnos de los tres grupos en cada pregunta de cada tarea y el éxito
en la resolucion. Los resultados muestran diferencias significativas en el éxito en la resolucion de
las tareas cuando el alumnado utiliza la estrategia recursiva en la resolucion de las primeras
preguntas.

Palabras clave: estrategias de generalizacion, tareas de generalizacion de patrones lineales,
estadios de comprension, tipos de representaciones del enunciado.

Abstract

This study analyzes the impact of using the recursive strategy on success in solving linear pattern
generalization tasks. It examines the implementation of three sequences of three linear pattern
generalization tasks in three groups of Ist-year secondary school students. The difference between
the sequences lies in the spatial representation of the figures in the statement of each task and the
order in which each type of representation appears. The generalization strategies used by students
in the three groups are compared for each question of each task, as well as their success in solving
them. The results show significant differences in success in task resolution when students use the
recursive strategy to solve the initial questions.

Keywords: generalization strategies, linear pattern generalization tasks, stages of understanding,
types of representations of the statement.

INTRODUCCION

La generalizacion es uno de los procesos cognitivos mas importantes en la actividad matematica
Stacey (1989). Numerosas investigaciones han abordado diversos aspectos relacionados con las tareas
de generalizacion lineal: las estrategias empleadas por el alumnado (Morales et al., 2018); los niveles
de generalizacion (Zapatera, 2015); los obstaculos que surgen durante su resolucion (El Mouhayar y
Jurdak, 2015), la introduccion al lenguaje algebraico (Blanton et al., 2015) o, el papel de los ambitos
numéricos y visuales (Rico, Castro y Romero, 2000).

Diversos autores (Radford, 2011; Rivera, 2010; Warren, 2005) han sefialado que uno de los elementos
matematicos clave en el proceso de generalizacion es la relacion entre la estructura espacial de las
figuras y la cantidad de elementos que las componen. Otros estudios (Demetriou, 2004; E1 Mouhayar
y Jurdak, 2015; Nilsson y Juter, 2011) destacan que una de las dificultades fundamentales en el
proceso de generalizacion es el paso del recuento a la abstraccion del patron (relacion funcional),
vinculado a la falta de flexibilidad, que se entiende como habilidad para modificar la estrategia de
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resolucion cuando se modifica la demanda cognitiva (Krems, 1995). La fijacion en una estrategia y
la resistencia a modificarla constituyen un obsticulo que impide generalizar a cierta parte del
alumnado (Lannin et al., 2006).

Desde el enfoque de Duval (2006), es fundamental emplear distintos sistemas semidticos ligados a
un mismo concepto matematico, ya que las representaciones semioticas, entendidas como entidades
construidas dentro de un sistema de signos, permiten comunicar y construir conocimiento
matematico. Estas representaciones pueden adoptar la forma de figuras, esquemas, graficos o
expresiones simbolicas (Duval, 20006).

El objetivo de este estudio es analizar la relacion entre las representaciones espaciales utilizadas en
el enunciado de las tareas de generalizacion de patrones lineales, el uso de la estrategia recursiva y el
éxito en la resolucion de las tareas de los alumnos de 1° de ESO. En este contexto, nos planteamos la
siguiente pregunta de investigacion: ;Qué papel desempena la estrategia recursiva inicial en la
evolucion de las estrategias utilizadas por los estudiantes de 1° de ESO y en su desempeiio al resolver
tareas de generalizacion de patrones con diferentes representaciones espaciales? Para responder a esta
pregunta, diseflamos tres secuencias de tres tareas cada una. En cada secuencia se proponen las
mismas tareas, en el mismo orden, pero con distintas representaciones espaciales en su enunciado.
De este modo, cada grupo de alumnos resuelven tres versiones diferentes de cada tarea seglin la
representacion espacial empleada.

Generalizacion de patrones lineales

En este estudio nos centramos en las tareas de generalizacion de patrones lineales que se presentan
mediante figuras geométricas. En estas tareas, la relacion entre la posicion del término y el niimero
de elementos que componen la figura se modela mediante una funcioén afin f(n) = a-n+ b. De
acuerdo con Callejo y Zapatera (2014), estas tareas se estructuran en varias preguntas que guian
progresivamente al alumnado en el proceso de generalizacion siguiendo las demandas cognitivas
propuestas por Stacey: generalizacion cercana: se solicita calcular el valor de la funciéon para un n
cercano; generalizacion lejana: se propone un valor lejano de n; regla general: se pide obtener la
regla general e inversion: se plantea una situacion inversa, en la que se proporciona el nimero de
elementos de la figura y se requiere determinar la posicién del término correspondiente. Esta
estructura es la que se utiliza en el estudio.

Figura 1

Ejemplo de figuras en el enunciado de una tarea de generalizacion de patrones lineales

Estrategias de generalizacion

Las estrategias son métodos que conducen a la solucioén de los problemas de cualquier tipologia y
pueden definir-se como formas de actuacion o ejecucion de tareas matematicas (Rico, 1997). Diversas
investigaciones han identificado y clasificado las estrategias empleadas por el en la resolucion de
tareas de generalizacion de patrones lineales (Garcia-Cruz y Martin6n, 1998; Morales et al., 2018;
Stacey, 1989; Zapatera y Callejo, 2011). Estas investigaciones coinciden en distinguir tres tipos
principales de estrategias. No obstante, en este estudio se consideran cuatro estrategias de
generalizacion, en atencion a las particularidades de las representaciones espaciales utilizadas, lo que
permite diferencias dos formas dentro de las estrategias funcionales. A partir de los referentes tedricos
mencionados, se definen las estrategias de generalizacion consideradas en el anélisis de la siguiente
manera:
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e Estrategias recursivas. Se utiliza un método de conteo, basado en usar la diferencia entre
figuras consecutivas de la serie. Corresponde a las denominadas estrategias aditivas (Garcia-
Cruz y Martin6én, 1998; Morales et al., 2018; Stacey, 1989; Zapatera y Callejo, 2011).

e Estrategias proporcionales. Método incorrecto, donde el alumnado utiliza la relacién
funcional f(n) = a-nenvezde f(n) = a-n+ b (Garcia-Cruz y Martinon, 1998; Morales
et al., 2018; Stacey, 1989; Zapatera y Callejo, 2011).

e Estrategias funcionales. Se establece una relacion explicita entre las dos variables (la posicion
de la figura y el nimero de elementos) mediante una expresion del tipo f(n) =a-n+b
(Stacey, 1989; Garcia-Cruz y Martindn, 1998, Zapatera y Callejo, 2011; Morales et al., 2018).
En este estudio, se distinguen dos formas de esta estrategia, dependiendo de como se
manifiesta el procedimiento de generalizacion:

o Multiplicativa. Se relaciona directamente el numero de elementos con la posicién en
la sucesion a través de un procedimiento multiplicativo.

o Acumulativa. Relaciona explicitamente el nimero de elementos con la posicion de la
figura dentro de la sucesion, utilizando un procedimiento que acumula la cantidad de
elementos paso a paso.

La fijacion en una cierta estrategia y la resistencia a modificarla es un obstaculo que impide
generalizar a cierta parte del alumnado (Bednarz et al, 1996). En estudios con alumnado de 10y 11
afios, se ha observado un mayor éxito cuando los estudiantes comienzan utilizando estrategias
recursivas y progresan hacia estrategias funcionales (Zapatera, 2018).

Estadios de comprension en la generalizacion

Muchas investigaciones (Radford, 2011; Rivera, 2010; Warren, 2005) han puesto de manifiesto que
tres elementos matematicos son clave en el desarrollo del proceso de generalizacion: la estructura
espacial y numérica, la relacion funcional y el proceso inverso. En este estudio, se han disefiado tres
versiones de una secuencia de tareas, en las que se modifica la estructura espacial de las figuras del
enunciado, con el fin de analizar su influencia en las estrategias de generalizacion utilizadas por el
alumnado. Zapatera (2015) caracteriza tres estadios de comprension del desarrollo del proceso de
generalizacion de patrones. En el Estadio I, el alumnado no logra coordinar las estructuras espaciales
y numéricas, lo que le impide calcular términos lejanos de la sucesion. En el Estadio I, se establece
una coordinacion entre lo espacial y lo numérico, permitiendo encontrar una regla funcional general.
En el Estadio III, el alumnado es capaz de aplicar procesos inversos, deduciendo la posicion del
término a partir del nimero de elementos.

En este estudio, se evalta el nivel de éxito de las estrategias de generalizacion utilizadas por el
alumnado, identificando el estadio de comprension alcanzado en funcion del nimero de preguntas
que resuelve correctamente.

METODOLOGIA

El estudio se sitia en un paradigma interpretativo, con un enfoque cualitativo (Cohen et al., 2000).
Estd enfocado en alumnado de 1° de ESO. Participan 60 alumnos de un centro de educacion
secundaria situado en Barcelona codificados de A0l hasta A60. Para la recoleccion de datos se
conformaron tres grupos heterogéneos de 19, 20 y 21 alumnos, respectivamente. Estos son los grupos
habituales en la organizacion del centro. Se forman aplicando un criterio alfabético en los apellidos.
Los instrumentos de recogida de datos son cuestionarios escritos compuestos por una secuencia de
tres tareas. Cada secuencia presenta tres tareas que utilizan tres tipos de representaciones en orden
diferente. Las columnas 2, 3 y 4 de la Tabla 1 muestran el tipo de representacion espacial de la tarea
de la secuencia que resuelven de manera individual y por escrito los alumnos de cada grupo. Se han
definido tres tipos de representacion.
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e Tipo de representacion A. Representacion espacial tipica empleada habitualmente en tareas
de generalizacion de patrones lineales. No destaca explicitamente agrupaciones particulares.

e Tipo de representacion B. Representacion espacial de cardcter multiplicativo, en la que se
enfatiza visualmente la formacion de grupos iguales de unidades, mediante el uso de lineas.

o Tipo de representacion C. Representacion de tipo acumulativo, en la que se destaca la
descomposicion de la figura en agrupaciones de tamanos diferentes.

De las seis posibles permutaciones diferentes para ordenar los tres tipos de representaciones, nos
interesa que cada grupo empiece y acabe con un tipo de representacion diferente, con el objetivo de
que el primer contacto con este tipo de tareas sea con una representacion distinta del enunciado. En
cada secuencia saldran los tres tipos de representaciones y la permutacion ABC aparecerd. Por tanto,
las tres opciones escogidas son las de la Tabla 1.

Tabla 1

Secuencias de tareas de cada grupo con los tipos de representaciones del enunciado

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
Cuestionario 1A Cuestionario 1B Cuestionario 1C
Tipo de representacion A | Tipo de representacion B Tipo de representacion C
Tarea 1 I\ /\ CQO i i/’
Cuesﬁonario 2B Cuestionario 2C Cuestionario 2A
Tipo de representacion B | Tipo de representacion C Tipo de representacion A
o ]
Tarea 2 . - .= .= - E .=.
I:l L] ] ] BzE =l =. E. l:l l=l E
. o
Cuestionario 3C Cuestionario 3A Cuestionario 3B
Tipo de representacion C | Tipo de representacion A Tipo de representacion B
Tarea 3 o0 OO OO0 ceNT 288
2R M , Lo |\

Con el fin de identificar y analizar las estrategias de generalizacion utilizadas por el alumnado, se
elaboraron nueve cuestionarios (tres por grupo), todos con las mismas preguntas en cada tarea, pero
con variaciones unicamente en la representacion espacial del enunciado. Para disefar estas preguntas
se han considerado los principales elementos clave y dificultades identificadas en estudios previos
sobre la generalizacion de patrones cuestionarios (Demetriou, 2004; El Mouhayar y Jurdak, 2015;
Nilsson y Juter, 2011). En la Tabla 2 se ilustra un ejemplo de las cinco preguntas de cada cuestionario
de la Tarea 1, relacionadas con el objetivo descrito anteriormente.

Tabla 2
Objetivos y preguntas de los cuestionarios correspondientes a la tarea 1
Objetivo Preguntas
Identificar y (Cuantos circulos necesitaremos para construir los arboles correspondientes a los
expresar la elementos 4 y 5 de la serie? Explica con todo detalle como llegas a la respuesta.
generalizacion Ahora queremos saber cuantos circulos necesitaremos para construir el arbol
cercana correspondiente al elemento 15 de la serie. Explica con todo detalle como llegas a la

respuesta.
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Identificar y Vamos un poco mas lejos... ;Cuantos circulos son necesarios para construir el arbol
expresar la correspondiente al elemento nimero 3768 de la serie? Explica con todo detalle como
generalizacion llegas a la respuesta.

lejana Continuando con la misma serie. ;Como le explicarias a un compafiero/a de qué

manera se puede calcular el nimero de circulos que se necesitan para construir
cualquier arbol de la serie. Explicalo con todo detalle.

Identificar y Imagina que ahora tienes 50000 circulos para construir un arbol. ;Cual es el arbol mas
analizar el grande que puedes construir continuando con la misma serie de todo el problema?
proceso inverso  Explica con todo detalle como llegas a la respuesta.

Para analizar el éxito de las respuestas del alumnado en cada una de las tareas de la secuencia, se
considerd el nimero de preguntas respondidas correctamente de las cinco que conforman cada
cuestionario. Estas respuestas fueron clasificadas conforme a los estadios de comprension propuestos
por Zapatera (2015). El Estadio I se corresponde con la resolucion correcta de las dos primeras
preguntas, que corresponden a generalizacion cercana. El Estadio I se corresponde con la resolucion
correcta de la tercera y cuarta pregunta, relacionadas con generalizacion lejana y regla general. El
Estadio 111 se corresponde con la resolucion correcta de la quinta pregunta, correspondiente al proceso
inverso.

Se constatd que no se presentaron casos en los que un estudiante respondiera correctamente una
pregunta correspondiente a un estadio superior sin haber respondido correctamente las preguntas de
los estadios previos.

RESULTADOS

En primer lugar, se presentan ejemplos de respuestas del alumnado a la segunda pregunta del
Cuestionario 2B, con el objetivo de mostrar la diferencia entre estrategias recursivas, acumulativas y
multiplicativas. En la Tabla 4 se muestran las cantidades de alumnos que logran un determinado
estadio de comprension habiendo utilizado una estrategia inicial determinada.

Tabla 3
Estrategias de generalizacion utilizadas en el Cuestionario 2B
Identificacion de Respuestas del alumnado
respuestas
Estrategia recursiva AOQ7: “Para el elemento 4 necesitaremos 11. La serie va sumando cuadrados de 2
en 2 por eso le he sumado 2 cuadrados al elemento 3 y 2 cuadrados al elemento
4>,
Estrategia A20: “He hecho; 15-2=13-2=26+7=33".
multiplicativa
Estrategia acumulativa A17: “15 cuadrados arriba, 15 cuadrados abajo y 3 al medio, lo sumas y te da 33”.
Tabla 4
Maximo estadio de comprension para cada tipo de estrategia dividido por grupos y tareas
Grupos Ei Estadios de comprension
EI EIl EIII EI EIl EIII EI EIl EIII
Tarea 1A Tarea 2B Tarea 3C
1 Rec 12 1 1 9 3 1 4 5 0
Acu 0 1 0 0 4 0 0 2 0
Mul 0 0 0 0 0 0 0 5 0
Tarea 1B Tarea 2C Tarea 3A
) Rec 7 1 0 5 0 0 2 3 1
Acu 0 2 0 0 2 4 0 3 1
Mul 0 6 1 0 1 1 0 3 2
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Tarea 1C Tarea 2A Tarea 3B
3 Rec 15 2 0 11 3 0 8 3 0
Acu 0 4 0 0 6 1 0 3 0
Mul 0 0 0 0 0 0 0 5 1

Nota. Ei=Estrategia inicial; Rec=Estrategia recursiva; Acu=Estrategia acumulativa; Mul=estrategia
multiplicativa.

Al comparar el desempefio del alumnado en funcion de las estrategias de generalizacion utilizadas en
las primeras preguntas del cuestionario (pregunta 1 y 2), se observa una relacion significativa entre
el tipo de estrategia empleada y el estadio de comprension alcanzado. De las respuestas en las que se
identifica el uso de la estrategia recursiva en alguna de las preguntas iniciales, un 75 % corresponde
al Estadio I, es decir, los estudiantes solo logran resolver con éxito las preguntas de generalizacion
cercana. El 25 % restante alcanza los Estadios II o III, resolviendo satisfactoriamente también las
preguntas de generalizacion lejana o del proceso inverso (Tabla 4). En contraste, entre las respuestas
donde no se emplea estrategia recursiva, solo un 20 % se sitlia en Estadio I, y en todos estos casos los
estudiantes no responden correctamente la primera pregunta, corresponden a estrategias no
identificadas. El 80 % restante alcanza los Estadios II o III (Tabla 4).

Se han identificado patrones consistentes en los tres grupos: hay casos del mismo estudiante que
cuando inicia la resolucioén con una estrategia no funcional, no logra avanzar con éxito a las preguntas
mas complejas (3 y 4). En cambio, cuando comienza con una estrategia funcional, completa con éxito
las preguntas de generalizacion lejana y la formulacion del a regla general. Estos resultados refuerzan
que la estrategia inicial condiciona el desarrollo posterior, y que el uso temprano de estrategias
funcionales favorece la progresion hacia estadios mas avanzados.

Figura 2

Grdfico del exito de las estrategias de generalizacion por pregunta
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En la Figura 2 se representan mediante un grafico de barras los porcentajes de éxito de cada estrategia
en cada una de las preguntas. El color azul representa la estrategia recursiva, el color naranja
representa la estrategia multiplicativa y por Gltimo, el color gris representa la estrategia acumulativa.

El analisis muestra que, todas las respuestas que emplearon estrategias de generalizacion recursiva o
proporcional en las preguntas 3, 4 y 5 fueron incorrectas. En cambio, las estrategias de generalizacion
funcionales presentaron un 100 % de éxito en las preguntas 3 y 4 y un porcentaje de éxito notable en
la pregunta 5, 70 % para la estrategia funcional multiplicativa y un 40 % para la funcional
acumulativa. En los datos analizados, solo mediante el uso de estrategias funcionales se logra acceder
con éxito a los Estadios II y II. Aunque las estrategias recursivas pueden tener cierto grado de
efectividad en las preguntas iniciales (1 y 2) no permiten progresar hacia los niveles mas altos de
comprension. Ademas, los datos muestran que en las preguntas 1 y 2, las estrategias funcionales
tienen un 100 % de éxito, lo que evidencia que pueden ser empleadas eficazmente desde los primeros
momentos de la resolucion. También llama la atenciéon que el 75 % del alumnado que emplea
estrategias recursivas en las preguntas iniciales no progresa mas alla del Estadio I, mientras que el
80% del alumnado que no emplea estrategias recursivas inicialmente progresa hasta los Estadios I o
II1, lo que refuerza la idea que el tipo de estrategia inicial condiciona la evolucion posterior en la
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tarea. Se observa asi que las estrategias utilizadas en la generalizacion cercana no se limitan a las
recursivas, sino que también incluyen estrategias acumulativas y multiplicativas.

Un aporte relevante de este estudio, pese al tamaino reducido de la muestra, es la identificacion del
impacto que tiene la representacion espacial de las figuras en el tipo de estrategia empleada. En
particular, cuando el tipo de representacion B (que enfatiza el caracter multiplicativo de la progresion)
se presenta en primer lugar, el 42 % del alumnado recurre a estrategias funcionales. En cambio,
cuando se inicia con el tipo de representacion A (el habitual), solo un 12 % utiliza estrategias
funcionales. Estos resultados sugieren que la representacion con la que se inicia la tarea influye
significativamente en el tipo de razonamiento desplegado por el alumnado, y el modelo habitual de
representacion puede ser menos eficaz para fomentar el uso de estrategias asociadas a un mayor éxito
en la resolucion de estas tareas de generalizacion.

CONSIDERACIONES FINALES

Este estudio confirma que una de las principales dificultades en el proceso de generalizacion es el
paso del recuento explicito a la abstraccion del patron, en consonancia con investigaciones previas
que apuntan a la falta de flexibilidad cognitiva como una barrera significativa (Demetriou, 2004;
English y Warren 1998; Nilsson y Juter, 2011). Los resultados muestran que el uso de la estrategia
recursiva en las primeras preguntas del cuestionario puede limitar el avance hacia los niveles mas
altos de generalizacion (Estadios II y III), posiblemente debido a la tendencia del alumnado a fijarse
en una estrategia inicial y mostrar resistencia al cambio (Bednarz et al, 1996).

Investigaciones previas (Zapatera y Callejo, 2011; Zapatera y Callejo, 2014) sefalaron que el
alumnado de 9 y 10 afos que tiene éxito suele comenzar con estrategias recursivas y luego pasar a
estrategias funcionales, los resultados de este estudio complementan y matizan. En concreto, se
observa que, en el alumnado de 11 y 12 afios, el mayor porcentaje de éxito en las preguntas mas
complejas (4 y 5) se alcanza cuando no se emplea estrategia recursiva en ningiin momento previo.
Ademas, entre quienes si comienzan con dicha estrategia, tres de cada cuatro no avanzan mas alla de
las preguntas 1 y 2, quedando anclados en el Estadio I de comprension.

Estos resultados evidencian que la flexibilidad en el uso de las estrategias es clave para avanzar en
los niveles de generalizacién. En este sentido, los resultados subrayan la necesidad de nuevas
investigaciones que profundicen en cémo las representaciones espaciales y las formulaciones de las
preguntas pueden influir en la estrategia adoptada por el alumnado, favoreciendo o dificultando la
identificacion de relaciones funcionales. El disefio de tareas que promuevan la transicion hacia
estrategia funcionales desde etapas tempranas puede ser una via efectiva para mejorar el aprendizaje
de patrones lineales.
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