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Resumen

Este trabajo se enmarca en un proyecto centrado en el pensamiento algebraico de estudiantes de
educacion primaria. Nuestro objetivo es identificar y describir las justificaciones sobre la
generalizacion y realizadas a través de grdficos cartesianos de estudiantes de 3° 4°, 5°y 6° de
educacion primaria. Recogimos informacion a través de cuatro sesiones de grupo-clase y entrevistas
posteriores realizadas a seis estudiantes de cada curso. En este estudio analizamos las
transcripciones de los 24 estudiantes entrevistados y atendemos a las justificaciones sobre la
generalizacion y realizadas a través de graficos cartesianos. Los resultados evidencian la capacidad
de estos estudiantes para justificar la generalizacion, y que, en ocasiones, estas justificaciones las
hacen los estudiantes que no habian conseguido generalizar en las sesiones.

Palabras clave: educacion primaria, generalizacion, justificacion, pensamiento funcional,
representacion grdfica.

Abstract

This work is part of a project focused on the algebraic thinking of elementary school students. Our
objective is to identify and describe the justifications about generalization and made through
Cartesian graphs of students in 3rd, 4th, 5th and 6th grades of primary education. We collected
information through four group-class sessions and subsequent interviews with six students from each
grade. In this study we analyzed the transcripts of the 24 students interviewed and we paid attention
to the justifications on the generalization made through cartesian graphs. The results show the ability
of these students to justify generalization, and that sometimes these justifications are made by
students who had failed to generalize in the sessions.
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INTRODUCCION Y JUSTIFICACION

Autores como Ellis y Ozgiir (2023) evidencian el interés actual de los investigadores en educacion
matematica por el pensamiento funcional. Generalizar, representar, justificar y razonar, con
estructuras y relaciones matematicas, son las cuatro practicas esenciales del pensamiento funcional
(Blanton et al., 2018). Aqui nos enfocamos en el trabajo con tres de estas practicas, generalizar,
representar y justificar, en tareas que persiguen el desarrollo del pensamiento funcional.

El pensamiento funcional es un tipo de pensamiento algebraico en el que “el concepto de funciodn, las
relaciones entre las cantidades involucradas, y la variacion conjunta entre cantidades son contenidos
clave que permiten desarrollar el pensamiento algebraico en estudiantes de primeros niveles
educativos” (Caniadas y Molina, 2016, p. 210). La importancia de pensamiento se reforz6 con la
inclusion del sentido algebraico en el curriculo de primaria en Espafa (Ministerio de Educacion,
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Cultura y Deporte, 2022). Por su parte, el National Council for Curriculum and Assessment (NCCA,
2014) menciona la necesidad de ayudar a los estudiantes a entender ciertos aspectos del pensamiento
algebraico y conseguir comunicarlos. Justificar ayuda al desarrollo de la comunicacion. Los
estudiantes expresan sus justificaciones mediante diferentes representaciones. Nos centramos en los
graficos cartesianos, una de las representaciones menos exploradas, y en la que la generalizacion se
observa mediante patrones visuales (Moreno, 2024).

El objetivo de este trabajo es identificar y describir las justificaciones sobre la generalizacion
realizadas a través de graficos cartesianos de estudiantes de 3°, 4°, 5° y 6° de educacion primaria.

MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

Seglin Blanton et al. (2018) hay cuatro practicas esenciales que hay que trabajar en el aula con el
estudiantado para el desarrollo de su pensamiento funcional: generalizar, representar, razonar y
justificar. En este estudio nos centramos en las practicas de generalizar, representar y justificar.

La generalizacion en lo relativo a funciones incluye establecer relaciones generales entre cantidades
que covarian, expresandolas mediante diferentes representaciones (verbal, simbolica, tabular, grafica,
etc.), como también razonar con esas representaciones para analizar el comportamiento de la funcion
(Blanton et al., 2011). En linea con Kieran (1989), entendemos la funcién como la organizaciéon y
relacion de los elementos de una regularidad entre variables que covarian.

Una de las representaciones empleadas habitualmente para expresar funciones es el grafico cartesiano
(Carraher et al., 2008). Arcavi (2003) considera que se trata de una representacion de naturaleza
visual. Cafiadas et al. (2024) observan como estudiantes de tercero y cuarto de primaria construyen y
leen gréficos cartesianos, y obtienen que estos estudiantes son capaces de leer mas alla de los datos
en esta representacion. En este trabajo extendemos lo anterior a quinto y sexto de primaria, ademas
de atender a las justificaciones que dan cuenta de la lectura mas allé de los datos mencionada. Cafiadas
et al. (2024) concluyen ademas que “la generalizacion ofrecida a partir de una representacion grafica
pasa por la evidencia de una tendencia de puntos obtenida a partir de pautas y procedimientos
especificos de lectura y construccion” (p. 1076). En un trabajo previo (Pérez-Martos et al., 2024)
estudiamos los diferentes tipos de justificaciones que se evidenciaban en un grupo de estudiantes de
quinto de primaria.

Para Stephens et al. (2017), la préactica de justificar contribuye a una mayor claridad y al refinamiento
de la forma de expresion de las ideas matematicas generales de los estudiantes. Para Balacheff (2000),
una justificacion es cualquier intervencion en la que un estudiante intenta explicar o verificar la
veracidad de una afirmacién matematica, con la intencion de convencer a otra persona y/o a si mismo.
En el contexto del pensamiento algebraico, Blanton et al. (2018) afirman que, cuando los estudiantes
justifican, desarrollan argumentos matematicos para defender o refutar la validez de una
generalizacion propuesta. Estos mismos autores indican que, aunque la mayoria estan basadas en
razonamientos con casos particulares, ciertos estudiantes de primaria pueden hacer justificaciones
mas sofisticadas como son las basadas en razonamientos generales o en representaciones. Nos
centramos aqui en las justificaciones sobre la generalizacion realizadas a través de graficos
cartesianos.

En este trabajo tomaremos como justificacion, siguiendo a Balacheff (2000), toda aquella explicacion
de los estudiantes que explique o verifique sus afirmaciones algebraicas con la representacion grafica.
Esta explicacion puede ir en respuesta directa a una pregunta del investigador, o puede darse de forma
espontanea por parte del alumnado. Consideramos que se aprecia generalizacion en una justificacion
cuando el estudiantado evidencia una tendencia de puntos o patron visualizados durante la
construccion o lectura del gréfico.
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METODOLOGIA

Este es un estudio cualitativo, exploratorio y descriptivo (Stake, 1999) en torno a la generalizacion,
la representacion y las justificaciones que ofrecen los estudiantes foco del estudio en las entrevistas
realizadas después de su trabajo en las sesiones de grupo-clase. Desarrollamos este trabajo en el
marco de un proyecto de investigacion que cuenta con la colaboracioén de un colegio publico situado
al sur de Espafia. Ademads, contamos con el permiso del comité de ética de la Universidad.

Recogida de datos y participantes

Realizamos una recogida de informacion en los tltimos dos ciclos de primaria. Seleccionamos estos
dos ciclos debido a que existen investigaciones anteriores sobre la generalizacion a través de diversas
representaciones (Brizuela et al., 2021). Ahora buscamos profundizar en una de las ideas en torno a
las que giran las competencias matematicas en el curriculo, las justificaciones, concretamente
aquellas que pueden ofrecer estudiantes de estas edades cuando trabajan la generalizacion y la
representacion grafica. Esta recogida constd de cuatro sesiones de grupo-clase y seis entrevistas
individuales semi-estructuradas posteriores con seis estudiantes de cada curso. En las sesiones de
grupo-clase se trabajaron las representaciones tabular y grafica con los estudiantes, y en las entrevistas
posteriores fue donde profundizamos en el trabajo y comprension de estas representaciones. El disefio
de sesiones y entrevistas, asi como de las tareas realizadas en estas, se llevo a cabo por el equipo de
investigacion del proyecto. La implementacion estuvo a cargo de un investigador-docente, con el
apoyo de otros dos miembros del equipo de investigacion. Los cuatro autores de este trabajo
estuvieron involucrados en el analisis de la informacion.

En este documento mostramos los resultados obtenidos del andlisis de las entrevistas realizadas (24
entrevistas). Las entrevistas se realizaron a seis estudiantes de cada curso que seleccionamos con el
siguiente criterio: dos estudiantes que generalizaron en la primera sesion, otros dos que no
generalizaron en la primera, pero si en alguna de las sesiones posteriores y otros dos que no
generalizaron en ningin momento. Realizamos la seleccién con base en la revision de las
producciones escritas resultantes del trabajo durante las sesiones de grupo-clase. Para nombrar a los
estudiantes entrevistados manteniendo su anonimato, asignamos a cada uno de ellos una etiqueta
formada por una letra y un namero: T; para los seis estudiantes de 3°, C; para los de 4°, Q; para los de
quinto y S; para los de sexto; con i=1,...,6. Los nimeros 1 y el 2 se corresponden con los estudiantes
que generalizaron desde el principio, el 3 y el 4 con aquellos que no lo consiguieron al principio, pero
si en algun otro momento posterior y el 5 y el 6 para los que no generalizaron en ninguna de las
producciones de las sesiones.

Sesiones de grupo-clase

En las sesiones de grupo-clase, los estudiantes del segundo ciclo trabajaron tareas de generalizacion
que involucraban las funciones f(n)=2n, f(n)=2n+5, f(n)=3n y f(n)=2n+1, y los del tercer ciclo
trabajaron tareas de generalizacion que involucraban las funciones f(n)=2n+5, f(n)=3n y f(n)=2n+2.
En todos los cursos se trabajaron las tareas a través de las representaciones verbal, simbolica, tabular
y grafica. Las preguntas involucradas giraron en torno a la lectura e interpretacion de diferentes
representaciones. El contacto previo que habian tenido estos estudiantes con los graficos, la
generalizacion y la justificacion de sus respuestas en contextos funcionales fue unicamente el de las
sesiones de grupo-clase. Mostramos a continuacion la que fue la primera sesion de grupo-clase para
los cuatro cursos (ver Figura 1):
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Figura 1
Primera sesion de grupo-clase

Parque de atracciones de Malaga. 5 euros por el carnet de socio y 2 euros por viaje.

. . .. Vigjes | Euros £C6mo lo has hecho?
1.Si te haces socio y das 3 viajes, ¢ ech

(cudntos euros debes pagar?

2.Si te haces socio y das 8 viajes,
;cuantos euros debes pagar?

Viajes Euros

3. a. Completa la siguiente tabla escribiendo los
euros que gastas si das el nimero de viajes que 10
aparecen ahi, teniendo en cuenta que te haces
socio y tienes el carnet.

3.b. {Coémo lo has hecho? Explicalo.

Entrevistas

En este trabajo nos centramos en las veinticuatro entrevistas realizadas por ser el momento en el que
mas informacion ofrece el estudiantado. Como instrumentos de recogida de datos empleamos tanto
las videograbaciones como las fichas de trabajo. En las entrevistas involucramos las funciones
f(n)=3n+1 y f(n)=2n+2, dos contextos y tres representaciones. Cada entrevista duré unos 20 minutos
y tuvo tres partes diferenciadas, cada una centrada en una representacion: pictorica, tabular y grafica.
A continuacion, describimos el protocolo seguido.

Parte 1. Tenemos dos contextos para plantear a los estudiantes. Los dos estan asociados a la misma
relacion funcional: una maquina misteriosa donde entra un nimero de bolas, y sale un niimero
diferente, los estudiantes deben averiguar como funciona la maquina; y un parque de atracciones,
donde saben que deben pagar la entrada, y luego, una vez dentro, tres euros por cada atraccion en la
que suban. Comenzamos de mayor a menor nivel de dificultad, hasta que captan la regularidad. En
primer lugar, presentamos la maquina misteriosa, donde no indicamos cudl es el valor de la constante.
En caso de no evidenciar regularidad, pasamos al contexto del parque de atracciones, donde tienen
que pagar la entrada, que se corresponde con el valor de la constante. Dentro de cada contexto también
consideramos dos funciones diferentes, 3n+1, 2n+2, de mayor a menor dificultad.

Ofrecemos la representacion pictorica del contexto y hacemos preguntas para que identifiquen
regularidades y/o estructuras: “si entran cuatro bolas, ;cudntas saldrian?” (y otros particulares); “para
cualquier nimero de bolas que entren, jcudntas bolas saldrian?”; “;como explicarias el
funcionamiento de la maquina?”’.

Parte 2. Representacion tabular del contexto y relacion funcional trabajados en la primera parte.
Hicimos la siguiente pregunta: “;serias capaz de representar en una tabla esta situacion?”.

Parte 3. Representacion gréafica del contexto y relacion funcional que viene trabajando. Preguntamos:
“;serias capaz de representar en un grafico esta situacion?”. En 3°y 4°, si el estudiante no conseguia
realizar el grafico, se le daba uno hecho que representaba los puntos de una funcién con naturales
(2n+5 o nt+3) para ver si detectaba alguna regularidad (ver Figura 2).
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Figura 2
Representacion grafica ofrecida en la entrevista de 3°y 4° (f(n)=2n+5)
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Analisis de datos

La codificacion se ha llevado a cabo mediante la técnica del anélisis de contenido (Rico y Fernandez-
Cano, 2013), tras transcribir las entrevistas de los 24 estudiantes. Tomamos como unidad de analisis
cada una de las intervenciones orales de cada estudiante, en las que ofrecian una explicacion con la
que intentaban convencer o convencerse de una idea relacionada con la generalizacion sobre la
representacion grafica.

RESULTADOS Y DISCUSION

Encontramos un total de 12 justificaciones sobre la generalizacion, realizadas a través de la
representacion grafica. En 3° y 4° encontramos 2 justificaciones en cada curso, y en 5°y 6° 4 en cada
curso. De los 24 estudiantes entrevistados, 9 ofrecieron justificaciones de este tipo (T1, C1, C6, Q1,
Q3,Q5, S3, S4y S6). Los estudiantes T1, Q1 y S4 son los que mas justificaciones ofrecieron. De los
9 estudiantes, 3 son de los que no habian conseguido generalizar en ningun momento durante las
sesiones (C6, Q5 y S6), otros 3 son de los que generalizaron en algin momento, pero no desde el
inicio (Q3, S3 y S4), y solo tres de estos estudiantes se encuentran entre los que generalizaron desde
el primer momento en las sesiones (T1, C1 y Q1). Cabe destacar también que, en el ultimo curso de
primaria, no ofrecieron justificaciones de este tipo ninguno de los estudiantes de los que generalizaron
durante las sesiones desde un inicio.

Justificaciones sobre la generalizacion a través de la representacion grafica en 3°

En tercero de primaria identificamos dos justificaciones de este tipo. Estas justificaciones las ofrecid
T1. A continuacién mostramos estas dos justificaciones, ambas consecutivas en el transcurso de la
entrevista y ofrecidas con base en el grafico dado ya construido asociado a la relacion n+3 (ver Figura
3). El investigador (I) le dio este grafico a T1, le dijo que lo observara y seguidamente se dio el
siguiente didlogo entre ellos:

T1: Es sumar tres a las que entran (dice sefialando el grafico).
I: Y si tuviéramos que seguir poniendo puntos, ;coOmo irian?
T1: Asi, en diagonal (dice moviendo el lapiz sobre la recta imaginaria que se formaria al unir los

puntos del grafico).
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Figura 3
Representacion grafica ofrecida en la entrevista de 3°y 4° (f(n)=n+3)
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Cada una de las intervenciones de T1 una justificacion sobre una generalizacién y basada en la
representacion grafica. Con la primera de ellas, sin estimulo por parte del investigador, intenta
convencerse a si mismo de una regularidad con la que obtener los puntos del grafico. En la segunda,
T1 respondié mostrando haber identificado la tendencia que seguian los puntos gracias a la
visualizacion del grafico cartesiano (Canadas et al., 2024; Moreno, 2024).

Justificaciones sobre la generalizacion a través de la representacion grafica en 4°

En 4° curso identificamos 2 justificaciones de este tipo. Observamos una de C1 y otra de Cé.
Mostramos a continuacion el ejemplo de C6 por ser el mas clarificador. C6 construy6 correctamente
el gréafico, colocando en €l ciertos puntos trabajados anteriormente. Entonces I le pregunté como
continuarian los puntos, a lo que C6 respondid “asi, en linea” (dice sefialando con el dedo la recta
imaginaria que se formaria al unir los puntos del grafico. Ver Figura 4).

Figura 4.
C6 serialando por donde seguirian los puntos de grafico

Justificaciones sobre la generalizacion a través de la representacion grafica en 5°

Hubo un total de 4 justificaciones sobre la generalizacion y a través del grafico en 5°. Dos de estas
justificaciones las ofrecio Q1, y las dos restantes, una Q3 y otra Q5. Mostramos como ejemplo una
de las justificaciones de Q1, por ser la mas clara:

I: (Como estas construyendo eso?

Ql: (Como? Pues me fijo... primero hago los dos primeros, o los tres, y digo ;como sube? Pues,
miro como sube y como me he dado cuenta que es tres para el lado y uno para arriba, pues lo
hago asi. (Y sigue poniendo puntos sin necesidad de atender a los nlimeros en los ejes, siguiendo
la tendencia)
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La tendencia que identifica el estudiante en este caso, es diferente a las identificadas por los
estudiantes de cursos previos. Q1 generaliza sin necesidad de atender a los valores en los ejes, el
patron identificado es visual en su totalidad.

Justificaciones sobre la generalizacion a través de la representacion grafica en 6°

En 6°, S3, S4 y S6, ofreciendo una justificacion, dos y una, respectivamente. Mostramos el ejemplo
de S3, por ser el mas clarificador. Después de que S3 construyera y leyera los casos particulares
correctamente, I le hizo una pregunta que le llevo a la siguiente justificacion:

I: (...) ahora, viendo el grafico, ;eres capaz de decirme una expresion mas general?

S3: Que con una salen cuatro y a partir de ahi van saliendo tres. Con una bola mas que eches, salen
tres mas (dice mirando el grafico).

De nuevo hay evidencia de la observacion de una tendencia propia de la representacion grafica (“con
una mas que eches, salen tres mas”).

CONCLUSIONES

Este trabajo confirma que, desde tercero de primaria, los estudiantes pueden comunicar sus ideas
matematicas y asi intentar convencer a los demas y/o a si mismos de su veracidad o falsedad de las
mismas. De hecho, a raiz de nuestros resultados, conjeturamos que los estudiantes pueden realizar
esto desde cursos inferiores. Blanton et al. (2018) indican que entre los estudiantes de primaria pueden
surgir justificaciones mads sofisticadas que las relacionadas con razonamientos sobre casos
particulares, como son las basadas en representaciones. Todas las justificaciones analizadas en este
trabajo se basan en graficos cartesianos, por lo que apoyamos la idea anterior. Con nuestro estudio,
ademads, observamos coémo surgen también justificaciones sobre razonamientos de casos generales.
En cuanto a la generalizacion durante el trabajo con graficos cartesianos, en linea con autores como
Canadas et al. (2024) o Moreno (2024), concluimos que sucede mediante la identificacién de una
tendencia o patréon visualizado en dicha representacion. Esta tendencia o patrén pueden estar
relacionados, o no estarlo, con los ejes y los valores situados en ellos. Encontramos que cuando los
estudiantes no atienden a los valores de los ejes, la tendencia observada en el grafico es recursiva, es
decir, necesita del punto anterior para colocar los siguientes.

Destacamos con este trabajo la importancia de las representaciones visuales (Arcavi, 2003), puesto
que llevan a los estudiantes a ofrecer una tipologia de justificaciones realizadas a través de la
observacion de tendencias, que no ofrecen durante el trabajo con otras representaciones no visuales
como la simbdlica, por ejemplo.

Cabe destacar ademds que un tercio de los estudiantes que ofrecen justificaciones sobre la
generalizacion, se encuentra entre los que no habian conseguido generalizar durante las sesiones. Esta
ultima idea nos permite evidenciar la importancia de realizar entrevistas individuales. Conjeturamos
que, por timidez o por otro motivo, los estudiantes pueden no mostrar todo de los que son capaces en
las sesiones comunes de grupo-clase.

Si comparamos los cursos, encontramos un mayor numero de justificaciones sobre la generalizacion
y a través de los gréaficos cartesianos en el tercer ciclo que en el segundo. En este sentido, como lineas
futuras, planteamos analizar, no unicamente las justificaciones generalizadas, sino también las
particulares e indeterminadas. También podriamos tener en cuenta representaciones diferentes de la
grafica, para asi poder realizar una comparacion mas exhaustiva entre las justificaciones de
estudiantes de los cuatro cursos.
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