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Resumen

Este estudio examina el conocimiento especializado de un profesor universitario en la ensefianza de
las derivadas en varias variables, desde el modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge.
Mediante un enfoque cualitativo y el analisis de dos sesiones de clase, se identifico la interaccion
entre el conocimiento matemdtico y el conocimiento didactico del contenido en su practica docente.
Los resultados muestran un énfasis en estrategias diddcticas, registros de representacion y
herramientas tecnologicas para favorecer la comprension conceptual. Ademds, se plantea la
necesidad de estudios futuros sobre las creencias del docente y su influencia en la ensefianza de estos
conceptos avanzados.
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Abstract

This study examines the specialized knowledge of a university professor in teaching partial
derivatives in multiple variables, based on the Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge model.
Through a qualitative approach and the analysis of two class sessions, the interaction between
mathematical knowledge and pedagogical content knowledge in the teacher’s practice was identified.
The results highlight an emphasis on didactic strategies, multiple representations, and technological
tools to enhance conceptual understanding. Additionally, the need for future studies on the teacher’s
beliefs and their influence on the teaching of these advanced concepts is proposed.

Keywords: feaching of calculus, partial derivatives, teacher knowledge, MTSK.
INTRODUCCION

Durante las tltimas cuatro décadas, el estudio del conocimiento especializado del profesor de
matematicas ha sido un area de interés central en la Educacion Matemadtica. Diferentes marcos
teoricos, basados o influenciados por la propuesta de Shulman (1986), como los desarrollados por
Ball et al. (2008), Carrillo-Yafiez et al. (2018), Ernest (1989) y O’Meara (2010), han contribuido a
caracterizar los distintos tipos de conocimiento que un profesor de matematicas pone en practica al
ensenar.

En el &mbito universitario, la ensefianza de las matematicas ha sido objeto de creciente atencion por
parte de la investigacion en educacidon matemadtica, en la medida en que se reconoce su papel
fundamental en la formacion de profesionales en ciencias e ingenierias, asi como la necesidad de
comprender qué contenidos son esenciales y como deben ser abordados pedagodgicamente. En
particular, la ensenanza del célculo de funciones en varias variables desempena un papel fundamental
en la formacion de ingenieros, ya que les permite comprender el poder de las matematicas para
modelar fenémenos y resolver problemas complejos. Dada la complejidad inherente a estos conceptos
y la diversidad en los ritmos de aprendizaje de los estudiantes, el conocimiento especializado del
profesor de un curso de Calculo Vectorial adquiere una importancia significativa, requiriendo no solo
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un dominio avanzado de los conceptos matematicos, sino también de estrategias didacticas efectivas
para su ensefianza (Rojas-Celis y Cely-Rojas, 2020).

El presente estudio expone los hallazgos sobre el conocimiento del profesor, analizado a través del
modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (Mathematics Teacher’s
Specialized Knowledge, MTSK), a partir de la observacion de la practica docente de un profesor
universitario en Colombia. En particular, se buscé caracterizar el conocimiento especializado que
puso en evidencia durante la ensefianza de las derivadas en varias variables, analizando la interaccion
entre los subdominios del Conocimiento Matemdatico (MK) y del Conocimiento Didactico del
Contenido (PCK). El andlisis se realiz6 a partir de dos sesiones de clase dirigidas a estudiantes de
programas de ingenieria, como parte de un estudio doctoral mas amplio sobre la ensefianza del
Célculo Vectorial.

MARCO TEORICO

El modelo MTSK se ha consolidado como un marco tedrico fundamental para el analisis del
conocimiento del profesor de matematicas en su practica docente. Su estructura permite identificar
los distintos tipos de conocimiento que intervienen en la ensefanza de las matematicas,
proporcionando una perspectiva detallada sobre como los docentes pueden comprender, organizar y
transmitir los conceptos matematicos. Considera tres dominios principales como el Conocimiento
matematico (Mathematical Knowledge, MK), Conocimiento didactico del contenido (Pedagogical
Content Knowledge, PCK) y las Creencias (Beliefs). Los dos primeros dominios se subdividen en
varios subdominios, que se pueden observar en la Figura 1, basado en Contreras-Gonzalez et al.,
(2017).

Figura 1
Subdominios del MTSK

CONOCIMIENTO MATEMATICO
OQINILNOD 130 OJ1LOYAIA OLNIIWIOONOD

Nota: Elaboracion basada en Contreras-Gonzalez et al. (2017).
Conocimiento Matematico (MK)

Hace referencia a la comprension del contenido matematico por parte del profesor, abarcando tanto
la estructura tedrica como su aplicacion. Se divide en tres subdominios: Conocimiento de los temas
(Knowledge of Topics, KoT), que incluye la comprension de definiciones, propiedades, registros de
representacion, procedimientos y aplicaciones matematicas; Conocimiento de la estructura
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matematica (Knowledge of the Estructure of Mathematicas, KSM), que se centra en las conexiones
transversales, auxiliares, de complejizacion y simplificacion dentro del contenido matematico; vy,
Conocimiento de la practica matematica (Knowledge of Practice in Mathematics, KPM), que abarca
el conocimiento sobre demostracion, definicion, resolucion de problemas y uso del lenguaje
matematico.

Conocimiento Didactico del Contenido (PCK)

Este dominio se enfoca en los aspectos pedagdgicos de la ensenanza de las matematicas, permitiendo
analizar como los docentes presentan el contenido matematico a los estudiantes. Se subdivide en:
Conocimiento de la ensefianza de las matematicas (Knowledge of Mathematics Teaching, KMT), que
involucra las estrategias de ensefianza, el uso de diferentes representaciones, ejemplos y recursos para
facilitar el aprendizaje; Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje matematico (Knowledge
of Features of Learning Mathematics, KFLM), que analiza la relacién entre el estudiante y el
contenido matematico, incluyendo dificultades y estrategias para superarlas; y, Conocimiento de los
estandares de aprendizaje de las matematicas (Knowledge of Mathematics Learning Standards,
KMLS), que se refiere al conocimiento curricular sobre qué, como y cudndo ensefiar los conceptos
matematicos.

Antecedentes en el estudio del conocimiento del profesor

Diversas investigaciones han abordado el estudio del conocimiento del profesor de matematicas desde
la perspectiva del modelo MTSK, haciendo especial énfasis en como se movilizan sus componentes
durante la practica docente en distintos niveles educativos y contextos matematicos. Un ejemplo es
el trabajo de Vasco et al. (2016), quienes analizaron una sesion de clase universitaria sobre
multiplicacion de matrices, evidenciando que el profesor desplegaba conocimiento sobre el contenido
(KoT) y mostraba conexiones significativas entre procedimientos, representaciones y propiedades
matematicas (KSM). Aguayo-Arriagada et al. (2023), por otra parte, exploraron el conocimiento de
un grupo de docentes sobre los niimeros decimales, identificando que, si bien los participantes
mostraban familiaridad con aspectos conceptuales del contenido, sus respuestas revelaban tensiones
entre el conocimiento matematico y el didéctico, especialmente en torno a las representaciones
graficas y a las posibles dificultades de los estudiantes. Asimismo, Cayo et al. (2023) examinaron el
uso de ejemplos en la ensefianza y su relacion con el conocimiento especializado; en su estudio,
mostraron cémo el profesor seleccionaba y adaptaba ejemplos no solo para ilustrar propiedades
matematicas, sino también como una estrategia para anticipar errores, establecer conexiones con
conocimientos previos y promover la participacion de los estudiantes.

Estos estudios constituyen antecedentes importantes para el presente trabajo, en la medida en que
ilustran distintas formas en que se evidencia el conocimiento especializado del profesor en la
ensefianza de contenidos especificos. Aunque se centran en distintos niveles educativos y objetos
matematicos, todos ellos comparten el interés por caracterizar como se articula el conocimiento
matematico y didactico en la practica.

METODOLOGIA

La investigacion se enmarca en un enfoque cualitativo con disefio de estudio de caso, orientado a
caracterizar el conocimiento matematico y didéactico del contenido que moviliza un profesor
universitario al ensefiar derivadas en varias variables dentro de un curso de Calculo Vectorial. El
participante es un matematico con maestria en Docencia de la Educacion Superior, cinco afios de
experiencia docente en educacion universitaria y un interés investigativo centrado en la Educacion
Matematica. La recoleccion de datos combind técnicas, iniciando con la observacion no participante
de dos clases presenciales, registradas en video.

En la Tabla 1 se presenta el sistema de categorias elaborado a partir de los trabajos de Carrillo-Yafiez
etal. (2018), Escudero (2015) y Espinoza (2020), el cual fue adoptado sin modificaciones sustanciales
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en sus categorias principales, pero con ajustes en los indicadores que permiten operacionalizar cada
categoria. Estas adaptaciones se realizaron atendiendo al contenido especifico abordado en las clases
observadas, como la ensefianza de las derivadas parciales y direccionales. Por ejemplo, se detallaron
indicadores relacionados con el uso de herramientas digitales para la representacion gréafica, y las
formas de conexiones auxiliares y de complejizacion. A partir de estos indicadores adaptados, se
codifico el discurso del profesor en funcion de los subdominios del MK y del PCK.

Tabla 1
Categorias del MK y PCK
Subdominio Categorias
MK
KoT Definiciones, Propiedades y Fundamentos, Registros de
representacion, Procedimientos, Fenomenologia y aplicaciones
KSM Conexiones transversales, auxiliares, de complejizacion, de
simplificacion.
KPM La practica de demostrar, la practica de definir, la practica de
resolver problemas, el papel del lenguaje matematico.
PCK
KMT Estrategias y técnicas, Recursos y materiales concretos y
digitales (Geogebra, Python, R), Teorias de ensefianza
KFLM Fortalezas y dificultades, Formas de interaccion con el

contenido matematico, Teorias de aprendizaje, Aspectos
emocionales del aprendizaje.

KMLS Secuenciacion de temas, Expectativas del aprendizaje, Nivel
de desarrollo esperado

Las grabaciones fueron analizadas a partir del sistema de categorias, utilizando la herramienta Atlas
Ti. Para ello, se generaron codigos asociados a los indicadores previamente definidos para cada
categoria, agrupando posteriormente estos codigos bajo los subdominios del MK y del PCK. Esta
codificacion permitié marcar y analizar fragmentos tanto en los videos como en sus transcripciones.
Por ejemplo, en la intervencion del profesor:

P: (Listo?, entonces, ¢cudl es su notacion inicial? f, aqui en la parte inferior, pues va a estar
denotada por la variable respecto a la que voy a derivar, listo, entonces eso vendria siendo la
derivada parcial respecto a y.

se analiz6 por las investigadoras como parte de la categoria El papel del lenguaje matematico del
subdominio KPM, y las Estrategias del subdominio KMT. En la Tabla 2, se presentan las categorias
acordadas, que también dieron paso a encontrar las relaciones entre el MK y el PCK. El analisis de
las grabaciones fue realizado de manera independiente por las investigadoras, y las discrepancias
fueron resueltas mediante consenso, obteniendo un coeficiente Cu-o de Krippendorff de 0,82, lo que
garantiza un alto nivel de fiabilidad en la codificacion.

Como parte complementaria del andlisis, se llevd a cabo una entrevista semiestructurada con el
docente, que tuvo una duracién aproximada de dos horas. Durante esta conversacion se formularon
preguntas relacionadas con el conocimiento didactico y matemadtico, asi como con algunas
intervenciones especificas realizadas en clase. Se indago, por ejemplo, sobre el énfasis puesto en la
construccion geométrica de los conceptos o en advertencias anticipadas sobre errores comunes. La
transcripcion de la entrevista fue analizada por las autoras en un Unico momento, permitiendo
triangular los datos recogidos y ampliar la comprension del conocimiento especializado del profesor,
especialmente en relacion con categorias como Teorias de ensefianza, Teorias de aprendizaje y
Expectativas de aprendizaje.
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Tabla 2
Fragmentos del discurso del profesor que relaciona el MK con el PCK

Subdominio Discurso del profesor Categorias

KSM “En el punto (1,1), entonces la derivada en la direccion de u de  Estrategias y técnicas
(1,—1). {Cuanto nos da muchachos entonces? ;Ustedes por Fortalezas y dificultades
favor me colaboran con esa cuenta? (...) del aprendizaje

. b4 . 1
Listo, debemos buscar el cos (g) y el seno del mismo. Entonces ~ R€CUrsos materiales

aca les voy a mostrar un material de su trigonometria para que
lo tengan muy en cuenta.”

KoT “Aqui tengo una superficie ;listo?, puede ser un posible Estrategias y técnicas
paraboloide que abre hacia abajo. En este caso miren que la Expectativas de
superficie es la que yo dibujé en color verde. Ahora, nosotros aprendizaje
estamos analizando esa superficie en un punto en especificoy, Recursos materiales
en ese punto resulta que hay un plano que en este caso vendria
siendo esta parte roja. Ya lo vamos a entender usando
Geogebra.”

KPM “;Listo?, entonces, ;cudl es su notacion inicial? f,, aqui en la  Estrategias (definicion)
parte inferior, pues va a estar denotada por la variable respecto
a la que voy a derivar, listo, entonces eso vendria siendo la
derivada parcial respecto a y.”

RESULTADOS

Esta seccion expone los resultados del andlisis de dos sesiones de clase sobre derivadas parciales y
direccionales. Se caracterizaron las manifestaciones del MK y del PCK en la practica docente, asi
como las relaciones entre sus subdominios. A continuacion, se presentan los hallazgos de cada sesion
y el anélisis de dichas conexiones.

En la primera sesion, el docente introdujo las derivadas parciales, explicando su definicién formal y
enfocandose en los procedimientos algebraicos. Destaco la importancia de identificar la variable
constante en cada caso y, al cierre, empled GeoGebra para mostrar como la derivada parcial
representa la pendiente de la recta tangente generada al intersecar la superficie con un plano paralelo
a los ejes coordenados, facilitando asi la conexion entre la expresion simbdlica y su interpretacion
geométrica.

En la segunda sesion abord6 las derivadas direccionales, partiendo de su definicion y mostrando su
calculo con vectores unitarios y no unitarios. Explicd como determinar la direccion entre dos puntos
y presento el gradiente como vector asociado a la derivada direccional mediante el producto punto.
Para afianzar esta relacion, propuso un ejercicio donde los estudiantes debian identificar la direccion
del gradiente sobre una superficie, sin utilizar aun el Teorema del Gradiente.

Las clasificaciones en las categorias y subdominios del discurso del profesor se analizaron primero,
a partir de las relaciones entre las categorias y, a partir de ello, se realizo el andlisis entre los
subdominios del MK y PCK, los cuales se presentan en ese orden.

En primer lugar, se presenta, en la Figura 2, un resumen de las relaciones entre las categorias del MK
(salidas de la derecha) y el PCK (salidas de la izquierda). El grosor de las lineas indica la frecuencia
con la que coincidieron los discursos del profesor en dicha clasificacion. Se pudo evidenciar que la
categoria de Estrategias y técnicas, actia como nodo intermedio, conectando la mayoria de las
categorias de los diferentes dominios del conocimiento matematico.
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Ademas, el docente tendid a enfatizar en la categoria de Procedimientos del MK, con las Fortalezas
dificultades en el aprendizaje del tema, con las Expectativas de aprendizaje y las Estrategias y técnicas
del PCK. En cuanto a los Registros de representacion, empled diversas formas de representacion
(grafica, simbolica y verbal) como parte de las Estrategias y técnicas, el Recurso de materiales y las
Expectativas del aprendizaje. Sin embargo, el Papel del lenguaje matematico y las Conexiones
transversales, aparecen con menor frecuencia en su discurso.

Figura 2

Relacion entre las categorias de los subdominios del MK y PCK en cuanto a las frecuencias de registro

El papel del lenguaje
matematico
(KPM)

Conexiones
Transversales
(KSM)

Fortalezas y dificultades
en el aprendizaje de un
contenido

(KFLM)

Definiciones
(KoT)

Teorias de ensefianza
(KMT)

Teorias de aprendizaje
(KFLM)

. Procedimientos
Recursos materiales (KoT)

(KMT)

La practica de definir
(KPM)

Fenomenologia
(KoT)

Registros de
Representacion
(KoT)

Expectativas de
aprendizaje
(KMLS)

Conexiones Auxiliares
(KSM)

Secuenciacion de los
temas
(KMLS)

Nota: Elaboracion propia, con la herramienta Atlas Ti.

Asimismo, la categoria de Expectativas de aprendizaje, tuvo una frecuencia de registro y conexiones
importantes, lo que permitio ver la intencion del profesor en que sus estudiantes tengan claridad de
lo que se espera que aprendan. En la entrevista con el profesor, se logra corroborar esta intencion.

No obstante, las categorias relacionadas con la de Teorias de ensefianza y las de aprendizaje, tuvieron
una menor frecuencia en el discurso del docente. Esto indica que, si bien el profesor implement6
estrategias didacticas, no se evidencian modelos pedagdgicos o teorias del aprendizaje explicitos, lo
que sugiere un enfoque predominantemente empirico basado en la experiencia y en la aplicacion
directa de estrategias mas que en la fundamentacion tedrica de su practica.

Algunos de los hallazgos del analisis fueron respaldados por la entrevista semiestructurada realizada
al docente. Por ejemplo, el énfasis observado en el uso de representaciones graficas y herramientas
tecnoldgicas para construir los conceptos respondié a una intencién explicita, segin sefald, de
fortalecer la comprension geométrica de los estudiantes. Asimismo, si bien el profesor no hace
evidente en su practica el uso de teorias pedagogicas, sus decisiones didacticas se fundamentan en la
experiencia y en la identificacion de dificultades recurrentes entre los alumnos. En particular, destaco
la importancia de anticipar errores comunes y advertirlos durante la clase, lo cual se reflejé en su
actuacion al ensefiar derivadas direccionales mediante estrategias anticipatorias.

En cuanto a la categoria de las Interacciones con los estudiantes, no se evidencio en las grabaciones
un enfoque explicito hacia los intereses o aspectos emocionales del aprendizaje, como identificar si
los estudiantes perciben el tema como fécil o dificil. Al respecto, el profesor afirma que evita influir
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en las emociones de los estudiantes indicando si un tema es o no complejo, permitiendo que ellos
desarrollen su percepcion a partir de las explicaciones y ejercicios planteados en clase.

Figura 3
Relacion de porcentaje de registro en entre el MK y el PCK

KSM

KPM KoT

— KMT KMLS KFLM

En lo referente a la relacion entre los subdominios del MK y PCK, a partir del andlisis de sus
categorias, en primer lugar, como se evidencia en la Figura 3, el subdominio del KoT presenta las
frecuencias de registro mas altas de los subdominios del MK. Esto permite inferir que el conocimiento
sobre el tema de derivadas en varias variables es lo que mas se evidencia en el discurso del profesor,
enfatizando con el KMT, a través de los indicadores como Estrategias y técnicas, asi como los
recursos y materiales que usa en sus clases, como el libro de texto y el uso de Geogebra.

En la relacion entre el KPM y los subdominios del PCK, se evidencia conexion con el KMLS, lo cual
se refleja en el uso de la categoria Expectativas de aprendizaje, destacando su importancia en la
planificacion docente. Asimismo, la secuenciacion de los temas, presente en el discurso del profesor
como otra categoria del KMLS, muestra una presencia constante y es relevante para la organizacion
del contenido. En cuanto a la relacion del KSM se destaca una mayor coincidencia con el KMT,
destacado en la categoria de Estrategias y técnicas y, de Recursos y materiales.

Tanto KPM como KSM tienen valores relativamente bajos en comparacion con KoT. Esto indica
que, en el discurso del profesor, hay menos referencias a conectar los conceptos mateméticos con su
aplicaciéon en distintos contextos, asi sobre coémo los estudiantes comprenden, interpretan y
desarrollan el pensamiento matematico.

CONCLUSIONES

El andlisis evidencia que el profesor enfatizo la ensefianza del contenido matematico, principalmente
a través de procedimientos y registros de representacion, mientras que los aspectos relacionados con
la comprension del estudiante y los procesos matematicos tuvieron menor presencia en su discurso.
Este desbalance sugiere que, aunque el docente domina la ensefianza del contenido, hay
oportunidades para fortalecer la integracion de conocimientos sobre el aprendizaje de los estudiantes,
la relacion entre los procesos matematicos y su ensefianza y la aplicacion de estos conceptos con
temas propios de la ingenieria.

El uso de GeoGebra facilitd la conexion entre el calculo simbdlico y la interpretacion geométrica, lo
que indico la intencidén de apoyar la comprension conceptual mediante herramientas tecnologicas.
Ademas, el profesor reconocio las dificultades de los estudiantes y adapté estrategias para abordarlas,
aunque su practica parecié estar guiada mas por la experiencia y la observacion que por una
fundamentacion teodrica explicita en modelos de aprendizaje.

Un hallazgo relevante del estudio fue la interaccion entre MK y PCK, lo que permitié comprender
coémo los docentes articulan su conocimiento matematico con estrategias didacticas en la ensefianza
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de las derivadas en varias variables. Esta relacion, atin poco explorada, abre la posibilidad de
investigaciones futuras sobre como los profesores integran ambos dominios y cdmo sus creencias y
formacion influyen en la construccion de su conocimiento didactico del contenido.

Dado el caracter cualitativo y el disefio de estudio de caso, los resultados no buscaron generalizar
conclusiones, sino ofrecer una reflexion sobre la manifestacion del conocimiento especializado del
profesor en su practica. La interaccion entre MK y PCK observada en este estudio resalta la necesidad
de seguir explorando como estos elementos inciden en la ensefianza y en las oportunidades de
aprendizaje que se brindan a los estudiantes.
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