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Prélogo

“Que yo sepa, nadie ha formulado hasta ahora una teoria del prélogo.”
(anotacién en el prélogo a Prélogos con un prélogo de prélogos,

J. L. Borges, 26 de noviembre de 1974)

Jorge Luis Borges, Pablo Neruda y, mucho antes, el poeta Euripides
escribieron que el prélogo no es un adorno, ni un acto de elogio, un mero
comentario o una especie de didictica del texto principal. Un prélogo es un
discurso que precede a otro discurso y busca enlazar con él. Es, por tanto, un
texto con una funcién clara, y autonomia en cuanto al contenido y a la
estructura. Aunque no hay “prélogos al uso”, abundan aquellos con una
estructura que emula a pequefia escala la del texto principal y con un
contenido que actia a modo de resumen o introduccién de las contribuciones
que le siguen. En este sentido, este no es un prélogo al uso. Tampoco estd
escrito por una sola persona, ni es innecesariamente largo. Pretendemos
formar una unidad de discurso con el presente libro, utilizando estas lineas
para justificar su importancia y para poner de relieve las oportunidades que
se han creado a lo largo del proceso de elaboracién y las oportunidades que
vendrén.

Nos vienen varias palabras a la cabeza en la ocasién de este libro.
Colaboracion es una de ellas. La colaboracién en educacién matemaitica
como disciplina es fundamental porque permite, en particular, enriquecer y
entender los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemdticas. El
intercambio de ideas, estrategias y experiencias entre profesorado, alumnado
y equipos investigadores son una fuente de informacién para explicar y
entender diversas problemiticas desde distintos enfoques. Cuando en esta
iniciativa participan instituciones cientificas y organizaciones de alcance
internacional, se pueden lograr estdndares internacionales para mejorar la
calidad de los sistemas educativos y establecer una visién a la vez global y
local fundamentada de la educacién matematica.
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Uno de los propésitos de la Sociedad Mexicana de Investigacién y
Divulgacién de la Educacién Matemitica (SOMIDEM) es fortalecer y
difundir la investigacién en educacién matemdtica, generando puentes entre
profesorado, alumnado e investigadores con interés en esta disciplina;
ademds, SOMIDEM promueve espacios de comunicacién académica,
congresos y proyectos editoriales que visibilizan trabajos vinculados con la
innovacién, la formacién docente y la reflexién tedrica. Por su parte, la
Sociedad Espafiola de Investigacién en Educacién Matemaitica (SEIEM)
fue creada para promover y potenciar la investigacién y la reflexién critica
sobre multiples aspectos de la educacién matematica en Espafia, con miras a
compartir reflexiones y actuaciones con otras comunidades de investigacién
en educacién matemdtica. Algunas de las actividades de SEIEM son los
simposios anuales, las escuelas de verano bianuales, los grupos de trabajo en
continuo desarrollo, las publicaciones de boletines y la edicién de la revista
Avances de Investigacion en Educacién Matematica (AIEM).

Ambas sociedades, SOMIDEM y SEIEM, convergen en la necesidad
de crear espacios de intercambio intelectual y estructuras de colaboracién y
conocimiento. Y asi llegamos a otra de las palabras que nos viene a la cabeza:
conocimiento. Aunque México y Espafia llevan afios colaborando en el
dmbito de la educacién matemdtica y de su investigacion, recientemente se
ha establecido un convenio entre SOMIDEM y SEIEM para reforzar
intercambios colectivos y favorecer actividades conjuntas orientadas a la
generacién de conocimiento. Como resultado, y en calidad de presidentes
de estas sociedades, nos honra presentar esta obra colectiva titulada Educacién
Matemitica en México y Espafia: Investigaciones y lineas de trabajo
compartidas. Este libro es una manifestacién de la actual alianza. Su publi-
cacién no solo refleja un logro bibliogréfico, sino que representa un ejercicio
de didlogo, colaboracién y afinidad académica, contribuyendo al fortaleci-
miento de redes de trabajo y conocimiento en educacién matematica.

La obra se organiza en dos partes, cada una con una introduccién escrita
por las personas que han coordinado su edicién, a quienes agradecemos
sinceramente su dedicacién, el cuidado en la seleccién de los textos y la
calidad de estos, asi como el esfuerzo para lograr la articulacién de las
contribuciones que conforman este libro. En la primera parte, los capitulos
documentan colaboraciones entre miembros de SOMIDEM y SEIEM; se
exponen investigaciones conjuntas, proyectos transnacionales, coautorias
que han madurado con el tiempo y otras.

En la segunda parte, los textos no necesariamente parten de proyectos
en México y Espafa, pero muestran puntos de encuentro entre grupos de
discusién con intereses andlogos a raiz de los encuentros académicos que se
organizan al interior de cada sociedad, tales como el Congreso SOMIDEM
y el Simposio de la SEIEM. En esta parte del libro se exponen temas de
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interés compartido, enfoques teéricos y metodolégicos, asi como problemdticas
de interés en ambos paises.

La eleccién de estas dos partes para este libro tiene dos propésitos. Por
un lado, asi se visibiliza la colaboracién existente entre las comunidades de
investigacién en educacién matemitica en México y en Espaiia. Por otro
lado, asi se abre el didlogo entre comunidades investigadoras de ambos paises
que no hayan colaborado hasta ahora; a partir de esta obra, se podrin
compartir inquietudes cientificas que permitan trazar rutas de trabajo
conjunto, buscando alcanzar la consolidacién de nuevos grupos y redes
futuras en educacién matematica. Mediante estas dos partes, el libro representa
una via para proyectar la investigacién en un contexto iberoamericano,
conectar grupos locales con redes internacionales y fomentar la publicacién
colaborativa en educacién matematica. Por ello, este libro de alguna manera
viene a dar cuenta de las relaciones entre México y Espafa en el dmbito de
la investigacién en educacién matemidtica y de cémo estas relaciones pueden
ser revisadas, transformadas, robustecidas y en sintesis mejoradas.

Generosidad es otra palabra que nos viene a la cabeza, en la ocasién de
este libro. No podemos dejar de reconocer el trabajo generoso, sostenido y
riguroso de todas las personas que han participado en este libro: coordinadores
y editores que tejieron puentes y emparejaron para que en cada capitulo se
reflejen estudios realizados en México y Espafia, autores que confiaron en
esta iniciativa y le dedicaron tiempo, comités de revisién y gestores de logistica.
Cada aporte ha sido esencial para que este libro se haya materializado y
para que los distintos capitulos conformen una unidad de discurso coherente,
lejos de ser textos sueltos y dispares. Deseamos que este proyecto sea el
inicio de una tradicién de colaboracién sistemitica, o al menos frecuente.
Que sirva como modelo de cémo dos sociedades de investigacién en educacién
matemdtica pueden articularse en torno a intereses compartidos y contribuir a
la creacién de una comunidad mds amplia.

Sinceramente creemos que este libro es una aportacién al estado de la
educacién matemdtica, tanto en México como en Espafia. También creemos
que es de utilidad para quienes se dedican a la investigacién, a la docencia y
a la formacién del profesorado, para alumnado de posgrado y para autoridades
educativas que toman decisiones que marcan el rumbo de la educacién. En
las pdginas que siguen, se cuentan estudios valiosos, que son una inspiracién
para nuevas lineas de trabajo compartidas, reflexiones criticas y encuentros
intelectuales. En estos tiempos dificiles de crisis y fragmentacién a muy
distintos niveles, donde la educacién matemadtica no se mantiene al margen,
no nos podemos permitir perder las oportunidades que surgen al aunar
esfuerzos. Tal vez parezca exageracién u optimismo desmesurado, pero
creemos que parte de lo que vendrd en el futuro de SOMIDEM, de
SEIEM vy de las précticas de la educacién matematica podra haberse gestado
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en el contexto de elaboracién, difusién y lectura de Educacién Matemdtica
en México y Espafia.

Para concluir, desde la SOMIDEM vy la SEIEM extendemos una
cordial invitacién a leer cada uno de los capitulos de este libro; incluso
sugerimos contactar con los autores para proponer colaboraciones, espacios
criticos de didlogo e intercambios académicos sobre discursos nuevos y sobre
discursos actualizados. En cualquier caso, este prélogo no puede ser un atajo.
Animamos a que se tenga la experiencia personal que solo proporciona la
lectura del libro. La experiencia personal propia no es reemplazable con lo
que hemos escrito acerca de nuestras ideas al pensar, leer, atesorar y celebrar
este libro. Somos, al fin y al cabo, dos remitentes que prologamos un libro
para los destinatarios que lo van a leer. Estamos de celebracion, y esta es
otra de las palabras que nos viene a la cabeza.

Carlos Valenzuela, presidente de SOMIDEM
Nuria Planas, presidenta de SEIEM



Parte |
Trayectorias compartidas en
Investigacién: de los origenes a las
nuevas perspectivas

La colaboracién entre investigadores de Educacién Matemitica de México
y Espafa comenzé hace ya mds de 30 afios, incluso antes de que se fundaran
las dos sociedades que editan este libro: la Sociedad Espariola de Investigacion en
Educacion Matemdtica (SEIEM) y la Sociedad Mexicana de Investigacion y
Divulgacion de la Educacion Matemdtica (SOMIDEM). En esta primera
parte del libro, damos cuenta de la riqueza y diversidad de dicha colaboracién
a través de siete capitulos que describen las trayectorias de investigaciones
desarrolladas por diferentes equipos compuestos por personas de ambos
paises. Cada capitulo aborda el origen de la colaboracién y los intereses
temiticos de investigacién comunes que la motivaron; expone los principales
trabajos realizados y sus resultados; reconoce las investigaciones que han
surgido como consecuencia de estas experiencias compartidas y, finalmente,
plantea perspectivas de continuidad y nuevas problemiticas que se vislumbran.

Para mostrar hilos conductores en esta diversidad, los capitulos se han
agrupado en tres grandes ejes tematicos:

Eje 1. Formacion y el conocimiento del profesorado de matemdticas

Eje 2. Procesos de ensefianza y aprendizaje de objetos matematicos

Eje 3. Resolucion de problemas en ambientes digitales y conexiones matemdticas

El primer eje estd dedicado a la formacion y el conocimiento del profesorado
de matemdticas y recoge tres capitulos que, desde distintos marcos teéricos,
exploran cémo se ha investigado y modelado la formacién del profesorado y
los dispositivos para su desarrollo. Escudero-Avila, Climent, Sosa, y
Contreras, en su capitulo E/ papel de la colaboracion entre México y Esparia en
la consolidacion del modelo de conocimiento especializado del profesor de matemdticas
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muestran la consolidacién del modelo de conocimiento especializado del
profesor de matematicas (MTSK), desde la perspectiva de las colaboraciones
—desde hace mds de una década— entre investigadores de ambos paises y de
una red de investigacién internacional ya consolidada. Por su parte, Barquero,
Bosch y Romo-Vizquez, en su capitulo Los recorridos de estudio e investigacion
y las restricciones institucionales en la_formacion del profesorado, relatan cémo,
desde 2013, la colaboracién permitié concretar y desarrollar, en el marco de
la Teoria Antropolégica de lo Didéctico, un dispositivo que pone el acento
en las restricciones institucionales en contextos reales desde el paradigma del
cuestionamiento del mundo, experimentado de forma intensa en cursos del
Programa de Matemitica Educativa del Centro de Investigacién en Ciencia
Aplicada y Tecnologia Avanzada (CICATA-IPN). Por su parte, Aké,
Godino y Pino-Fan, en su capitulo Desarrollo de dos agendas de investigacion
en el marco del Enfoque Ontosemidgtico, narran una colaboracién académica e
investigativa que dio origen a dos lineas de investigacién dentro del sistema
teérico del Enfoque Ontosemidtico, y ejemplifican cémo la movilidad
académica ha fortalecido la investigacién en los equipos de ambos paises.

El segundo eje se orienta a los procesos de ensenanza y aprendizaje de
objetos matemadticos especificos, y evidencia cémo el trabajo colaborativo ha
permitido avanzar en la comprensién de estos fenémenos. Gémez, Figueras,
Valenzuela y Sanz presentan el capitulo Tres estudios sobre el conocimiento y la
ensefianza de los niimeros racionales, estructurado en torno a tres etapas de la
dilatada colaboracién, que inicié en la década de los noventa, entre la
Universidad de Valencia y diferentes instituciones mexicanas, concretamente
el Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico
Nacional (Cinvestav) y, en los dltimos afios, con la Universidad de Guadalajara
de México. Este capitulo muestra cémo la diversidad de contextos enriquece
la interpretacién de las estrategias y dificultades de estudiantes de 6 a 17
aflos de edad al construir conocimientos relacionados con la aritmética de
los nimeros racionales y desarrollar habilidades para usar esos nimeros
racionales en la resolucién de tareas variadas. Asi evidencia la complejidad
del proceso de transito del aprendizaje de los nimeros naturales al de los
numeros racionales. Por su parte, el capitulo de Trigueros, Badillo, Sinchez-
Matamoros y Herndndez-Rebollar titulado E/ esquema grifico de la derivada.
Una colaboracion entre investigadoras de Esparia y México, reconstruye una
trayectoria de investigacién en torno al esquema de la derivada usando las
herramientas de la teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto y Esquema).
En este capitulo se muestra cémo la colaboracién ha propiciado una evolu-
cién en los focos de estudio, desde una descomposicién genética inicial hasta
un andlisis mas profundo de los mecanismos de la tematizacién del esquema
grafico de la derivada.
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El tercer eje, resolucion de problemas en ambientes digitales y conexiones
matemadticas, ilustra cémo las colaboraciones han abierto nuevas posibilidades
para estudiar la actividad matemética. El capitulo Contribuciones y perspectivas
en la resolucion y formulacion de problemas matemdticos: el uso sistemdtico de
tecnologias digitales en escenarios de enserianza de Camacho-Martin, Santos-
Trigo y Barrera-Mora, da cuenta de una colaboracién sostenida desde la
década de los ochenta entre la Universidad de La Laguna y el Cinvestav.
Destaca cémo el intercambio continuo ha dado lugar a aportes relevantes
sobre la formulacién y resolucién de problemas en los procesos de construccién
de conocimiento matemdtico en contextos enriquecidos por tecnologias
digitales, tales como los Sistemas de Geometria Dindmica y las herramientas
de la Inteligencia Artificial. Finalmente, Font, Garcia-Garcia, Rodriguez y
Vanegas, en su capitulo Investigacion sobre conexiones matemdticas en Esparia
y México, exponen cémo la interacciéon ha permitido articular dos marcos
teéricos —la teoria Ampliada de las Conexiones y el Enfoque Ontose-
miético (EOS)— a priori desarrollados de forma independiente, lo que ha
enriquecido el estudio de las conexiones matemdticas orientado a la
comprensién de distintos objetos matemdticos.

En su conjunto, los capitulos que a continuacién se presentan, no solo
muestran una progresién de temdtica, sino que evidencian cémo la colabo-
racién entre México y Espafia ha sido un motor para la construccidn,
consolidacién y proyeccién de lineas de investigacién que han aportado de
forma significativa a la Educacién Matemitica y ha abierto nuevas perspectivas
de trabajo conjunto entre equipos de ambos paises.
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El papel de la colaboracién entre México y
Espafia en la consolidacion del Modelo de
Conocimiento Especializado del
Profesor de Matematicas

The role of collaboration between Mexico and Spain in the
consolidation of the Mathematics Teachers'
Specialised Knowledge Model
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Resumen

Desde una perspectiva interpretativa, nuestro grupo de investigacién, enmarcado
dentro de la Red Iberoamericana MTSK y que integra a investigadores de México y
Espania, trata de comprender el conocimiento especifico que posibilita al profesorado
ensefiar matemdticas. Para ello, hemos desarrollado un modelo para el anilisis de
dicho conocimiento, centrado en la matemitica, su ensefianza y aprendizaje. En este
capitulo presentamos sus bases, desarrollo y aplicaciones desde la perspectiva de las
colaboraciones de investigadores de ambos paises. Asi, trabajos doctorales desarrollados
por investigadores mexicanos dirigidos desde la Universidad de Huelva y colabora-
ciones posteriores, contribuyen de forma notable a la investigacién sobre y con el
modelo de conocimiento especializado del profesorado de matemdticas. Esta
colaboracién se mantiene hasta la actualidad y se proyecta en investigaciones futuras.
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Palabras clave
Formacién del profesorado, conocimiento del profesor, matematicas, conocimiento
especializado.

Abstract

From an interpretative perspective, our research group, which is part of the Ibero-
American Network MTSK and integrates researchers from Mexico and Spain, tries
to understand the specific knowledge that enables teachers to teach mathematics.
To this end, we have developed a model for analysing this knowledge, which deals
with the knowledge that focuses on mathematics and its teaching and learning. In
this chapter, we present its bases, development and applications from the perspective
of the collaborations of researchers from both countries. Thus, doctoral works
developed by Mexican researchers directed from the University of Huelva and
subsequent collaborations contribute significantly to research on and with the
“mathematics teachers specialised knowledge” model. This collaboration continues
until now and is projected in future research.

Keywords
Teacher education, teachers’ knowledge, mathematics, specialised knowledge.

Introduccién

Investigadores de Espafia y México, liderados desde la Universidad de
Huelva inicialmente por José Carrillo, hemos venido colaborando durante
mds de una década en el estudio de la formacién del profesorado de mate-
maticas. Esta colaboracién se inicié con la realizacién de la tesis doctoral
“Transposicién y destransposicién del saber matemitico y didictico,
representaciones y practicas en la formacién inicial de docentes” de Eugenio
Lizarde Flores (2013), profesor de la Normal Rural Gral. Matias Ramos
Santos de Zacatecas, México. Esta primera colaboracién de Lizarde con el
grupo de Didéctica de la Matematica con la Universidad de Huelva puso de
manifiesto el interés compartido de reflexionar sobre elementos que se
ponen en juego durante la formacién inicial de los docentes como lo es el
conocimiento que requiere el profesor de matemadticas y cémo desarrollarlo.
Este trabajo conjunto desperté el interés de otros investigadores e investi-
gadoras mexicanas por establecer lazos que posibilitaran la conformacién de
un grupo de trabajo que compartiera proyectos de investigacién financiados
y que actualmente se articula dentro de la Red Iberoamericana MTSK
(https://redmtsk.net), aprobada por la Asociacién Universitaria Iberoamericana
de Posgrado en 2019, y que une a investigadores de 11 paises, con importante
representacién de Espafia y México. Gran parte de los esfuerzos de esta
colaboracién se han dirigido a mejorar la comprensién sobre el conocimiento
del profesorado de matemiticas, el papel que juega en su ensefianza y cémo
promoverlo.
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En este capitulo, tratamos de reflejar nuestra trayectoria al respecto,
centrdndonos especialmente en los trabajos desarrollados de forma conjunta
por investigadores de la Sociedad Mexicana de Investigacién y Divulgacion
de la Educacién Matematica (SOMIDEM) y la Sociedad Espafiola de
Investigacién en Educacion Matematica (SEIEM).

Tras presentar brevemente nuestra perspectiva sobre el estudio del
conocimiento del profesor, en el primer epigrafe, abordamos la evolucién
de las colaboraciones entre investigadores de la SOMIDEM vy la SEIEM
en la creacién de un modelo para el estudio del conocimiento del profesorado
de matemiticas, el modelo Mathematics Teachers’ Specialised knowledge
(MTSK). A continuacién, se expone cémo se ha empleado este modelo
para el estudio de la formacién del profesorado de matematicas, en el tercer
epigrafe, y del conocimiento del formador de profesorado de matemiticas,
en el cuarto. El capitulo concluye con un apartado de reflexiones finales.

El conocimiento del profesor como objeto de estudio
Desde hace varias décadas se han venido realizando estudios sobre el
conocimiento del profesor. En nuestro grupo del Seminario de Investigacién
en Didictica de la Matemadtica (SIDM) en la Universidad de Huelva
(Espafa) surgié el modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de
Matemiticas (MTSK por sus siglas en inglés). Ahi participan investigadores
de diferentes paises, entre ellos de México. Nuestro interés germinal, como
investigadores, de estudiar los procesos y elementos implicados en el
desarrollo profesional del profesor de matemdticas, ha derivado en la
necesidad de comprender el papel del conocimiento en la prictica docente
del profesor y en su formacién profesional, tanto inicial como continua.
Para ello, resulta necesario adoptar una postura sobre qué se entiende por
conocimiento. Nos interesa una perspectiva interpretativa en el estudio de
dicho conocimiento, que busca comprender sus mecanismos, mis que
evaluarlos. Por ello, adoptamos la definicién de Schoenfeld (2010) de
conocimiento del profesor.
Yo defino el conocimiento de un individuo como la informacién que tiene
disponible para usar para resolver problemas, alcanzar metas, o desarrollar
cualquier tarea. {Nétese que, de acuerdo con esta definicidn, el conocimiento
no ha de ser necesariamente correcto! (Schoenfeld, 2010, p.25).

Otro aspecto que identificamos relevante al estudiar el conocimiento del
profesor son las creencias. En ese sentido y en concordancia con lo planteado
por Ponte (1994) y Pajares (1992) y basindonos fundamentalmente en
Carrillo (1998) y Contreras (1999), entendemos las creencias como:

Verdades personales, sostenidas individual y/o colectivamente, derivadas de
la experiencia o el propio pensamiento, con cierta componente afectiva y evaluativa,
sobre la que se pueden tener diferentes grados de convencimiento, asi como
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pudiendo ser justificadas en base a argumentos que no sigan criterios que puedan

responder a cdnones de evidencia, es decir, no son falsables (Montes et al., 2014; p. 6).

Siendo conscientes de las dificultades para diferenciar entre conocimiento
y creencias, atribuimos al conocimiento un estatus de objetivacién del que
no gozan las creencias (Thompson, 1992). Las creencias del profesorado
sobre las matemadticas y su enseflanza y aprendizaje interactdan con su
conocimiento; por ejemplo, considerar la matematica como una construccién
social o como un cuerpo estitico de conocimiento que no se crea, sino que
se descubre (Carrillo, 1998, considerando, entre otros, los aportes de Ernest,
1989). De este modo, la comprension de c6mo se produce el aprendizaje de
determinados contenidos matematicos, se relaciona con una perspectiva mds
constructivista que tradicional de su ensefianza y aprendizaje (Carrillo,
1998).

En los primeros estudios desarrollados, evidenciamos la importancia de
que el profesor conozca cémo aprenden sus estudiantes el contenido que
imparte (Sosa et al., 2015) y de analizar el conocimiento del profesor sobre
la ensefianza de las matematicas (e.g., el uso de ejemplos y ayudas Sosa et
al., 2016). Los resultados de ese estudio, relativos a la ensefianza del dlgebra
lineal, muestran el conocimiento sobre la potencialidad y el uso didactico de
los ejemplos y de la diversificacién y focalizacién de ayudas en la ensefianza.
Este conocimiento puede ser condicionado por la identidad profesional del
profesor, su formacién, su experiencia y el contexto donde desarrolla su
labor docente.

Otro aspecto relevante es el conocimiento del profesor sobre la ensefianza
de las matemadticas mediada por recursos tecnolégicos. Sandoval-Ciceres et
al. (2014) describen el conocimiento que evidencia un profesor de primaria
al utilizar un recurso interactivo de Enciclomedia en clase de matemadticas.
El estudio se centra en identificar el conocimiento que necesita el profesor
para sustentar précticas en las cuales las tecnologias digitales tengan un
papel transformador. Los autores sefialan que las précticas de ensefianza
mediadas con tecnologias digitales demandan un profundo conocimiento
en las dimensiones tecnoldgica, diddctico-matemdtica y de contenido
matemdtico por parte del profesor.

En la formacién inicial y continua del profesor de matemiticas,
comprender su conocimiento y sus creencias son parte fundamental pues
influyen significativamente en las acciones, las decisiones y la practica del
(futuro) profesor de matemdticas.

El impacto de las investigaciones con el modelo MTSK en el
estudio del conocimiento del profesor

A partir de los trabajos doctorales de Nuria Climent Rodriguez (2002),
Cinta Mufioz Cataldn (2010), Carlos Miguel Ribeiro (2010) y de Leticia
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Sosa (2011), se evidencia el potencial de contar con un modelo de conoci-
miento del profesor que permita realizar un andlisis sistemdtico de las
componentes y estructura de dicho conocimiento. En este ultimo trabajo se
realiza un estudio de las componentes del conocimiento matematico para la
caracterizacién del conocimiento para la ensefianza (Mathematical Knowledge
Jor teaching) de matrices en bachillerato, usando el modelo de conoci-
miento del equipo de Ball y colaboradores (2008). Esto permite reflejar
las necesidades especificas del profesor de matemiticas y pone el foco en la
necesidad de comprender en profundidad la naturaleza y los elementos
que conforman este conocimiento.

Hasta este momento, el grupo de investigacién en Didictica de la
Matemitica de la Universidad de Huelva era percibido como un equipo
interesado en el estudio de los procesos de desarrollo profesional del profesor
y las creencias sobre las matemadticas y su ensefianza y aprendizaje, asi como
su influencia en la prictica profesional del profesor. A partir de la visita de
José Carrillo en 2010 al Centro de investigacién y de estudios avanzados
(Cinvestav) en Ciudad de México, en la que realizé una conferencia plenaria
dirigida a docentes de matematicas de secundaria y tras el regreso a México
en 2011 de Sosa al concluir sus estudios de doctorado, se consolidé que el inte-
rés del grupo de Huelva estd también en el estudio del conocimiento del pro-
fesor desde una perspectiva mds analitica y con un espiritu critico, de manera
pueda ser la base sobre la cual construir espacios de desarrollo profesional.

Esta historia de trabajo en grupo y el desarrollo de una linea dirigida
hacia la formacién del docente en matemiticas quedaron plasmados en el
libro “Matemidtica Educativa: la formacién de profesores” publicado y coor-
dinado en México, a través de un capitulo en el que se muestra la investiga-
cién sobre el profesor de matematicas en la Universidad de Huelva (Carrillo
et al., 2013).

Desde esta perspectiva, y con el interés de continuar con las reflexiones
sobre la naturaleza del conocimiento profesional y el trabajo con el modelo
Mathematical Knowledge for teaching (MKT) (Ball et al., 2008), en 2011
surgi6 el interés de Dinazar Escudero y Eric Flores de realizar la tesis doctoral
en el seno del grupo de Huelva, fortaleciendo asi los lazos entre México y
Espania.

A partir de la reflexién conjunta del grupo liderado por José Carrillo y
compuesto por miembros de distintas Universidades de Espafa, Portugal y
Latinoamérica, se iniciaron reflexiones teéricas y empiricas sobre el concepto
de “conocimiento especializado del profesor” que se propone en el modelo
MKT y lo que lo convierte en un conocimiento exclusivo del docente,
discutiendo estos anilisis en espacios como la XV Escuela de Invierno de
Matemitica Educativa (Escudero et al., 2012). Lo anterior nos lleva a
identificar distintas problematicas al respecto del uso del MKT:
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* Se hace uso de elementos externos a lo especializado para definir este

tipo de conocimiento.

* Mis que una “manera especial” de mirar el contenido matemitico o

conocimiento de un tipo de matemdtica especial a la que no puedan
o necesiten tener acceso los estudiantes u otros profesionales, se
observa un uso especifico de esos conocimientos por parte del docente.

* Se identifican dificultades en la delimitacién del conocimiento espe-

cializado, derivadas de su definicién aludiendo a actividades propias
del profesor de matemdticas y no del conocimiento que permite
realizarlas.

A partir de entonces, se reconocié que el conocimiento del contenido
matemidtico debe ser el elemento distintivo y especifico del conocimiento
profesional del profesor de matemdticas. Sin embargo, lo especializado puede
entenderse como el resultado de la interaccién de distintas aproximaciones a
un objeto matemadtico como objeto de ensefianza, es decir, distintas formas
de conocer un contenido matemitico.

En Ciencias Sociales, los modelos teéricos se utilizan para representar,
construir o modelar de manera sistematizada una serie de fenémenos, y
estin destinados a explicar la realidad o actuar sobre ella, buscando realizar
una abstraccién de esta. En este sentido, el grupo de trabajo comenzé a analizar,
ademds del MKT, distintos modelos de conocimiento, con intereses y pers-
pectivas diferentes respecto a los elementos que constituyen el conocimiento
profesional del profesor y el uso que puede hacer de ellos, como el Knowledge
Quartet (Rowland, 2009), el Modelo de Competencias y conocimientos del
profesor de matemdticas del EOS (CCDM) (Pino-Fan & Godino, 2015) y el
Mathematical Proficiency for Teaching (Kilpatrick et al., 2001), entre otros.

En 2013, los primeros resultados y reflexiones realizadas por el grupo
fueron presentados para su discusién y posible validacién en el congreso de
la Sociedad Europea de Investigacién de Educacién Matemética —CERME
8—, dentro del grupo de trabajo sobre Conocimiento y Desarrollo Profesional
del Profesor. En este espacio se expusieron cinco comunicaciones con
propuestas de andlisis y critica al modelo MKT, la presentacién de la
propuesta de un nuevo modelo de conocimiento y ejemplos de uso de este
modelo para el andlisis de profesores (Carrefio, Ribeiro et al., 2013; Carrefio,
Rojas et al., 2013; Carrillo, Climent et al., 2013; Flores, Escudero & Carrillo,
2013, Montes et al., 2013).

Asi, Flores, Escudero y Carrillo (2013) introdujeron una revisién tedrica
del modelo MKT centrada en la caracterizacion del Conocimiento Especializado
del Contenido y sus diferencias y similitudes con el Conocimiento Comain del
Contenido, y la comparacién con los conocimientos que podrian considerarse
dentro de los subdominios del Conocimiento del Contenido y los Estudiantes y
el Conocimiento del Contenido y la Ensefianza. En este trabajo se pone el
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énfasis en cémo se definen los subdominios y el tipo de clasificacién de
conocimientos que se logra realizar con este modelo. Ball et al. (2008) definen
el Conocimiento Comtn como el conocimiento que posee cualquier persona
matematicamente instruida, sin que sea exclusivo, por tanto, de los profesores
de matematicas y poniendo el foco en el “saber hacer” (como hacer una resta
o saber dividir, por ejemplo). Por otra parte, en el Conocimiento Especializado
se incluye el saber “por qué se hace asi”, lo que permite que el profesor pueda
explicar la procedencia matemdtica de los errores de los alumnos. Este ultimo,
definido por Ball et al. (2008) como el conocimiento matemdtico que va
mds alld del que se espera de cualquier adulto bien educado, permite
reconocer dos elementos en los cuales se apoyan los autores para definirlo:
1) la profesién, o el usuario de este conocimiento, al definirlo en términos
de un conocimiento que es dnico del profesor y que, aunque algunas otras
profesiones podrian tenerlo, en el caso del profesor de matemadticas es
indispensable, y 2) como una ampliacién del Conocimiento Comun. Es
decir, el Conocimiento Especializado va més alld del Comun, pero sin hacer
uso de conocimientos sobre los alumnos o conocimiento sobre la ensefianza
(Escudero et al., 2012; Flores, Escudero & Carrillo, 2013). En este dltimo
trabajo se concluye que las definiciones se basan en elementos extrinsecos al
conocimiento del profesor, como referencias a otras profesiones o la referencia
a ir mas alld del Conocimiento Comun. Ademds, se mostraba que las tareas
profesionales que enfrenta el profesor de matemadticas requerian conoci-
miento de significados, propiedades y definiciones de los contenidos involu-
crados. Flores et al. (2013) afirman no reconocer en ello una forma particu-
larmente especial de conocer el contenido, ni percibir ningin conocimiento
matemdtico especializado que sea inaccesible para estudiantes o para otros
profesionales, sino mds bien un uso especifico de este conocimiento. Lejos
de derivar de ello que el conocimiento especializado de los profesores de
matemadticas no tiene sentido o que este subdominio no es 1til para el analisis
del conocimiento profesional del profesor, los datos sugieren que este cono-
cimiento no deberia ser exclusivo del dominio matematico. Este tipo de
conocimiento deberfa incluir también conocimiento sobre la ensefianza,
sobre las formas de construir conocimiento matemdtico, sobre el desarrollo
de la complejidad dentro de los temas y sobre las caracteristicas del apren-
dizaje del contenido, entre otros aspectos. El conocimiento especializado
abarca mds aspectos que los significados, propiedades y definiciones, y no
requerir de comparaciones con otras profesiones en las que se utilizan las
matemdticas. Estas conclusiones nos llevan a plantear el desarrollo de un
modelo que busca reflejar el conocimiento especializado sea el resultado de
la interaccién de distintas formas de conocer el contenido matemdtico.

Asi, se propuso la necesidad de plantear una forma distinta de modelar
el conocimiento del profesor y se presentd la primera propuesta de un nue-
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vo modelo que pretende reflejar la especializacién del conocimiento del pro-
fesor de matematicas como un conjunto de conocimientos y no como un
subdominio de lo matemitico. Este modelo centré su atencién en el conoci-
miento especifico del profesor de matematicas, sin importar si este es com-
partido o no con otros profesionales que usan la matematica. Dicho mo-
delo fue llamado Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (IMTSK) (Ca-
rrillo et al., 2013).

El MTSK no se concibié como una mejora ni una evolucién del MKT,
sino una forma distinta de modelar el conocimiento profesional del profesor
de matemiticas a partir de la idea de que lo que hace especializado a este
conocimiento es la integracién de distintas formas de conocer el contenido
matemadtico y su estudio como objeto de ensefianza y aprendizaje. Este
modelo surge como propuesta de herramienta metodolégica para explorar
el conocimiento especializado del profesor en situaciones diversas de su
labor y formacién, por ello no constituye un marco teérico ni pretende ser
una hipétesis de conocimiento ideal del profesor de matematicas. Se planta
como una propuesta de modelo analitico con dominios y subdominios de
conocimiento que puedan ser identificados de forma disjunta, solo para su
andlisis, con fines de caracterizar no solo lo que conoce el profesor, sino
c6mo lo conoce.

En este sentido, se distinguen considerar tres dominios de conocimiento:
el Conocimiento Matemdtico, el Conocimiento Diddctico del Contenido y las
Creencias sobre la Matemdtica y sobre su ensefianza y aprendizaje (Carrillo et
al., 2013). Dentro del Conocimiento Matematico se presentan tres subdo-
minios: el Conocimiento de los temas, el Conocimiento de la estructura de las
matemdticas y el Conocimiento de la prictica matemdtica. Por su parte, el
dominio del Conocimiento Diddctico del Contenido engloba los subdominios
de: Conocimiento de la enserianza de las matemdticas, Conocimiento de las
caracteristicas de aprendizaje de las matematicas'y Conocimiento de los estandares
de aprendizaje de las matemdticas. Ademds, se enfatiza que las creencias
atraviesan todos los subdominios de conocimiento, dado que pueden
establecer un sesgo en cuanto al conocimiento que el profesor evidencia al
realizar tareas profesionales (Figura 1).

A partir de estas publicaciones y las reflexiones compartidas con expertos,
se inici6 un proceso de “poner a prueba” el modelo. En Carrillo et al. (2014)
se expusieron las bases tedricas y metodoldgicas sobre las que se construye
el MTSK. En esta publicacién se hace referencia a este como “un marco
tedrico”, porque es posible utilizar este modelo desde distintos marcos y con
diferentes perspectivas tedricas, como se ha ido desarrollando posterior-
mente (e.g. Sandoval-Ciceres et al., 2014; Vasco et al., 2016).

En este momento las reflexiones sobre el modelo se orientaron al
refinamiento de las definiciones de los subdominios y la identificacién de
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categorias que permitieran realizar un andlisis ain mds preciso del conoci-
miento especializado del profesor de matemiticas en distintos escenarios y
recopilando distintos tipos de evidencias de MTSK (e.g. Flores et al., 2013,
2014).

Figural
Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK). Elaboracion propia

Nota. Elaboracién propia.

Como hemos sefialado antes, la labor de conformacién de este modelo
fue producto de un esfuerzo conjunto de investigadoras e investigadores con
formaciones, tradiciones y contextos diversos, donde México ha tenido un
papel especialmente relevante y desde los cuales ha sido posible analizar si
los subdominios y categorias del modelo estin lo suficientemente bien
construidos como para caracterizar los conocimientos especializados de
cualquier profesor de matematicas en cualquier contexto.

Aunque el modelo y los resultados obtenidos con los andlisis basados en
sus subdominios ya se habian presentado en congresos nacionales e interna-
cionales, tanto en América como en Europa, y se habian mostrado resultados
parciales de anilisis con el modelo, no fue sino hasta 2018 que se publica en
la revista Research in Mathematics Education el articulo The mathematics
teacher’s specialised knowledge (MTSK) model. En este articulo se presentan
las definiciones y caracterizacién de todos los dominios y subdominios del
modelo, ademads de reflexionar sobre algunas de las relaciones entre distintos
tipos de conocimiento (Carrillo et al., 2018) y en el cual se cuenta con la
participacién de investigadores e investigadoras de Espafa, México, Ecuador,
Chile y Portugal. En 2022 se publica un libro sobre la trayectoria en el uso
del modelo MTSK desde sus inicios hasta el momento (Carrillo et al.,
2022), en el cual participan 7 autores mexicanos con contribuciones en 10
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capitulos, lo cual refleja la colaboracién entre nuestros paises y la relevancia
e impacto del trabajo con MTSK.

A continuacién, se describen cada uno de los subdominios del modelo
con la finalidad de mostrar el estado actual de las categorias, que se han ido
construyendo a lo largo de casi 14 afios de trabajo, y de resaltar las contribu-
ciones derivadas de la relacién entre México y Espafia.

Sobre el Dominio de Conocimiento Matematico

El MTSK se organiza en torno al conocimiento que posee el profesor de
matemidticas acerca de un determinado tema que se integra en el contexto
escolar y que es susceptible de ser visto como un objeto de ensefianza y
aprendizaje. Asi, tiene sentido hablar de que se requiere reconocer caracte-
risticas de este tema como objeto matemitico.

Conocimiento de los temas

En este subdominio (KoT, por sus siglas en inglés - Knowledge of Topics) se
integran los conocimientos del profesor acerca de un determinado tema
escolar como objeto matemadtico, combinando una comprensién profunda,
formal y rigurosa con el conocimiento matemdtico que se espera desarrollar
en los estudiantes. Ademids, reconoce la complejidad del tratamiento de
estos objetos en el aula (Carrillo et al., 2018; Vasco et al., 2016; Vasco &
Moriel, 2022).

Utilizaremos el tema de fracciones para ejemplificar las categorfas de
conocimiento asociadas a este subdominio. Sobre la _fenomenologia y aplica-
ciones de la fraccién, el profesor puede saber que este concepto tiene asociados
distintos significados como, por ejemplo, el de parte-todo, cociente o medida
(Moriel & Reyes, 2022). Sobre las definiciones, propiedades y fundamentos, un
profesor sabe que una fraccién es propia cuando el numerador es menor que
el denominador, ademds de saber que esta fraccién estd delimitada entre 0y 1
(Moriel & Reyes, 2022). Sobre los registros de representacion asociados, el
profesor podria conocer distintas formas de repregentar la fraccién como el
registro verbal (mitad o un medio), el numérico ( 7> 0,5) y el gréfico (repre-
sentacion en la recta numérica), entre otros (Rojas, 2014). Finalmente, sobre
los procedimientos, ademds de considerar los conocimientos sobre cémo se
lleva a cabo algin proceso o procedimiento, se consideran también lo que se
sabe sobre cudndo puede hacerse, por qué se hace asi y las caracteristicas de
este resultado (Vasco & Moriel, 2022). Por ejemplo, para el caso de las
fracciones se requiere conocimiento acerca de cémo convertir una fraccién
en otra equivalente (scdmo se hace?); saber que cualquier fraccién puede
convertirse en una equivalente a través de este método (scudndo puede
hacerse?); saber que una fraccién es equivalente a otra cuando la relacién que
existe entre numerador y denominador se mantiene constante y por lo tanto,
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representa al mismo numero racional (;por qué se hace asi?), es decir, que dos
fracciones son equivalentes si una es multiplo de la otra (caracteristicas del
resultado).

Conocimiento de la estructura de las matemdticas

El conocimiento matemdtico del profesor debe incluir reconocer las rela-
ciones que existen entre temas matemdticos, de modo que los contenidos
pertenecen a una red de ideas interconectadas, que le permite comprender
ciertos conceptos avanzados desde una perspectiva elemental y desarrollar
conceptos elementales mediante el tratamiento a través de herramientas
avanzadas.

En este subdominio (KSM, por sus siglas en inglés- Knowledge of the
Structure of Mathematics) se consideran conexiones inter-conceptuales de
cuatro tipos (Flores-Medrano, 2022; Montes et al., 2013): conexiones de
complejizacién, de simplificacion, transversales y auxiliares.

Flores-Medrano (2022) considera que es importante establecer una
direccién desde la cual se explora un determinado contenido matemadtico, y
propone el ejemplo del conocimiento que tiene el profesor de matematicas
acerca de las relaciones entre las sumas de Riemann y el reticulado como
técnica para aproximarse al drea de una figura (Figura 2). En este ejemplo, si
el contenido que estamos analizando es el de las sumas de Riemann, la
conexién con el cdlculo de dreas mediante reticulas se clasifica como una
conexion de simplificacion; sin embargo, si el contenido que se analiza es el
cilculo de dreas, la relacién con las sumas de Riemann se interpreta como
una conexion de complejizacion.

Figura2

Sumas de Riemann y reticulado para cdlculo de dreas

Nota. Flores-Medrano (2022), p. 51

Por otra parte, al referirse a las conexiones transversales, Flores-
Medrano (2022) sefiala que existen conexiones entre objetos matemdticos
en las cuales no parece haber un hilo que una necesariamente dos nodos,
sino que puede pensarse en planos en los que estos nodos coexisten segin
sus rasgos y similitudes. Por ejemplo, el profesor podria conocer que el uso y
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significado que se le da al signo igual en Aritmética (6 - 2 = 4) y en Calculo
(f(x) = x - 2), es distinto, aunque se conecta a través de la comprensién de
que la igualdad puede tener distintos significados (resultado, equivalencia,
semejanza, congruencia, etcétera). Este mismo autor se refiere a las conexiones
auxiliares como conexiones de utilidad. Como ejemplo propone pensar en la
relacién que existe entre un sistema de ecuaciones de 3 x 3 y la ecuacién de
una circunferencia que pasa por tres puntos (no colineales), donde el sistema
de ecuaciones funciona como una herramienta para determinar una expre-
sién para la circunferencia.

Conocimiento de la prdctica matemditica

En este subdominio (KPM, por sus siglas en inglés -Knowledge of Practices
in Mathematics) se consideran los conocimientos del profesor sobre las formas
de conocer y crear o producir en Matemiticas, es decir, el conocimiento
sintictico. A diferencia del conocimiento de las relaciones o conexiones
entre conceptos, propio del KSM, en este subdominio se considera el cono-
cimiento de cémo se establecen dichas relaciones considerando aspectos de
la comunicacién matematica, el razonamiento y la verificacién o validacién,
la formulacién y aplicacién de definiciones, el establecimiento de conexiones
(entre conceptos, propiedades, etc.), el uso de correspondencias y equivalencias,
el empleo de representaciones, la argumentacién, la generalizacién y la
exploracién (Delgado, et al, 2022; Montes, et al., 2013). En este subdominio
se identifican diversas categorias de conocimiento, de acuerdo a pricticas
matemdticas que han surgido durante el estudio profundo de contenidos
matemadticos y que no pretenden ser exhaustivas.

Delgado et al. (2022) identifican en la literatura de investigacién sobre
este subdominio cuatro pricticas matematicas, dentro de las cuales se definen
algunos indicadores. Asi, se integra en el KPM el conocimiento del profesor
sobre la prictica de demostrar en matemiticas, relativo a conocimientos sobre
el desarrollo de demostraciones, métodos y tipos de demostraciones y las Jfunciones
de la demostracion. Por otra parte, se habla también del conocimiento de la
préctica de definir, entendiendo esta como una forma de crear y establecer
nuevos conocimientos a través de reconocer el significado y caricter de un
concepto (Delgado et al., 2022). Se considera aqui el conocimiento sobre las
caracteristicas de una definicion (por ejemplo, atributos que debe verificar una
definicién matemdtica como la jerarquia o precisién, no circularidad,
minimalidad, no ambigtiedad, coherencia, invariancia y equivalencia).

Se considera también en este subdominio los conocimientos asociados a
la prictica de resolver problemas, englobando aqui conocimientos del uso de
distintos registros de representacién, de heuristicos, estrategias de simplificar,
reinterpretar, descomponer, sistematizar e introducir un elemento auxiliar
para explorar la solucién de un problema (Escudero-Avila et al., 2015).
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Por tltimo, se considera también en este subdominio el papel del lenguaje
matemdtico en términos del conocimiento que se tiene sobre el rol de los
simbolos dentro del trabajo matematico y el del uso del lenguaje matemdtico'y
su impacto en el trabajo matematico y didactico (Delgado et al., 2022).

Sobre el Dominio de Conocimiento Didactico del Contenido

En Escudero-Avila y Carrillo (2020) se publica una reflexién sobre las bases
tedricas y metodolégicas en las que se construye este dominio como parte
del MTSK. En este trabajo se pone de manifiesto la intencién de focalizar
la atencién en los conocimientos sobre cémo las matemadticas son aprendidas
y ensefiadas, asi como sobre las expectativas de aprendizaje en los diferentes
niveles educativos. Ademads, se establece la diferencia entre la caracterizacién
de este dominio del MTSK vy caracterizaciones como las de Shulman

(1986) o Ball et al. (2008).

Conocimiento de la enserianza de las matemdticas

En concordancia con las bases del modelo MTSK, este subdominio se centra
en el andlisis de un determinado contenido matemdtico como objeto de
enseflanza para categorizar los conocimientos diddcticos que puede poseer
un profesor sobre dicho contenido, focalizando la atencién en la ensefianza
de las matemdticas de manera integrada y no en las matemdticas y su
ensefianza como conjuntos que se intersecan (Escudero-Avila & Carrillo,
2020; Sosa y Reyes-Camacho, 2022). Dentro de este subdominio se distinguen
tres categorias de conocimientos.

Dentro de la categoria de Teorias de enserianza de las matemdticas, se
incluyen los conocimientos de teorias o construcciones mentales del profesor
sobre la ensefianza de un determinado tema. Se distinguen aqui dos tipos
teorias: las que estin fundamentadas en resultados de investigaciones en el
campo de la Didictica de la Matematica, o feorias institucionales, y teorias
personales de ensefianza, que pueden provenir de la reflexién del profesor
sobre su préctica. En el primer tipo podria situarse, por ejemplo, el conoci-
miento que puede tener un profesor sobre los niveles de Van Hiele como
herramienta para la organizacién de progresiones o trayectorias hipotéticas
de aprendizaje para la ensefianza de conceptos geométricos. En el segundo,
por ejemplo, las teorias personales que puede tener un profesor sobre el uso
de tecnologia como el software Derive dentro del tema de dlgebra matricial
en el aula de bachillerato de acuerdo con su experiencia (Sosa et al., 2016).

Siguiendo con el ejemplo anterior, para poder establecer una teoria
personal acerca del uso de tecnologias en el aula de matematicas es necesario
que el profesor tenga un conocimiento profundo del software Derive como
recurso de ensefianza, para reconocer su potencial y limitaciones para el
tratamiento del dlgebra matricial. En este sentido se define la categoria de
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conocimiento de recursos diddcticos (fisicos o digitales), que puede incluir
conocimiento sobre libros de texto, series de televisién, materiales manipu-
lativos, etcétera, siempre y cuando se reflexione sobre la relacién del recurso
con un determinado contenido (Escudero-Avila & Carrillo, 2020).

Por tltimo, se considera en este subdominio el conocimiento de estrategias,
técnicas, tareas y ejemplos asociados al tratamiento de un tema (Sosa et al.,
2016). En Escudero-Avila & Carrillo (2020) se muestra el caso de un
profesor que propone a sus estudiantes una Zarea en la que se trabaja un
problema de llenado de recipientes para explorar las caracteristicas de las
funciones. En dicha tarea el profesor hace uso de distintos ejemplos de
recipientes con una secuencia especifica para trabajar distintos tipos de
funcién. La estrategia que utiliza el profesor es la modelacién matematica
del llenado de recipientes. Ademds, el profesor reconoce en el trinsito entre
distintos registros de representacién y la modelacién matematica una zécnica
para dar sentido al concepto de funcién.

Las interconexiones entre el KMT y los subdominios del conocimiento
matemdtico ayudan a comprender aspectos de la prictica profesional del
profesorado, puesto que proporcionan una base para la toma de decisiones
al respecto del tratamiento de un tema (Vasco et al., 2021).

Conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje de las matemdticas

La inclusién de este subdominio (KFLM, por sus siglas en inglés - Knowledge
of Features of Learning Mathematics) responde a la necesidad de incluir el
conocimiento del profesor sobre un determinado tema matematico como
objeto de aprendizaje y del proceso de comprensién de los estudiantes sobre
los distintos contenidos, los errores, dificultades, y obstdculos asociados a
cada concepto, asi como el lenguaje habitualmente asociado (Escudero-Avila,
2022).

Al igual que en el KMT, en el KFLM se consideran zeorias personales o
institucionales sobre el aprendizaje de un determinado contenido matemdtico.
Ademas, se incluye en el KFLM el conocimiento sobre las forzalezas y
debilidades en el aprendizaje de las matemdticas. Por ejemplo, retomando el
caso de un profesor que aborda el dlgebra matricial, Sosa y colaboradores
(2015) muestran evidencias del conocimiento de un profesor sobre las
necesidades, dificultades y confusiones matemiticas tipicas de los estudiantes
al trabajar este contenido, que pueden deberse a una mala relacién con temas
del bloque temdtico o a no proceder ordenadamente ni respetar convenciones
matemdticas necesarias para su estudio.

También se ha identificado como parte del KFLM el conocimiento
sobre formas de interaccion de los estudiantes con el contenido matemdtico que se
estudia. Por ejemplo, en Escudero-Avila y Carrillo (2020) se muestran
evidencias del conocimiento de un profesor de que, al transitar de un registro
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de representacién a otro, los estudiantes construyen relaciones y podrin
identificar diferentes caracteristicas de la funcién, asi como asignarle distintos
significados. Por tdltimo, en el KFLM se considera la categoria del conoci-
miento del profesor sobre aspectos emocionales del aprendizage de las matemdticas.

Conocimiento de los Estindares de Aprendizaje de las matematicas

A diferencia de modelos y aproximaciones tedricas en las que se habla de la
necesidad de tener un conocimiento del curriculo (en el sentido de las
normas o decretos gubernamentales oficiales), para el caso del MTSK, en
el KMLS  (Knowledge of Mathematics Learning Standards) se recogen los
conocimientos del profesor que se reflejan en estindares curriculares
—internacionales, nacionales o locales—, asi como las recomendaciones
curriculares que pueden bien provenir de investigaciones en educacién mate-
mitica, de asociaciones de profesores de matemadticas o de curriculos
oficiales o incluso de normas propias de las instituciones educativas que
deben ser conocidas por el profesorado (Codes & Contreras, 2022). De este
modo, este conocimiento proporciona la referencia de qué contenido ensefiar
en cada nivel, asi como orientaciones sobre su ensefianza y evaluacion.

En este subdominio se define la categoria de conocimiento de los
resultados de aprendizaje esperados en un determinado nivel para un contenido
en particular. Para ilustrar esta categoria, en Escudero-Avila y Carrillo
(2020) se muestran evidencias de que Omar, profesor de matemiticas de
secundaria, sabe que en su pais se aborda el concepto de funcién como parte
del curriculum de bachillerato (12 a 17 afios) y que se retoma en grados
superiores, lo que significa que los estudiantes de octavo y noveno grado
tienen una base sobre el concepto de funcién lineal.

Para la categoria correspondiente a los conocimientos del profesor sobre
el nivel de desarrollo conceptual y procedimental esperado para un tema particular
en un momento escolar especifico, Codes y Contreras (2022) ponen como
ejemplo que un profesor sepa que no puede esperarse que un estudiante de
primaria alcance un nivel de deduccién formal o de rigor.

Por ultimo, se identifica dentro del KIMILS la categoria de secuenciacion
de temas matemiticos, entendida como el conocimiento del profesor tanto
sobre lo que un estudiante de un determinado nivel necesita para abordar
nuevas tareas como sobre las potencialidades que el trabajo actual tendria
para desarrollar un determinado tépico posterior (Codes & Contreras,

2022).

Sobre el Dominio de Conocimiento Didactico del Contenido

Si bien las creencias del profesorado sobre las matematicas y su ensefianza y
aprendizaje se consideran un subdominio del modelo MTSK, han recibido
menor atencién que los subdominios de conocimiento. Esto puede estar
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justificado porque antes del desarrollo del modelo MTSK, el grupo de
investigacién de la Universidad profundizé en el estudio sobre estas creencias
y su papel en la ensefianza, creando instrumentos para su andlisis (Carrillo,
1998; Contreras, 1999; Climent, 2002). De aqui, la principal necesidad en el
desarrollo del MTSK consistiera en delimitar y detallar los subdominios de
conocimiento del contenido y didictico del contenido.

Figura3

Resumen de los dominios, subdominios y categorias de conocimiento del modelo MTSK

Nota. Adaptacion de Escudero-Avila (2023) basada en Carrillo et al. (2022)
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Una vez avanzado el desarrollo del modelo, algunas investigaciones han
abordado las relaciones entre el conocimiento y las creencias del profesorado
de matemiticas (e.g. Flores & Carrillo, 2014). Ademds, ha surgido el
cuestionamiento de si, ademds de las creencias, deberian incorporarse mas
elementos del dominio afectivo. El estudio de esta cuestién ha sido abordado
en colaboraciones entre investigadores de SEIEM y SOMIDEM en
relacién con la problemitica de si podemos hablar de un auténtico dominio
afectivo matemdtico como ponen de manifiesto Marban et al. (2022). La
consideracién de emociones y actitudes ligadas a la matemdtica parece
apuntar a esta posibilidad. Con la posible inclusién de las emociones y
actitudes, ademds de las creencias, dentro del modelo MTSK, se da cuenta
de la importancia de la conexién entre cognicién y afectos, y de esta conexién
en el desarrollo profesional del profesorado de matemdticas. Asi, Garcia y
Pascual (2017), ponen de relieve el papel de las emociones, como la congoja
y satisfaccién, en la accién del profesor y su relacién con su conocimiento.
En este estudio de caso constituido por un profesor novel de secundaria
(reflejado también en Garcia et al., 2019), encuentran evidencia de que el
conocimiento del profesor desencadena las emociones de congoja y satisfaccion.
Los autores reconocen la relevancia de la autopercepcién de la competencia
docente porque en su propia observacién de aula, el profesor puede emitir
juicios sobre su conocimiento que adquieren importancia cuando se busca
relacionarlos con las emociones.

La formaciéon del profesorado vista desde el conocimiento
especializado del profesorado

Desde sus inicios, el interés del equipo de investigacién del SIDM, que
serd el germen de la creacién de la Red Iberoamericana MTSK, se sitta en
poder orientar mejor la formacién inicial y continua del profesorado. De
hecho, el interés en el conocimiento del profesor para la ensefianza de las
matemidticas se deriva de la observacién de la importancia de dicho
conocimiento en los procesos de desarrollo profesional del profesorado
(Climent & Carrillo, 2003).

El modelo MTSK se aplica inicialmente para el andlisis de actividades
dirigidas a la formacién inicial y continua de profesores de matemadticas
(Carrillo et al. 2014). Asi, se muestra cémo la mirada desde el MTSK
permite detallar qué aspectos del conocimiento especializado del, en este
caso futuro, profesorado de matematicas, pretende abordarse.

Posteriormente, la aplicacién del modelo MTSK a la formacién de
profesorado se orienta tanto a la estructuracién de asignaturas en la formacién
inicial de profesorado como al disefio de tareas formativas (Montes et al.,
2019). De este modo, las investigaciones sobre el conocimiento del profeso-
rado para la ensefianza de distintos temas matemadticos pueden servir de
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fundamento para determinar qué elementos de conocimiento especializado
abordar en la formacién inicial de profesorado. Se busca una estructura
curricular de dicha formacién que asegure que el futuro profesorado
disponga de un conocimiento especializado base.

Con mis énfasis, desde el 2018, en el seno de los proyectos “Conoci-
miento especializado del profesorado de matemdticas y formacién del
profesorado” (RT12018-096547-B-100) y “Conocimiento especializado en
la formacién del profesorado de matemaiticas: Tareas y conocimiento del
formador” (MTSK-T&MTEK) (PID2021-1221800B-100), financiados
por el Gobierno de Espafia, en los que participan investigadores de Espafia
y de México, junto con otros investigadores integrantes de la Red MTSK, la
investigacién con el modelo se ha orientado a analizar cémo construyen
conocimiento especializado los profesores de Matematicas en formacién
inicial y continua, iniciando el disefio de tareas para la formacién de profe-
sores basadas en el modelo MTSK.

Del estudio usando el modelo MTSK sobre las caracteristicas de tareas
formativas que permitan construir conocimiento especializado, se destaca la
necesidad de que estén situadas en la practica del profesor, convirtiendo
dicha préctica en el centro de la formacién (Joglar-Prieto et al., 2022). De
este modo, ademds de permitir desarrollar conocimiento especializado,
posibilita que el profesorado vivencie situaciones de la misma naturaleza
que se espera pueda proponer a su alumnado (Ribeiro et al., 2021). Ademds,
en muchas de ellas se le pide al (futuro) profesorado que desarrolle tareas
profesionales, como interpretar y dar retroalimentacién al pensamiento de
los estudiantes, disefiar actividades matemdticas (Flores-Medrano et al.,
2022), o evaluar un conjunto de ejemplos para la introduccién de un
concepto. De esta forma, reproducen o se asemejan al trabajo de ensefar, lo
que favorece en mayor medida la generacién de conocimiento profesional
util y disponible (Cusi y Martignone, 2022) y propicia que los profesores
otorguen legitimidad a las tareas propuestas. Estas caracteristicas son
coherentes con la visién de la formacién del profesorado como un proceso
continuo desde la formacién inicial a la del profesorado en ejercicio, donde
el aprendizaje del profesor se basa en la reflexién sobre la préictica a partir
de su problematizacion (Carrillo et al., 2020). De este modo, en muchos de
los casos la formacién continua se usa como recurso para nutrir la formacién
inicial de tareas genuinas, tratando de salvar la brecha que tradicionalmente
existe entre formas propositivas de educacién y la prictica (Rowland et al.,
2014). Esta idea de continuidad pone el foco en posibilitar que los profesores
construyan un amplio conjunto de conocimientos y destrezas, y desarrollen
una actitud consistente con un aprendizaje a lo largo de la vida.

El aprendizaje del profesorado o futuro profesorado para la ensefianza
de las matemiticas depende, en gran medida, de las tareas que se les
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encomienden, en cuyo disefio hay que considerar su funcién, su forma y su
foco (Grevholm et al., 2009). Las tareas formativas disefiadas desde el modelo
MTSK por nuestro equipo de investigacién han tenido como foco el
conocimiento especializado en relacién con una diversidad de tépicos
matemdticos. Por ejemplo, Arce et al. (2023) se han centrado en el desarrollo
de razonamiento deductivo en contextos geométricos. La funcién de la
tarea, en este caso, es la movilizacién y construccién de conocimiento parti-
cularmente complejo de abordar en la formacién del profesorado, como es
el caso del conocimiento sobre demostrar. De este modo, se trata de
desarrollar fundamentalmente conocimiento sobre la prictica matemdtica
(KPM). Mediante un experimento de ensefianza (Cobb et al., 2015), los
autores exploran cémo evoluciona el tipo de razonamiento utilizado por el
futuro profesorado de primaria al resolver una tarea geométrica. Asi, aunque
gran parte del futuro profesorado utiliza fundamentalmente argumentos
inductivos, algunos futuros profesores se advierte que este procedimiento no
es suficiente para demostrar sus conjeturas. Estos autores destacan la
importancia de preguntas como “;Crees que la conjetura estd suficiente-
mente demostrada?”, permiten a los futuros profesores reflexionar sobre los
procesos de razonamiento y demostracién de cada etapa, desplegando y
verbalizando elementos de su KPM. Este experimento de ensefianza por si
mismo no es suficiente, en la mayoria de los casos, para generar la necesidad
intelectual de una prueba deductiva, por lo que se apunta a la necesidad de
un disefio cuidadoso de conjuntos de tareas formativas que promuevan
oportunidades para mover a los futuros profesores hacia esquemas de prueba
analitica y fortalecer los avances en su KPM.

El estudio sobre tareas formativas ha permitido concluir que su disefio,
considerando el modelo MTSK, favorece que se haga explicita la funcién de
la tarea. La identificaciéon de un foco y funcién especifica permite optar por
la forma de tarea mds efectiva, cuidando la alineacién de estos tres elementos.
Por otro lado, el modelo MTSK se ha mostrado util para abordar la
complejidad del analisis del conocimiento que se moviliza con las tareas.
Esto se atribuye a su potencial como herramienta analitica por el detalle en
dominios, subdominios y categorias (Figura 2), a lo que se afiade disponer
de indicadores concretos de las categorias en relacién con numerosos contenidos
matemdticos extraidos de investigaciones previas sobre la prictica de aula.

Algunas tareas han permitido observar cémo puede promoverse la
profundizacién del futuro profesorado en conceptos matemdticos, desem-
paquetando (en el sentido de Ma, 2010) conceptos elementales (Climent et
al., 2024). Si bien en algunos de los estudios desarrollados se muestra cémo
futuros profesores movilizan conocimiento de la prictica matemdtica
(KPM), se observan dificultades particulares para promover el conocimiento
de la prictica matemdtica pretendido con algunas tareas (como en Arce et
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al., 2023, antes referida). Esta dificultad puede incrementarse en el caso de
précticas matemdticas sobre las que los (futuros) profesores no han tenido
experiencia matematica previa (como es el caso de las pricticas de definir,
argumentar y demostrar). Es importante abordar estas pricticas en la
formacién, ampliando la imagen de los (futuros) profesores sobre pricticas
matemdticas escolares y rompiendo asi con su idea de matemadtica escolar
(en su mayoria como un conjunto de reglas y procedimientos estdndar)
(Boaler, 2002). La dificultad para observar la movilizacién de KPM y KSM
(conocimiento de la prictica y la estructura de la matematica) ha sido también
identificada en la implementacién de tareas formativas en formacién continua
(Flores-Medrano et al., 2022).

En la mayoria de las tareas se ha promovido la construccién conjunta de
conocimiento matemadtico y diddctico-matematico, al trascender los (futuros)
profesores el papel de aprendices de matemiticas. Es el caso de las tareas
que han abordado el estudio de la competencia en formulacién de problemas
(Montes et al., 2024). Estas tareas, ademds de la movilizacién del conoci-
miento del contenido matemdtico (KoT) y conocimiento sobre la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas (KMT y KFLM), han permitido poner
en juego las concepciones de los futuros profesores sobre la naturaleza de la
matemadtica escolar. Ademids, se ha observado cémo con tareas formativas en
las que se sitda a futuros profesores como profesores, a partir de observacién
de videos de clases reales, la construccién de conocimiento del contenido
(KoT) se produce a través del uso de KFLM (Climent et al., 2024). También
en formacién continua se ha observado que la movilizacién de conocimiento
matemitico a través de tareas formativas va de la mano de la movilizacién
de PCK (Montes et al., 2021).

También en el contexto de la formacién continua en México, se han
desarrollado estudios en los que la construccién del conocimiento del profesor
es el eje vertebral en el disefio y seleccién de tareas formativas. Asi, Lizarde
(2020), en el disefio de una maestria profesionalizante para maestros en
servicio, muestra que la construccién de conocimiento cobra sentido en la
medida en que la gestién del formador logre devolver la responsabilidad a
los estudiantes. En ese estudio se reporta la construccién de conocimiento
del profesor en torno al dominio conceptual del tema, la elaboracién de
paquetes de conocimiento, la fundamentacién teérica, el disefio, la aplicacién
y el andlisis de lecciones.

El interés por el conocimiento especializado del formador de
profesorado de matematicas

En los dltimos afios, la comunidad de investigacién en educacién matemitica
ha comenzado a poner el foco en una temadtica que, de alguna manera, tiene
sus raices en la investigacién sobre el conocimiento del profesor de
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matemdticas. Una vez alcanzada cierta comprensién acerca del conoci-
miento del profesorado surge el interés por el conocimiento de quien forma
al profesorado (en adelante MTE).

Desde 1a Red MTSK esta tematica ha ocupado un lugar relevante en la
agenda de investigacién y es precisamente en Espafia y México donde se
han desarrollado investigaciones que abordan el conocimiento y la practica
de los formadores del profesorado de matematicas. De este modo, la aplicacién
del modelo MTSK al estudio del conocimiento del formador de profesorado,
explota una de las potencialidades identificadas por Kilpatrick y Spangler
(2016) en el modelo MTSK.

A nivel internacional, la colaboracién entre nuestros paises se ha
plasmado en el trabajo de Escudero-Avila et al. (2021), en el que se plantea
la pregunta sobre qué necesitan conocer los formadores del profesorado de
matemiticas necesitan conocer, sobre la base del contenido de la formacién.
En este trabajo, se asume que parte del conocimiento del formador es el
conocimiento del profesor y; por ello, se proporciona una comparacién detallada
de las diferencias entre el conocimiento que necesitan los formadores y los
profesores de matemadticas para ilustrar su naturaleza mds compleja, enten-
diendo que una mejor comprensién acerca del contenido de la formacién
proporciona una mejor comprensiéon del conocimiento necesario para su
desarrollo. Aunque MTSK estd implicito en el planteamiento, se adopta
una posicién ecléctica para favorecer al debate desde otros modelos de
conocimiento del profesor. También se aborda aqui la problemitica de los
diferentes perfiles de MTE (como matemiticos profesionales, investigadores
en educacién matematica y profesores con experiencia en educacién obligatoria
que participan en la formacién de profesores de matemadticas), los cuales
presentan diferencias importantes en la generacién del conocimiento de los
futuros profesores.

Como complemento a este trabajo, de corte mds tedrico, en Sosa et al.
(2024) mostramos un estudio empirico, con dos formadores de profesores
de matematicas de México y Espaa, centrado en los fundamentos teéricos,
metodologias, experiencias pragmiticas y elementos de su aprendizaje,
sobre c6mo han implementado su prictica de formadores de profesores de
matemadticas en sus respectivos centros de formacién. Ambos formadores
forman parte del equipo de trabajo que generé el modelo MTSK vy, conse-
cuentemente, ambos hacen uso del modelo, aunque sus enfoques mantienen
estrechas relaciones con sus identidades profesionales. Con sus resultados se
sefiala el camino hacia otros estudios que den cuenta de cémo el contexto
tiene una influencia esencial en la practica del formador de profesores y de
cémo su desarrollo profesional se sustenta en la reflexion sobre su propia
prictica, como parte de comunidades de aprendizaje, de prictica y de
investigacidn.
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A partir de estos primeros trabajos, la colaboracién de investigadores de
Meéxico y Espaia deberia profundizar en las caracteristicas del conocimiento
del formador, focalizando en aquellas de mayor incidencia en el desarrollo
de competencias profesionales y en su desarrollo profesional.

Reflexiones finales

En las investigaciones del grupo SIDM y la Red MTSK, en las que participan
los autores de este capitulo y otros investigadores de Espafia y México,
hemos abordado la comprensién de qué conocimiento requiere el profesorado
de matemiticas para desarrollar su labor docente y cémo propiciarlo. El
desarrollo del modelo de conocimiento especializado del profesorado de
matemadticas, MTSK, en cuyo disefio han tenido un peso relevante investi-
gadores de ambos paises, nos ha dotado de una herramienta para dicho
estudio.

En la investigacién sobre cémo propiciar el desarrollo de conocimiento
especializado en la formacién, inicial y continua, de profesorado de mate-
maticas, hemos avanzado en la comprension de algunas caracteristicas nece-
sarias de las tareas formativas y de las relaciones entre estas caracteristicas y
sus resultados de aprendizaje. Algunas cuestiones se nos presentan como
lineas de investigacién futura, como, por ejemplo, cémo propiciar el desarrollo
de conocimiento relativo a précticas matemdticas, el conocimiento de la
estructura de las matemiticas o un conocimiento especializado interrela-
cionado (Pacheco-Mufioz et al., 2023). Asimismo, continuamos indagando
sobre el papel del formador en la implementacién de tareas formativas, y la
posible incidencia de distintos perfiles y conocimientos del formador.

Ademis, hemos comenzado a abordar el desarrollo de conocimiento
especializado junto con competencias profesionales. Es el caso de Campos-
Cano y Flores-Medrano (2023), quienes presentan una propuesta de tarea
formativa para desarrollar la competencia mirada profesional en profesores
de nivel medio superior en México (15 a 18 afios), en el tema de funciones
racionales. De este modo, se pretende que los profesores desarrollen tanto
su noticing (van Es & Sherin, 2021) como su conocimiento especializado
desde la perspectiva del modelo MTSK (en concreto, conocimiento de los
temas, conocimiento de la prictica matemdtica y conocimiento sobre las
caracteristicas del aprendizaje de las matemdticas), estableciendo nexos
entre ambos (siguiendo a Lépez & Zakaryan, 2021).

La colaboracién presente y futura de investigadores de la SEIEM vy la
SOMIDEM sobre la formacién del profesorado de matemadticas desde la
perspectiva del desarrollo de conocimiento especializado, estd respaldada
por la existencia de grupos de investigaciéon bien cohesionados, con una
trayectoria de investigacién compartida ya consolidada y con numerosas y
variadas interacciones entre investigadores de ambas sociedades.
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Abstract

In 2013, we started a collaboration between Spanish and Mexican research teams
on teacher training within the Anthropological Theory of the Didactic. The empirical
framework chosen was the Educational Mathematics Programme at CICATA
Legaria, a pioneering centre in providing postgraduate courses in educational
mathematics for in-service secondary and university teachers. The collaboration
allowed us to specify and develop “study and research paths for teacher education”,
an instructional format framed in the new paradigm of questioning the world. One
of its main characteristics and novelties is how it helps teachers address the institutional
restrictions they can encounter when implementing new study modalities in
traditional educational infrastructures still in use.

Keywords
Teacher education, online and distance training, mathematical modelling, study and
research paths, institutional constraints.

La formacién del profesorado y el cuestionamiento del mundo
En 2013 iniciamos una colaboracién entre equipos de investigacién espafioles
y mexicanos sobre la formacién del profesorado en el marco de la Teoria
Antropolégica de lo Didactico. El marco empirico elegido fue el Programa
de Matematica Educativa del Centro de Investigacién en Ciencia Aplicada
y Tecnologia Avanzada, unidad Legaria (en adelante, CICATA-IPN), un
centro pionero en la imparticién de postgrados en linea en matemadtica
educativa a profesorado de educacién secundaria y universitaria en ejercicio.
La colaboracién permitié trabajar y concretar la propuesta de los Recorridos
de Estudio e Investigacion para la Formacion del Profesorado (REI-FP), un
dispositivo que persigue enmarcar la formacién del profesorado en el nuevo
paradigma del cuestionamiento del mundo (Chevallard, 2013) y que pone el
acento en las restricciones institucionales que encuentra el profesorado
cuando intenta implementar nuevas modalidades de estudio en estructuras
pedagdgicas tradicionales atn vigentes.

En la Teoria Antropoldgica de lo Didéctico (TAD; Chevallard, 2013), el
problema de la formacién se plantea de forma genérica para abordar, sin
distinciones a priori, cualquier tipo de proceso de estudio, sea o no reglado,
afecte a estudiantes o profesionales. Los procesos de estudio se describen a
partir del llamado esquema herbartiano, que debe su nombre al filésofo y
pedagogo alemdn Johann Friedrich Herbart, a quien se atribuye la idea del
profesor universitario como guia del proceso de estudio que llevan a cabo
los estudiantes. El esquema herbartiano permite describir cualquier proceso
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de estudio, iniciado por un grupo de personas, los estudiantes X, ayudados
por otro grupo de personas, los profesores o guias del estudio, Y. X e Y se
proponen abordar una cuestién Q para la que quieren elaborar una respuesta
RY (Chevallard & Cirade, 2009). El esquema herbartiano se indica de forma
simbdlica como 8(X, Y, Q) M < RY | donde S(X; Y, Q) designa el sistema
didictico formado por X e Y alrededor de Q. En el proceso de elaboracién
de la respuesta final RY, interviene un elemento esencial del esquema: el medio
M del proceso de estudio, el cual integra todos los recursos materiales e
inmateriales a los que recurren X e Y para construir R, lo que se simboliza
como: {S(X, Y, Q) M} < RY. Entre estos recursos se encuentran cues-
tiones derivadas de Q, saberes de todo tipo elaborados por otros y que parecen
utiles para abordar las cuestiones derivadas, asi como otros objetos, infor-
maciones y datos empiricos.

El esquema herbartiano permite describir cualquier proceso de estudio
generado por una cuestién Q, asi como aquellos procesos en los que las
cuestiones originales han quedado desde hace tiempo sustituidas por las
obras O que permitieron, en algin momento, elaborar respuestas a cuestiones
que quizd ya han desaparecido para X e Y. Estas respuestas, poco a poco, se
han considerado suficientemente importantes como para convertirse ellas
mismas en el objeto del estudio. El pedagogo espafol Esteve (1998, p. 46),
dirigiéndose a los profesores, recordaba que “alguien, sumido en la duda,
inquieto por una nueva pregunta, elaboré los conocimientos del tema que
mafiana te toca explicar”. El papel de las preguntas y respuestas queda
entonces revertido: en lugar de estudiar cuestiones para elaborar respuestas,
se estudian obras-respuestas a modo de anticipacién de las cuestiones
potenciales a las que estas obras deberian permitir elaborar respuestas. Surge
asi la consideracién y caracterizacién de dos paradigmas de estudio: el de la
“visita de las obras”, centrado en el estudio de respuestas, y el del “cuestio-
namiento del mundo”, centrado en el planteamiento y estudio de cuestiones
(Chevallard, 2013).

Una de las principales lineas de desarrollo de la TAD aborda las condiciones
que facilitan la transicién del paradigma de la visita de las obras, hoy dia en
crisis, hacia el paradigma del cuestionamiento del mundo. Esta misma linea
también incluye el estudio de las restricciones de distinta naturaleza que
limitan la transicién, desde las mds genéricas ligadas a la forma en que
nuestras sociedades conciben la educacién y la difusién de los saberes, hasta
las més especificas vinculadas a los tipos de contenidos y actividades que se
proponen en las aulas. La consideracién del problema de la formacién del
profesorado, tanto la inicial como la continua, tampoco es ajena a los dos
paradigmas. En el paradigma de la visita de las obras, el problema de la
formacién se formularia preguntando por las “obras” (saberes, competencias,
etc.) que los profesores deben conocer y, por lo tanto, “visitar” durante el
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periodo de formacién. En cambio, en el paradigma del cuestionamiento del
mundo, el problema se formula a partir de las cuestiones de la profesién
docente que se deben abordar en la formacién (Chevallard & Cirade, 2009;
Cirade, 2006), incluyendo entre ellas el cuestionamiento de los saberes por
ensefiar (Bosch & Gascén, 2009; Ruiz-Olarria, 2015).

En Espana, la investigacién sobre las condiciones necesarias para el
cambio de paradigma nos condujo a disefiar e implementar nuevos dispositivos
didécticos basados en la indagacién llamados recorridos de estudio e investigacion
(REI). Estos dispositivos se conciben y disefian en el paradigma del cues-
tionamiento del mundo, aunque su implementacién se realiza bajo las
condiciones de un sistema educativo marcado por el dominante paradigma
de la visita de las obras. Su disefio y andlisis permiten investigar e identificar,
no solamente los tipos de procesos de estudio que se puedan enmarcar en
una transicién hacia un nuevo paradigma, sino las restricciones y limitaciones
que impone el paradigma dominante y que dificultan sus posibilidades de
implementacién. De este modo, se propusieron y analizaron REI para la
ensefianza secundaria (Garcia, 2005; Rodriguez-Quintana, 2005; Lucas,
2015) y universitaria (Barquero, 2009; Serrano, 2013), incluyendo la formacién
del profesorado (Sierra, 2006; Ruiz-Olarria, 2015).

En el momento en el que surgié la posibilidad de colaboracién entre el
equipo espafiol de la TAD y el equipo mexicano del CICATA-IPN, los
dispositivos de formacién docente del CICATA-IPN estaban en constante
innovacién, debido a que la modalidad no tenia referentes tradicionales. El
marco institucional resultaba en este contexto un dmbito empirico excelente
para experimentar nuevas propuestas de formacién coherentes con el
paradigma del cuestionamiento del mundo y que llamamos recorridos de
estudio e investigacion para la formacion del profesorado (REI-FP) (Ruiz-Olarria,
2015).

Los REI-FP se presentan como procesos formativos estructurados en
cinco fases o médulos que numeramos de forma secuencial, pero que
mantienen cierta coexistencia durante el proceso (ver Figura 1).

En cada uno de ellos, se pide al profesorado en formacién asumir distintos
roles (como estudiantes indagadores, analistas, disefiadores y/o docentes)
que permitirdn establecer distintas relaciones con los saberes profesionales
bajo estudio y construccién. El primer médulo, que lamamos Mdédulo O por
su cardcter central, consiste en la consideracién de una cuestién relativa a la
profesién docente Qrp en el contexto considerado (formacién inicial o
continua, nivel educativo, etc.) que suele formularse en términos de “;Cémo
ensefiar un determinado contenido C ?” Para abordar esta cuestién Qrp, los
profesores en formacién, X, junto con el equipo de formadores Y, construyen
un determinado medio M. El primer elemento de este medio es un proceso
de estudio, generalmente en forma de REI, relacionado con el contenido C.
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En el Mdodulo 1, X e Y se convierten en estudiantes y profesores (o guias del
estudio) respectivamente de este REL. Después de haber llevado a cabo el
REI X e Y vuelven a su rol inicial de profesores en formacién y educadores
para analizar el proceso de estudio vivido, tarea para la cual se necesitardn
nuevas herramientas matemdticas y didécticas que el profesorado en formacién
X deberd estudiar con la ayuda de los formadores Y. El Mddulo 3 del REI-
FP incluye el disefio y andlisis de un proceso de estudio adaptado a una
realidad y condiciones escolares concretas. Finalmente, en el Mddulo 4, se
implementa la propuesta y se analizan los resultados de la implementacién
con el objetivo de identificar nuevas condiciones y restricciones para el di-
seflo, gestién y andlisis de procesos de estudio relacionados con la cuestién

generatriz Qrp del REI-FP y con el contenido C.

Figural
Estructura de los REI-FP

Nota. Adaptacion a partir de Ruiz-Olarria (2015)

La formacién del profesorado en linea y a distancia: en busca de
la coherencia

La colaboracién entre investigadores de México (CICATA-IPN) y del grupo
espafiol que trabaja en la TAD (www.atd-tad.org) se inici6 con la planificacién
e implementacién de un primer curso para un programa de formacién
continua del CICATA-IPN, de nivel maestria, en la modalidad en linea y a
distancia, dirigido a profesores de matemiticas de México y de Latinoamérica.
El curso se titulaba “Procesos de Institucionalizacién de la Matematica
Escolar” (PIME) y formaba parte de una Maestria en Matematica Educativa.
Este primer curso de 2013 fue seguido por otros cursos, que fueron impar-
tidos anual o semestralmente, hasta el afio 2020, bajo distintas apelaciones:
“Naturaleza del Pensamiento Matemitico” (NPM) o “Analisis del Discurso
Matematico Escolar” (ADME). Desde el punto de vista de la investigacién,
la adaptacién de los REI-FP constituyé todo un reto, ya que estos estaban,
en ese momento, en plena fase de desarrollo en el trabajo de tesis doctoral



54 LOS REIY LAS RESTRICCIONES INSTITUCIONALES EN LA FORMACION DEL PROFESORADO

de Ruiz-Olarria (2015). En el caso de CICATA, los cursos eran médulos,
cuya duracién era de cuatro semanas, considerando 20 horas de trabajo
semanales por parte de los profesores (80 h en total en cada curso). Los
grupos, de quince a veinte profesores, eran heterogéneos, con diferentes
nacionalidades, formaciones, experiencia docente e impartian docencia en
distintos niveles educativos: secundaria, bachillerato o universidad. Ademas,
eran cursos en linea y a distancia, una modalidad poco extendida en el
periodo anterior a la pandemia del COVID-19.

Los cursos eran principalmente teérico-pricticos, teniendo como objetivo
principal poner a disposicién de los profesores herramientas y resultados
surgidos de la investigacién en diddctica de las matemdticas para analizar,
innovar y regular, al menos parcialmente, su prictica docente. Para ello, se
identificaban cuestiones emergentes en la prictica docente, tanto las
reconocidas por los profesores (por ejemplo, dificultad para ensefiar la
demostracién) como las que les eran menos perceptibles, pero de las que la
investigacién da cuenta (por ejemplo, el rol del lenguaje matematico en la
ensefianza de las matemdticas). El modelo de formacién consistia en
proponer cuatro grandes actividades por curso, una por semana, que impli-
caban la lectura y andlisis de articulos de investigacién, andlisis de propuestas
o implementaciones diddcticas, adaptacién de tareas o lecciones para explorar
concepciones de los estudiantes o para ensefiar algiin contenido matemdtico,
asi como la implementacién y andlisis de tareas o ejercicios con su grupo de
estudiantes. Se alternaba el trabajo individual, con el trabajo colaborativo
entre profesores y con el grupo de profesores y formadores gracias al soporte
de diferentes herramientas de la plataforma de aprendizaje (foros, wikis,
videos, correos electrénicos, etc.).

En estas condiciones institucionales se disefiaron e implementaron nueve
cursos, impartidos por un equipo docente mixto compuesto por un equipo
mexicano de ocho miembros y un equipo espafiol de seis miembros. Se
tomaron de partida tres REI previamente experimentados en la ensefianza
secundaria o universitaria (ver Tabla 1), los cuales se adaptaron y experi-
mentaron en el Médulo 1 del REI-FP con los docentes en formacién.

Dos objetivos guiaron el disefio de los cursos. El primero consistia en
dotar a los profesores de herramientas teéricas y metodoldgicas para el and-
lisis y la implementacién de procesos didécticos enfocados en la ensefianza
de la modelizacién matemitica. El segundo servia para que estas herra-
mientas les permitieran analizar, a lo largo del proceso de formacién, la acti-
vidad matemadtica desarrollada bajo el rol de estudiantes y docentes, la ges-
tién diddctica de procesos de modelizacién, ademds de identificar condicio-
nes y restricciones institucionales que podian facilitar o, por el contrario,
limitar un buen desarrollo de estos procesos. Para conseguir esta evolucién y
cuestionamiento, la metodologia de los REI-FP se fue adaptando para que
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cuatro de sus médulos —M1, M2, M3 y M4— se desarrollaran en cuatro
actividades semanales, que inclufan varias fases y mantuvieron ciertas inva-
riantes, como se ilustra en la Tabla 2.

Tabla 1
Cursos, equipos mixtos de formadores y REI de base implementado
Afo/ Curso  Equipo espafiol Equipo mexicano REI implementado
BerFa Barquero Apolo Castafieda
Marianna Bosch . .
2013 ] Gascéd Gabriel Molina Previsién d " Desicual
PIME osep Gascon Avenilde Romo revisién de ventas para Desigua

Alicia Ruiz

o Mario Sinchez
Lidia Serrano

Gabriel Molina
2014 Berta Barquero L L .
. Olda Covidn Previsién de ventas para Desigual
PIME Marianna Bosch .
Avenilde Romo
Berta Barquero
2015 Marianna Bosch Aleiandro R Anilisis del REI vivido “Previsién de ventas en
NPM Ignasi Florensa €jandro Rosas Desigual” en el curso PIME usando el mapa C-R.
Josep Gascon
2015 Berta Barquero Goa?éiaelcl\o/l‘zg::a Comparando realidad contra previsién: el caso de los

PIME Marianna Bosch usuarios de Facebook

Avenilde Romo

2017 Berta Barquero

R Marianna Bosch Avenilde Romo Comparando realidad contra previsién: el caso de los

L Mario Sinchez usuarios de Facebook
Lidia Serrano
2018 BerFa Barquero Gab%‘iel Molina Comparando realidad contra prevision: el caso de los
Marianna Bosch Camilo Ramirez X
NPM 1 . usuarios de Facebook
Lidia Serrano Avenilde Romo
Berta Barquero
2019 Marianna Bosch Sergio Chalé Comparando realidad contra previsién: el caso de los
NPM Alicia Ruiz Avenilde Romo usuarios de Facebook
Lidia Serrano
Berta Barquero . .
Alz)(l)\}lgl’i 1 Marifl,r}na Bf)sch A?/z;giﬁec}?sxlrem La moda no da la talla (Médulos 1y 2)
Alicia Ruiz
Berta Barquero . .
ADZI(\)/fIg 1 Mari?rfna Bf)sch (A}jl);;fjel\/}[?(izz La moda no da la talla (Médulos 3 y 4)
Alicia Ruiz

La primera actividad consistia en experimentar (en propia piel) un REI,
previamente experimentado con estudiantes de secundaria o de universidad.
La cuestién generatriz se planteaba en un contexto extra matemdtico e
involucraba datos numéricos, asi como procesos de modelizacién matematica.
En esta actividad, los estudiantes —docentes en formacién en este caso—,
adoptaban el rol de consultores matemadticos y trabajaban en pequefios gru-
pos, debiendo entregar un informe final con dos partes: una respuesta a la
cuestién generatriz dirigida al cliente (imaginario) de la consultoria que la
habia planteado y una respuesta al equipo de supervisores de la consultoria
destacando el proceso de estudio desarrollado (cuestiones abordadas y
respuestas parciales aportadas, fuentes consultadas, validaciones de las
respuestas, etc.). Para lograrlo, se proponia una primera fase de trabajo en
equipo (de tres integrantes) que iniciaba el proceso de estudio y generaba
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un informe parcial con una respuesta preliminar. Estos informes se compartian
en una segunda fase con otro equipo. Ambos informes parciales se analizaban
y con base en ello, en la tercera fase, se generaba el informe final por equipo.
Estas fases se desarrollaban en foros, lo que permitia mantener un registro,
al menos parcial, del proceso seguido por cada equipo, asi como de las
comparaciones entre equipos y del grupo (foro general del curso). Cada
equipo era acompafiado por un formador durante las cuatro actividades,
quien orientaba el proceso de estudio. Al final de esta actividad, se solicitaba
a cada equipo un andlisis matemdtico del proceso de estudio e investigacién
emprendido, que completaba la primera entrega grupal.

En la segunda actividad, los estudiantes adoptaban el rol de profesores y
se les pedia que adaptaran el estudio matemadtico llevado a cabo en el REI
para ser experimentado en sus escuelas, en una de las clases a su cargo. La
adaptacién debia hacerse primero individualmente y después discutir las
distintas propuestas en equipos, con el objetivo de acordar una propuesta
conjunta que se pudiera implementar en al menos una de las clases de los
componentes del grupo. De esta manera, surgian las diferentes limitaciones
que provienen del paradigma dominante de la visita de las obras (curriculum,
tiempo de ensefianza asociado a los temas, dificultad para implementar
procesos de investigacién, etc.) de forma explicita, tanto en la adaptacién de
la propuesta como en la posterior discusién. La fercera actividad consistia en
reportar y analizar los resultados de las implementaciones, bajo el rol de
profesores responsables de estas experimentaciones. Finalmente, /a cuarta y
ultima actividad se destinaba al andlisis del proceso seguido durante las
primeras tres semanas y a modificar el disefio de los REI adaptados, a partir
del andlisis in vivo (individualmente, durante cada una de las experimenta-
ciones) y a posteriori (después de la experimentacién, compartiendo las
distintas experiencias en grupo). Aqui los participantes adoptaban el rol de
expertos analistas.

Estas cuatro actividades se mantuvieron en la mayoria de los cursos, con
variaciones relacionadas con los REI elegidos (“Previsién de ventas para
Desigual”, “Comparando realidad contra previsién: el caso de los usuarios
de Facebook” y “La moda no da la talla”) y con las herramientas didacticas
disefiadas especificamente para permitir diferentes tipos de andlisis:
matemadtico, diddctico y ecoldgico, asi como diversos niveles de analisis de
los REI (ver Tabla 2). Para la Actividad 1, se propusieron pautas para realizar
los informes, parcial y final, relacionadas con elementos del esquema
herbartiano y, en particular, los mapas de cuestiones y respuestas donde
aparecieran: la cuestién generatriz del REI, las cuestiones derivadas,
respuestas parciales, respuestas encontradas en fuentes de informacion,
modelos matemaiticos estudiados, elegidos y desechados, y respuesta final
(entre otros posibles elementos).
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Tabla 2

57

Relacion de los modulos y actividades en los REI-FE objetivos perseguidos, herramientas

introducidas y tiempo aproximado

Moédulos del REI-FP declinados en 4
Actividades

Ma1: Vivir el REI

Actividad 1. Vivencia y anilisis de un
problema (REI)

(Rol: Aprendiz matemitico, en equipo)

Fase 1. Produccién de un informe parcial
en equipo

Fase 2. Comparacién de informes parciales
entre dos equipos

Fase 3. Producir un informe final
(respuesta parcial R) y un analisis
matemitico del proceso seguido

M2: Adaptar el REI

Actividad 2. Guia didactica
(Rol: Profesor)

Fase 1. Disefiar una breve guia diddctica
individualmente para que un colega sea
capaz de implementar con un grupo de
estudiantes el REI vivido

Fase 2. Analizar, comparar y discutir en un
foro las gufas didacticas individuales
por cada miembro del equipo

Fase 3. Generar una gufa diddctica comtn

ADME 12019 Actividad 1. Se solicita un
REI adaptado y una guia didactica para su
implementacién

Actividad 2. Realizar un analisis a priori
del REI adaptado

M3: Experimentar el REI

Actividad 3. Implementacién del
problema

(Rol: Profesor/Analista didactico).

Con base en la guia conjunta,
planificacion, experimentacién con un
grupo de estudiantes, clase ordinaria o
voluntarios, y analisis a posteriori

ADME 11 2020. Actividad 3
Implementacién en linea del REI
adaptado

Herramientas didacticas

Mapa de cuestiones y respuestas
como herramienta de anilisis de la
actividad matematica. Este esquema
se fue ampliando a lo largo de los
cursos, incluyendo modelos
matemiticos utilizados y dialécticas

NPM 2019

Cuestiones, respuestas parciales,
fuentes de informacién utilizadas
(conocimientos propios, articulos,
libros, webs, etc.)

Modelo(s) final(es) propuesto(s) y
forma de validacién

PIME 2014. Se incluy la opinién de
un experto sobre modelos
matemdticos a corto, mediano y largo
plazo

ADME12019. Esquema
herbartiano, dialécticas del estudio:
cuestiones y respuestas, media-medio

Guia pedagégica/didictica

Fase 1. Carta a un colega — un primer
nivel de andlisis diddctico

Fase 2. Transicién del andlisis
individual del REI vivido al
institucional (temas matemaéticos
abordados, formas de evaluar)

Fase 3. Emergencia de restricciones
institucionales comunes a los
participantes

ADME 12019. Pautas para adaptar
el REI, dialéctica media-medio.

Se proponen las dialécticas
cuestiones-respuestas y media-medio
para realizar el anlisis

Guia para redactar el informe de la
experimentacion:

1) Consideraciones de la
experimentacion

2) Anilisis a priori de la actividad
propuesta (Actividad 1)

3) Actividad observada del grupo de
estudio, estudiantes y profesor

4) Elementos para una préxima
investigacion

5) Resultados obtenidos y nuevas
cuestiones por explorar

ADME II 2020. Guia adaptada a la

modalidad en linea

Objetivo

Anilisis de la
actividad
matemdtica y del
proceso seguido
para
desarrollarla

Anilisis
didéctico y
emergencia de
las restricciones
instituciones

Confrontar el
andlisis a priori
(lo esperado en
la guia didéctica)
vs ‘un primer
andlisis @
posteriori un
primer analisis
de lo sucedido

Tiempo

1 semana

ADME I
2019

3 semanas

1 semana

ADME
2019

3 semanas

1 semana

ADME
112020
2 semanas
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Tabla 2 (Continua)
Relacion de los modulos y actividades en los REI-FE objetivos perseguidos, herramientas
introducidas y tiempo aproximado

Moédulos del REI-FP declinados en 4

Actividades Herramientas didacticas Objetivo  Tiempo

M4: Analisis de la experimentacién.
(Rol: Analista didéctico) Se proponen las pautas para el informe

. . . de la Actividad 3 ampliadas, dialécticas
Actividad 4. Anilisis conjuntoy cuestiones y respuestas y media-medio
revision final de la guia didactica P 1 seTema
Fase 1. Puesta en comun de las ADME II 2020. Guia para confrontar los natists

. . g e . . global del

experimentaciones andlisis a priori'y a posteriori, considerando oceso ADME
Fase 2. Revision de la guia didéctica las dialécticas de, cuestiones y respuestas y Segui do 112020

media-medio (énfasis en el rol de las 2 semanas

ADME I1 2020. Actividad 4. Andlisis a  medias digitales)
posteriori en equipo y reflexién
individual sobre el proceso de estudio Pautas para realizar la reflexién individual

seguido

Para la Actividad 2, con el objetivo de obtener descripciones detalladas
de las propuestas de los REI adaptados, se pedia a los participantes que
redactaran una carta a un compafiero profesor para explicar el tipo de
propuesta que se debia llevar a cabo (REI adaptado), junto con los materiales
y orientaciones sobre la forma de conducir la propuesta en clase. Esta carta
inicial evolucionaba hasta convertirse en una guia didéctica para la imple-
mentacién del REI, que ofrecia un andlisis @ priori matemitico y didictico,
del REI adaptado a las condiciones escolares concretas. Las pautas para
realizar esta guia fueron evolucionando del primer al dltimo curso, incorpo-
rando y precisando elementos del esquema herbartiano y las dialécticas del
estudio, cuestiones-respuestas y media-medio (Barquero et al., 2018). Para
las Actividades 3 y 4 se presentaban pautas para describir la implementacién
en el aula, generar un primer andlisis @ posteriori, confrontar los andlisis
priori 'y a posteriori, y generar un andlisis global del proceso seguido. Estas
pautas pretendian mostrar la potencialidad de las herramientas del esquema
herbartiano, de las dialécticas del estudio (cuestiones-respuestas y media-
medio) para dar cuenta del proceso de modelizacién vivido por los
estudiantes, pero también de las condiciones institucionales que posibilitaban
la implementacién del REI y de las restricciones que impedian el desarrollo
de procesos de investigacién en el aula.

Los dos ultimos cursos, ADME I y ADME 1I, se desarrollaron en
condiciones excepcionales. Estos fueron implementados en semestres
consecutivos (septiembre-diciembre 2019 y enero-junio 2020), favoreciendo
una organizacién sensiblemente distinta a los otros cursos. En ADME I se
implementaron las actividades 1 y 2, en un tiempo de 4 semanas, y en
ADME II, las actividades 3 y 4, lo que permitié precisar las herramientas
didicticas puestas a disposicién de los profesores y generar procesos de
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estudio mas amplios. El curso de ADME II, ademis, fue implementado
durante la pandemia del COVID-19 y las implementaciones del REI adaptado
se hicieron también a distancia, lo que implicé que los docentes tuvieran
que adecuar todo el disefio del REI adaptado y los materiales necesarios,
para poder ser implementados en linea con sus estudiantes.

El disefio de esta estructura particular de la formacién se hizo buscando
coherencia, tanto con la propuesta inicial de los REI-FP, como con los
elementos del esquema herbartiano: la cuestién inicial se formulaba a partir
del problema de la profesién docente de ensefiar procesos de modelizacién
matemdtica en el aula. La construccién de un medio apropiado para abordar
esta cuestién incluia la vivencia de un REI, asi como los procesos formativos
que los estudiantes proponian implementar. El proceso de estudio debia
conducir a los estudiantes a elaborar una respuesta final RYque no consistia
solo en una propuesta didédctica para implementar directamente en el aula,
sino en el andlisis de sus caracteristicas y, sobre todo, el andlisis de su ecologia
didictica, es decir, de las condiciones que facilitan su implementacién y las
restricciones que la limitan y que se ponfan de manifiesto en las distintas
etapas del proceso formativo.

Restricciones institucionales en la formacién del profesorado

La colaboracién entre los equipos mexicanos y espafioles se inicié a raiz de
una necesidad de formacién, pero se plante6 desde el primer momento
como un proyecto de investigacién conjunta. El problema que abordibamos
no era solo la adaptacién de los REI-FP al formato en linea y a distancia,
sino la propia propuesta de los REI-FP como dispositivo de formacién y, en
particular, su potencial para situar en el corazén de la formacién docente el
problema de la ecologia de las propuestas didacticas que se sitGan en la
transicién hacia un paradigma de cuestionamiento del mundo. En este
sentido, ademds de basarse en el cuestionamiento y reconstruccién de las
matemdticas por ensefiar y la elaboracién de organizaciones matemadticas
para la ensefianza (Ruiz-Olarria, 2015), buscdbamos un desarrollo de los
REI-FP que posibilitara la identificacién, por parte de los docentes en
formacién, de algunas de las principales restricciones institucionales que
pesan sobre la implementacién de actividades préximas al paradigma del
cuestionamiento del mundo. Esta linea de investigacién ha dado lugar a
diversas publicaciones y contribuciones a congresos (Barquero et al., 2018,
2019; Romo-Vizquez et al., 2016, 2019, 2020) cuyos principales resultados
se resumen en esta seccién.

El esquema herbartiano como herramienta de disefio
Un primer elemento por considerar, mis interno al marco de la TAD y su
metodologia de investigacidn, es la operacionalizacién del esquema herbar-
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tiano, no solo para la descripcién y andlisis de procesos de estudio, sino
como herramienta clave en el proceso de concepcién y disefio de los REI-FP.
Tal como se detalla en Barquero et al. (2019), en las primeras propuestas de
REI-FP, que eran todas presenciales, para la formacién inicial y en contexto
universitario, se ponia el acento en el tipo de actividades que los estudiantes
debian llevar a cabo, mds que en las cuestiones que motivaban estas activi-
dades. En particular, se problematizaba el tipo de recursos didédcticos que se
debian poner a disposicién de los estudiantes, pero no habia llegado a plan-
tearse el problema del tipo de proceso que facilitaria esta puesta a disposicién.

El hecho de partir de una situacién mids exigente, debido a la modalidad
en linea y a distancia de los REI-FP, nos condujo a acomodar el disefio del
curso a la estructura procognitiva del esquema herbartiano. El esquema nos
permitia distinguir dos procesos de indagacién en paralelo (el del REI-FP y
el del REI que este incluye) y nos conducia a distinguir los elementos que
estructuran el REI-FP. Asi, debiamos formular la cuestién inicial en términos
de la problemitica del profesor y esperar, como resultado final del curso, la
elaboracién de una respuesta propia por parte del grupo de profesores. En
otras palabras, habia que considerar cémo se iba a desarrollar la dialéctica
cuestién-respuesta dentro del propio proceso de formacién. También habia
que pensar cudl seria el medio que profesores y formadores iban a construir
para elaborar y contrastar respuestas parciales a las cuestiones derivadas
abordadas y qué elementos externos podian alimentar la dialéctica media-
medio: qué respuestas existentes aportaban los formadores, cudles eran mds
accesibles a los profesores; qué papel podian tener las discusiones entre
profesores y cémo gestionarlas desde el papel de formadores, etc. Finalmente,
el disefio del REI-FP en linea y a distancia también requeria una organizacién
previa de los dispositivos que debian facilitar el reparto de responsabilidades
entre profesores y formadores. Una de las conclusiones importantes a las
que se llegé (Barquero et al., 2019, p. 506) es la posibilidad de incluir el
propio esquema como parte de las herramientas de disefio, gestién y andlisis
que se proporcionan a los participantes en el curso, y asi se realizé en las
ultimas dos ediciones del curso.

Restricciones institucionales sobre la ensefianza de la modelizacion
matematica
Los REI-FP que se implementaron seguian todos un mismo formato y
estructura, realizdindose pocos cambios en la infraestructura pedagdgica y
tecnolégica que los sostenian. Un invariante de la propuesta fue la cuestién
de la profesién docente QFP que generaba el REI-FP y que, en todas las
ediciones, se formulé en los términos siguientes:
sCémo analizar, adaptar, desarrollar e integrar un proceso de estudio relacionado
con la modelizacién matemdtica en nuestra practica docente? ;Cémo implementar
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procesos de estudio basados en la modelizacién matemitica de forma sostenible y

a largo plazo? ¢Qué dificultades hay que superar? ;Qué herramientas didacticas

se necesitan? ;Qué nuevas cuestiones surgen?

La eleccién de la modelizacién matemdtica estuvo motivada por cuatro
razones principales. La primera, mds circunstancial, era la presién interna-
cional de las pruebas PISA en los curriculos nacionales y el mandato cada
vez mds generalizado de incorporar a la ensefianza secundaria elementos
vinculados a la modelizacién y resolucién de problemas que surgen en
contextos extra matemadticos. La segunda es la perspectiva de las matematicas
como herramienta de modelizacién que se considera en la TAD como un
principio epistemoldgico bdsico para el andlisis de las actividades matematicas.
En tercer lugar, la ensefianza de la modelizacién matemadtica es un caso
paradigmdtico de ecologia diddctica compleja y facilita la aparicién e
identificacién de restricciones institucionales propias del paradigma de la
visita de las obras. Finalmente, disponiamos de varios ejemplos de REI
experimentados en distintos contextos que parten de cuestiones generatrices
basadas en la previsién (de poblaciones, de ventas de camisetas, de usuarios
de redes sociales, etc.) y requieren la consideracién y contraste de distintos
modelos funcionales. Las conclusiones de Romo-Vizquez et al. (2020, p.
785) ilustran bien los resultados que se obtuvieron:

Las cuatro actividades que conforman el curso permiten gradualmente hacer
conscientes a los profesores de las restricciones institucionales que dificultan la
integracién de la actividad de modelizacién matemitica en la ensefianza regular.
Experimentar el REI (Actividad 1) los confronta a una bisqueda de la respuesta
esperada por los formadores mas que a seguir un proceso de estudio y de inves-
tigacién. En la adaptacién del REI para ser implementado en el aula (Actividad
2y 3), los profesores intentan revertir la incertidumbre que conlleva el desarrollo
de una actividad abierta. El analisis de las gufas diddcticas juntamente con los
formadores muestra que el “cierre del REI implementado” no es una cuestién de
un profesor ni de un equipo, sino de varios y, por tanto, que hay una visién
compartida sobre la ensefianza de la modelizacién matemdtica, que traspasa
fronteras y que parece asociada a una pedagogia de ‘visita de las obras’. Esta
visién compartida se refleja en el “cierre” de la actividad de modelizacién a una
secuencia de preguntas cortas; propuesta de ciertos modelos matemdticos
previamente identificados por el profesor; uso muy dirigido de las TIC; predo-
minio del contenido matemitico curricular, el poco o nulo espacio para la inves-
tigacién y el trabajo auténomo de los estudiantes. Finalmente, el REI-FP en la
modalidad online permite que un grupo muy heterogéneo de profesores de
matemdticas visibilicen restricciones institucionales que determinan su
ensefianza.

La problemitica ecolégica en la formacién docente
Abordar el problema de la formacién docente en la transicién entre el
paradigma de la visita de las obras y el del cuestionamiento del mundo
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plantea un desafio claro. El cambio de paradigma requiere la elaboracién de
nuevas propuestas diddcticas, entre las cuales se encuentran los REI y otras
modalidades de ensefianza centradas en los procesos de indagacién. Sin
embargo, es fundamental conocer las condiciones que se necesitan para que
estas nuevas propuestas puedan implementarse de forma sostenible. De ahi
que abordar el tema de las restricciones institucionales sea un aspecto
central en y para la formacién del profesorado. En este sentido, los resultados
obtenidos muestran la pertinencia de los REI-FP implementados en el
CICATA-IPN para ayudar a los profesores a abordar las restricciones insti-
tucionales que afectan el cambio de paradigma, asi como dotarlos de nuevas
herramientas analiticas y de disefio para superarlas localmente. Este proceso
puede evitar la frustracién y el sentimiento de culpa de los docentes, como
reaccién légica, cuando se ven limitados a introducir nuevas formas de
ensefiar sin controlar las variables que podrian garantizar su sostenibilidad
(Barquero et al., 2018).

Para ello, lo primero es luchar contra la naturalizacién de estas restric-
ciones, el darlas por sentadas como algo establecido e inamovible, como
parte de la naturaleza de nuestro entorno. La estructura y la orientacién de
los médulos y las actividades de los REI-FP contribuyeron a hacerlas visibles
o, mejor dicho, presentes en las propias propuestas de los profesores en
formacién. El cambio de roles que promueven los médulos del REI-FP (de
estudiantes de matemiticas a analistas matemadticos y diddcticos primero,
después a disefiadores y finalmente a docentes) resulta una estrategia
productiva para poder vislumbrar distintas restricciones institucionales. La
guia didéctica que elaboran los equipos de estudiantes para adaptar el REI
vivido inicialmente a las condiciones de cada escuela representaba la “mate-
rializacién” de propuestas diddcticas consensuadas y, por lo tanto, desperso-
nalizadas. Las discusiones que conducian a la elaboracién de una propuesta
conjunta sacaban a relucir los distintos criterios de disefio y las limitaciones
debidas al paradigma imperante en las instituciones docentes. L.a comparacién
de las guias entre distintos equipos ponia mds en evidencia estos aspectos.
Finalmente, el mismo hecho de asumir distintos roles durante el curso faci-
litaba la identificacién de distintas posiciones institucionales y, con ello, de
distintas visiones sobre una misma actividad, todas igual de legitimas. Es
solo a partir de esta visién que puede empezar el trabajo de modificacién y
andlisis, incorporando entonces la distanciacién necesaria para asumir el
papel de analista didactico.

Tal como indicamos en Barquero et al. (2018), el éxito del juego de roles
no puede explicarse sin un segundo elemento importante del curso: la
elaboracién de un medio M suficientemente rico entre los formadores y los
profesores, estrategia inspirada en la Teoria de las Situaciones Didicticas.
Nuestra opcién consistié en elaborar, junto con los profesores en formacién,
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una realidad matemdtica y diddctica compartida que sirviera de dispositivo
de confrontacién para las propuestas de ensefianza y las herramientas tedricas
introducidas en el curso. En este sentido, la primera actividad es esencial
para tener una actividad matemdtica empirica comin a la que podamos
referirnos durante el curso. Los objetos matemdticos (modelos, datos,
funciones, errores de ajuste, etc.) utilizados en el analisis didactico y en los
disefios de las propuestas de ensefianza fueron todos compartidos por los
educadores y los participantes de manera especifica y tuvieron un papel clave
en el andlisis diddctico posterior. Ademds, la implementacién del breve
proceso de ensefianza de la Actividad 3 aparecia como el medio empirico
por excelencia. En algunas partes del curso, el intercambio entre los equipos
de profesores también se utilizé6 como medio auxiliar para que los partici-
pantes elaboraran un anilisis epistemolégico o una propuesta diddctica
revisada.

Finalmente, no podemos dejar de mencionar que los resultados obtenidos
no se limitaron a la identificacién de las restricciones que afectan las moda-
lidades de ensefianza propias del paradigma del cuestionamiento del mundo.
Esta identificacién es en si misma una condicién necesaria para la imple-
mentacién de nuevas propuestas, pero no suficiente. Sin embargo, en algunos
casos, el curso también parecié aportar herramientas diddcticas transfor-
madoras que algunos participantes supieron —o pudieron— aprovechar en
su actividad docente posterior. Veremos ejemplos de ello en la seccién
siguiente, al abordar los desarrollos del trabajo sobre los REI y los REI-FP

por parte del equipo mexicano.

Desarrollo de los REl y REI-FP mas alla del CICATA-IPN

La colaboracién emprendida sobre los REI y los REI-FP en el CICATA-
IPN ha sido el germen de mds investigaciones en otros contextos universi-
tarios de formacién inicial y continua del profesorado, en las etapas de
infantil, primaria, de secundaria y de la universidad, en la educacién secundaria
urbana, rural-multigrado e indigena, asi como de formacién de ingenieros y
de futuros investigadores en diddctica de las matemadticas. A continuacion,

nos detendremos en la experiencia con los REI y los REI-FP en el contexto
de la Universitat de Barcelona, del CICATA-IPN y del Cinvestav de México.

La investigacién sobre los REI-FP del equipo espafiol

En el caso de la Universitat de Barcelona (UB), desde 2013-14 hasta la
actualidad, se han ido implementando REI y REI-FP en distintos cursos
del Grado de Maestro en Educacién Infantil y Primaria. En el trabajo de
Barquero (2023) se describe la experiencia mas completa desarrollada en un
curso obligatorio de formacién en didéctica de la matemadtica de ltimo afio
(4° curso, Grado de Educacién Primaria) donde se muestra cémo los REI-FP
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han servido para estructurar una asignatura completa, que lleva implemen-
tindose desde el curso 2016-17 hasta la actualidad. A partir de ciertas
cuestiones de la profesién y de las correspondientes cuestiones derivadas en
los distintos médulos del REI-FP, se muestra cémo las actividades planteadas
han permitido transferir algunas herramientas provenientes de la investigacién
en diddctica de la matemitica a la formacién del profesorado. Algunas de
las cuestiones abordadas durante los distintos médulos tratan sobre cémo
analizar y describir los saberes matematicos en distintas situaciones didécticas,
en particular aquellas que involucran la modelizacién, cémo analizar la acti-
vidad matemdtica generada, cémo disefiar matemdtica y diddcticamente
situaciones, entre otras. El principio comin a todas estas propuestas es la
realizacién de un REI con los profesores en formacion, ya sea partiendo de
un REI previamente experimentado con estudiantes, ya sea un REI de nueva
creacién para el contexto de formacién. Este REI surge como un elemento
de respuesta a la cuestién generatriz abordada en el REI-FP que se suele
formular en términos de cémo ensefiar un determinado contenido curricular.

Los REI-FP que componian el curso han ido variando a lo largo de los
afos, aunque dos de ellos siempre se han mantenido. El primero parte de la
cuestién sobre cémo introducir la inferencia estadistica en la etapa de
primaria y tratar con la variabilidad de los datos experimentales en estadistica.
Se parte de la vivencia de un REI con el profesorado en formacién denominado
“;Qué se esconde dentro de la botella? (REI adaptado de la propuesta de
Brousseau et al., 2002) que trata sobre la formulacién de hipétesis sobre
cudl es el contenido oculto de una botella, pudiendo tnicamente registrar
visualizaciones sobre los objetos que se esconden (por ejemplo, bolas de
distintos colores), sin poder nunca acceder a su contenido real. Posterior a la
vivencia de este REI, se propone al profesorado en formacién una doble
tarea. En primer lugar, analizar la tipologia de saberes que intervienen
(basindonos en el curriculum y extendiendo las nociones y terminologia
estadisticas mds alld de la existente en los curriculos). En segundo lugar,
trabajar en el disefio de herramientas de evaluacién para poder valorar los
recorridos seguidos por los grupos de clase. Este andlisis y evaluacién se
complementan presentando experiencias en el aula de primaria con el mismo
REI (Granell & Barquero, 2019). Estas se presentan a partir de extractos de
informes del alumnado de primaria o a través de filmaciones de las sesiones
de clase.

Este REI-FP, al margen de mantenerse como uno de los mds imple-
mentados en la UB, ha dado lugar a la colaboracién con equipos internacionales
que han trabajado de forma paralela en la adaptacién de la situacién
propuesta en las investigaciones de la Teoria de las Situaciones Didacticas
(Brousseau et al., 2002) para ser adaptado a las particularidades de la
formacién inicial del profesorado de educacién primaria y secundaria. En
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particular, la colaboracién entre las dos autoras de la UB de este trabajo y un
equipo de investigadores japoneses (Hakamata et al., 2024) llevé a comparar
las propuestas derivadas para las etapas de primaria y secundaria. Su
comparativa pone de manifiesto que ambos disefios responden o se funda-
mentan en modelos epistemoldgicos sobre la estadistica y la probabilidad
que dificilmente pueden articularse, debido a los modelos epistemoldgicos
dominantes en las dos instituciones educativas interpeladas, primaria y
secundaria respectivamente.

El segundo de los REI-FP, denominado “La caja de la pastelera”, se focaliza
en una cuestién generatriz sobre jcomo analizar, disenar y gestionar la
actividad de modelizacién en el aula de primaria?, similar a la emprendida
en el caso de los cursos en el CICATA-IPN. Este REI-FP persigue articular
las cuestiones y tareas profesionales de andlisis, evaluacién y disefio de tareas
de modelizacién, y combinarse con el desarrollo del trabajo final de la asig-
natura que conlleva el redisefio de una situacién didictica (asociado a
alguno de los REI vividos). La eleccién de esta cuestion viene motivada por
el papel central que tienen la resolucién de problemas y la modelizacién en
el curriculum de educacién primaria, la falta de concrecién en su formulacién
como competencias generales, asi como la limitada disponibilidad de disefios
didicticos. El disefio de este REI-FP se adapté a las especificidades de la
formacién inicial, dilatando mds, en comparacién con los cursos en el
CICATA-IPN, los tres primeros médulos de la propuesta genérica (Mdédulos
0,1y 2). Después de estos médulos comunes, se pide a los estudiantes que
trabajen en el (re)disefio o adaptacion y, si les es posible, la implementacién
(Médulos 3 y 4) de alguno de los REI vivenciados durante el curso, poniendo
en préctica las herramientas de disefio y anélisis matemitico y didéctico
introducidas a lo largo del curso. Como se explica en investigaciones
derivadas de dicho curso, Barquero et al. (2022), son de especial importancia
los mapas de cuestiones y respuestas como herramienta central para el
andlisis matemdtico de las situaciones didécticas, asi como la consideracién
de guias didicticas que vienen a complementar los citados mapas con
elementos diddcticos para la gestién de aula.

Asimismo, las investigaciones emprendidas no se han desarrollado
exclusivamente en manos de investigadores de la TAD, sino que han llevado
a colaboraciones de distintos marcos tedricos y propuestas alternativas para
la formacién del profesorado, en particular, para la ensefianza de la modeli-
zacién matemitica. En la investigacién presentada por Barquero y Ferrando
(2024) se examinan dos cursos de formacién permanente sobre modelizacién
matemadtica del profesorado de matematicas de secundaria. El primer curso
integra distintos enfoques sobre modelizacién, mientras que el segundo se
basa en una de las dltimas implementaciones de REI-FP en el CICATA-IPN,

con la colaboracién de las tres autoras del presente trabajo. Los dos cursos



66  LOS REI'Y LAS RESTRICCIONES INSTITUCIONALES EN LA FORMACION DEL PROFESORADO

parten de unos médulos iniciales que se centran en vivenciar y delimitar qué
se entiende y cémo caracterizar la modelizacién matematica (mds alla de las
breves directrices curriculares). Ambas experiencias concluyen con el trabajo
de disefio de tareas de modelizacién por parte del profesorado en formacién
para ser implementadas en las escuelas secundarias. Ambos cursos se analizan
desde la 6ptica de la ecologia de la modelizacion matemdtica (Barquero et al.,
2018; Dorier y Garcia, 2013), es decir, de cémo los profesores avanzan, a lo
largo de la formacién, en la identificacién colectiva de las condiciones y las
restricciones que facilitan o dificultan la ensefianza y aprendizaje de la
modelizacién. Los resultados de este trabajo muestran, en primer lugar, qué
tipo de tareas de modelizacién disefian los profesores y el nivel de especificidad
disciplinar en el que planifican la implementacién de la modelizacién. En
segundo lugar, se analiza cémo los profesores abordan el anilisis ecolégico,
es decir, la identificacién de las condiciones y restricciones para la integracién
de la modelizacién en las aulas de secundaria tras sus experiencias.

La investigacién sobre los REI-FP del equipo mexicano
En el caso del CICATA-IPN y del Cinvestav de México, se desarrollaron

varios REI-FP y REI para la educacién secundaria, universitaria (profesores
de matematicas, ingenieros) y posgrado (formadores de profesores, investi-
gadores en didéctica de las matematicas), varios de ellos en el marco de tesis
de maestria de profesores que participaron en los cursos, y otros, a partir
de las perspectivas que estos abrieron. Por un lado, se extendié el proceso
de formacién, y por el otro, los REI y su disefio se convirtieron en un
elemento central en diversas investigaciones. El disefio de los REI fue
evolucionando hasta consolidarse en el uso de la metodologia de la ingenieria
didéctica (Artigue, 2014) como lo sugieren Garcia et al. (2019), pero incluyendo
en la fase de andlisis preliminares, un andlisis epistemolégico de actividades
desarrolladas en contextos extra matematicos (p. ej., ingenierias, topografia y
siembra tradicional del café). Estos anilisis permitieron proponer, con base
en el esquema herbartiano, cuestiones generatrices relativas a la modelizacién
matemdtica (mayormente relacionada con las formaciones), como se ilustra
a continuacioén.

Primeramente, se presentan siete ejemplos de REI disefiados por profesores
que participaron en los cursos REI-FP del CICATA-IPN, seleccionados
para mostrar la diversidad de contextos y niveles educativos considerados.
Dos REI fueron disefiados para la educacién secundaria en Colombia (De
la Hoz, 2020; Rodriguez-Mejia, 2021); uno para el bachillerato en México
(Medina, 2018); un REI-FP para la formacién del profesorado en Uruguay
(Rey, 2016), y tres para la formacién de ingenieros en México (Galindo,
2019; Guzmin, 2016; Silva, 2018). Estos REI se describen brevemente a
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partir de su pregunta generatriz y se presentan siguiendo un orden ascendente
en niveles educativos: secundaria, bachillerato y universidad.

El REI disefiado por De la Hoz (2020) se enfocé en la optimizacién de
la siembra del café y se implement6 en una escuela secundaria indigena
arhuaca, en lengua arhuaca, aunque fue traducido al castellano para reportarse
en la tesis, debido a una restriccién de la comunidad. El otro REI, “Estimar
el drea del Llanito”, fue implementado en una secundaria multigrado rural y
se disefié con base en el andlisis del levantamiento topografico con cinta y
de la geometria involucrada en esta actividad. El estudio de su pregunta
generatriz —; Cudl es la mayor superficie de drea cultivable del lote EIl Llanito?
— implic6 una fase experimental. Los estudiantes hicieron el levantamiento
con cinta del Llanito, terreno cercano a la escuela, generando un proceso de
modelizacién que involucraba conocimientos topograficos y geométricos
(Rodriguez-Mejia, 2021). El REI “La biblioteca de Babel” se basé en el
andlisis literario del cuento del mismo nombre, escrito por Borges, en el que
aparece la idea del infinito. Su proceso de estudio, ademds de generar una
actividad de modelizacién en el aula centrada en calcular el nimero total de
libros en la biblioteca: 2521’312,000, permitié identificar y confrontar
concepciones erréneas de estudiantes sobre el infinito (Medina et al., 2019).
El REI-FP “Montana rusa” disefiado por Rey (2016), en su tesis de maestria,
codirigida por M. Bosch y A. Romo, para la formacién del profesorado en
Uruguay, involucré la derivada como herramienta de modelizacién matematica,
y fue objeto de dos experimentaciones en el aula por futuras docentes que
participaron en dicho REI-FP. Posteriormente, Rey se involucré en una
investigacién dedicada a la formacién de formadores, creando un REI-FF
(Rey et al., 2022), que constituyé un aporte muy novedoso. En las tesis de
Guzmain (2016) y de Silva (2018) se analizaron cursos de teoria de control:
en la primera se disefié el REI “Control de velocidad proporcional de un
motor de CD” (Guzmain et al., 2019) y en la segunda el REI “Desfibrilador
de bajo costo”, centrado en la cuestién ;Cémo construir un desfibrilador
funcional y de bajo costo?, que fue implementado en un curso de ecuaciones
diferenciales. Un ejemplo, muy singular de REI, fue el disefiado por Galindo
(2019) en torno a la modelizacién de relaciones cuantitativas estructura-
actividad (Quantitative Structure-Activity Relationship, QSAR), la cual, a
pesar de su relevancia en la ingenieria quimica, no suele ser ensefiada en las
formaciones universitarias de México. Su singularidad radica en que varios
REI-QSAR emergen de un conjunto de cuestiones generatrices, expresado
por una cuestién que se componia de cuatro partes: 1) identificar el modelo
validado para predecir una propiedad, 2) elegir una propiedad dentro de un
abanico de posibilidades (p. ¢j. solubilidad, la presién del vapor), 3) elegir un
grupo de sustancias (de alcoholes, de pesticidas) y 4) considerar su estructura.
Se formulan, a manera de ejemplo, dos cuestiones generatrices: scudl es el
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modelo validado mds adecuado para predecir la solubilidad de los alcoholes
a partir de su estructura? O ;cudl es el modelo validado mds adecuado para
predecir la presién del vapor de los alcoholes a partir de su estructura?
Aunque estos REI no han sido experimentados todavia, se hizo un estudio
de su viabilidad (Galindo et al., 2023).

Estas tesis de maestria mostraron la potencialidad de los REI para generar
procesos de estudio, en los cuales la actividad de modelizacién matemdtica
escolar fue moldeada por el contexto extra matemdtico en juego. Lo que
llevé a incluir en los medias elementos como las lenguas indigenas, la comunidad
indigena, un técnico-topdgrafo rural, y en el medio definiciones especificas,
por ejemplo, la optimizacién de drea cultivable del café: sembrar el mayor
nimero de plantas, sin sobreexplotar la tierra. Los trabajos de Rey et al.
(2022) y de Galindo et al. (2023) muestran vias novedosas para incidir en la
integracién de la modelizacién en la formacién de formadores y de ingenieros,
respectivamente.

A partir de lo anterior, otros REI para la formacién de ingenieros se
disefiaron en CICATA-IPN. En Siero Gonzélez et al. (2022) se analizé el
disefio de un dispositivo de rehabilitacién para la trombosis ventricular, que
permitié proponer como cuestién generatriz: ;Cémo construir un prototipo
de rehabilitacién de la trombosis venosa profunda para un usuario especifico?
En respuesta, un prototipo, realizado por un equipo de estudiantes de
ingenieria en el curso de matemiticas aplicadas, fue utilizado por un profesor
universitario afectado por trombosis, con lo que se logrd, a partir de este
proceso de modelizacién, satisfacer una necesidad real. Otros REI se
disefiaron a partir del andlisis de la separacién ciega de fuentes y de cursos
de dlgebra lineal (Vézquez, 2017). Por ejemplo, el REI “Separacion de tonos
puros”, implementado en un curso de matemdticas de primer semestre en la
modalidad en linea en una universidad colombiana (Ramirez-Sdnchez et
al., 2023), tuvo como cuestion generatriz: ;Cémo se modela una mezcla de
sonidos?, e implicé, para su estudio, proponer un medio didictico inicial
para esta modalidad, que requirié crear medias especificos, por ejemplo,
aplicativos que simulaban mezclas de tonos puros y configuraciones geomé-
tricas entre micréfonos y grabadoras, los cuales jugaron un rol fundamental
en la creacién del medio y, por tanto, en el proceso de modelizacién de los
estudiantes. En el REI “Anilisis y separacién de mezclas”, propuesto por
Ramirez-Sianchez (2024) en su tesis doctoral, se aumenté la complejidad
del estudio, proponiendo una mezcla de tres audios y la pregunta generatriz:
¢Cudl es el proceso matemdtico para separar sonidos de los audios?, asi
como tres cuestiones iniciales relativas al sonido y sus caracteristicas, las
herramientas para la separacién y manipulacién de sefiales, y la discretizacién
de sefiales. Lo que llevé a considerar nuevas medias como Jupyther bajo el
c6digo de programacién de Python para disefiar aplicativos que pudieran
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integrarse al medio al permitir explorar y manipular sefiales mediante sus
representaciones graficas y auditivas e integrarlas al medio. Por su parte,
Pablo et al. (2023) propusieron el REI “disefio de tuberias”, implementado
en un curso de mecdnica de fluidos, y surgido del andlisis de un contexto de
ingenieria civil, destacando el uso del modelo de Hazen-Williams en
hidriulica.

Actualmente, en el Cinvestav, se realiza una tesis doctoral cuyo objetivo
es disefiar un REI, a partir del andlisis de una empresa mexicana integradora
de proyectos. Los primeros anilisis evidencian el proceso de modelizacién
producido por un equipo de ingenieros para realizar una “tarea unica’, para
la cual no hay una técnica disponible en la empresa, que involucra el uso de
la teoria de control y, por tanto, de ecuaciones diferenciales (Pérez-Sarmiento
et al., 2024). Con base en este trabajo y en el de Silva (2018), y con el objetivo
de abordar la segunda discontinuidad de Klein en torno a la ensefianza de
ecuaciones diferenciales en la formacién del profesorado en Honduras (Paz-
Corrales et al., 2024), se diseié el REI-FP “Caracterizacién de los
componentes electrénicos de un desfibrilador” (Paz-Corrales et al., 2025).
En la formacién de investigadores, se disenié un REI conformado por tres
cursos de maestria, obligatorios, consecutivos y relacionados entre si,
enfocados en la educacién matemdtica multilingiie y, mas especificamente,
en crear recursos diddcticos multilingties para la ensefianza de las matematicas
en escuelas primarias indigenas mexicanas (Romo-Vizquez et al., 2025).

Perspectivas de futuro
La colaboracién iniciada en 2013 entre las autoras de este trabajo contribuyé
de forma significativa al desarrollo de la linea de investigacién de la TAD
que se inici6 con la tesis de Cirade (2006) y ha tenido un desarrollo importante
hasta la fecha. La nueva propuesta de los REI-FP iniciada por el equipo
espafiol en 2010 y que se concreté en la tesis de Ruiz-Olarria (2015) hallé
en los cursos del CICATA-IPN un excelente dambito de experimentacién.
De esta forma, la propuesta de los REI-FP pudo madurar y adaptarse a
distintas modalidades de formacién y de estudiantes, adquiriendo a la vez
robustez y flexibilidad. Desde entonces, nuestras trayectorias académicas
han comportado cambios de universidad y, con ellos, también cambios en
las problemdticas de investigacién que estamos abordando. Podemos
considerar dos grandes lineas conectadas de trabajo futuro en las que se
podrian contemplar nuevas colaboraciones que todavia no hemos iniciado.
La primera gran linea es la emprendida en la formacién del profesorado
a partir de los REI-FP. En la actualidad, estamos trabajando en tres grandes
cuestiones. La primera es la de comparar los REI-FP con propuestas de
formacién basadas en otros enfoques o culturas didédcticas. En particular,
estamos llevando a cabo en colaboracién con un equipo de investigadores
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japoneses, un estudio sobre el papel que tienen las guias didécticas en los
REI-FP en comparacién con los “planes de clase” (/esson plan) en la cultura
didictica de Japon. La segunda cuestién es el desarrollo de los REI-FP en
torno a otro tipo de cuestiones de la profesién docente mis alld de la mode-
lizacién matematica. El equipo de Barcelona ha trabajado sobre el caso de
la estadistica y el fendmeno de la invisibilidad del tratamiento de datos en la
ensefianza secundaria actual (Verbisck et al., 2024), adaptando la propuesta
de los REI-FP tanto para el caso en linea como presencial. Finalmente,
consideramos fundamental seguir experimentando la propuesta de los REI-FP
en distintos contextos institucionales y, particularmente, en el caso de la
formacién continua del profesorado de todos los niveles educativos, desde la
educacién infantil y primaria hasta la universidad.

La segunda linea de investigacién en la que trabajamos los dos equipos
desde hace afios, pero de forma independiente, es el disefio, experimentacién
y andlisis de REI para la ensefianza universitaria de las matemadticas. Desde
el trabajo pionero de Barquero (2009), tanto el equipo mexicano como el
espafiol han estado disefiando y estudiando distintas propuestas para la
ensefianza de las matemadticas en la formacién de ingenieros. Teniendo
en cuenta las experimentaciones realizadas y la variedad de contextos
considerados, seria interesante recopilar las experiencias llevadas a cabo en
los dos paises para identificar el tipo de infraestructuras matematicas y
didécticas que se han elaborado para su implementacién, asi como las
restricciones que han dificultado su evolucién e integracién como modalidad
de estudio normalizada. En la actualidad, el equipo espafiol trabaja en un
proyecto de transferencia de los REI a la ensefianza secundaria y universitaria,
el proyecto LABINQUIRY (https://www.ub.edu/labinquiry/), cuyo objetivo
es la difusién de la infraestructura necesaria para la implementacién de los
REI por parte del profesorado de ambos niveles educativos.

Las colaboraciones en materia de investigacién requieren de buenas
sinergias de trabajo y la construccién de estrategias compartidas de investi-
gacién que no surgen de forma espontinea. El marco de la TAD fue clave
en esta construccién. Partir los dos equipos de los mismos principios y
asunciones fundamentales nos permitié consensuar muy ripidamente la
problemaitica de investigacién y las metodologias para abordarla. La amplia-
cién que supuso la colaboracién en términos del marco empirico que pudi-
mos considerar ha sido enorme y muy fructifera. Esperemos que pueda dar
los mismos frutos en un futuro préximo.
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Resumen

Describimos una colaboracién académica e investigativa sobre el desarrollo de dos
lineas de investigacion y, de forma paralela, la formacién y consolidacién como
investigadores de dos profesores de matemdticas mexicanos en el seno de los
programas de maestria y doctorado en Didictica de la Matemdtica de la Universidad
de Granada. La primera linea, trabajada por Lilia Aké, vers6 sobre la formacién de
profesores en razonamiento algebraico; y la segunda, a cargo de Luis Pino-Fan, se
centré en la formacién de profesores sobre la derivada. Ambos investigadores en
formacién estuvieron adscritos al grupo de investigacién Teoria de la Educacién
Matemaitica y Educacién Estadistica, de la Universidad de Granada y fueron
colaboradores cientificos de varios proyectos de investigacién sobre formacién de
profesores de matematicas. El trabajo realizado dio lugar a dos lineas de investigacién
dentro del sistema teérico del Enfoque Ontosemidtico con publicaciones de alto
impacto.
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Palabras clave
Formacién de investigadores, enfoque ontosemiético, razonamiento algebraico,
formacién de profesores.

Abstract

We describe an academic and research collaboration on developing two lines of
research and, in parallel, training and consolidation as researchers of two Mexican
mathematics teachers in the master’s and doctoral programs in Didactics of
Mathematics at the University of Granada. The first line, in which Lilia Aké worked,
dealt with the training of teachers in algebraic reasoning; and the second, in charge
of Luis Pino-Fan, focused on training teachers in the derivative. Both researchers
were assigned to the research group Theory of Mathematics Education and Statistical
Education at the University of Granada and were scientific collaborators in several
research projects on mathematics teacher education. The work carried out resulted
in two lines of research within the theoretical system of the Ontosemiotic Approach
with high-impact publications.

Keywords
Research training, ontosemiotic approach, algebraic reasoning, teacher education.

Introduccién

En este trabajo describimos una historia de colaboracién entre Espafia y
Meéxico centrada, inicialmente, en la formacién como investigadores en
educacién matemadtica de dos jévenes profesores de matemdticas mexicanos.
Tras la realizacién de las tesis doctorales, se continué la colaboracién
mediante la publicacién de diversos articulos cientificos en revistas de alto
impacto, dando lugar a la consolidacién de dos lineas de investigacién
relevantes en Didictica de la Matemaitica. Estas lineas, desarrolladas en el
marco del Enfoque Ontosemidtico en Educacién Matemitica (EOS)
(Godino & Batanero, 1994; Godino, 2024), representan aportaciones
significativas tanto en el dmbito teérico como en el prictico.

La colaboracién comienza en junio de 2008, cuando Lilia Aké y Luis
Pino-Fan terminaron sus estudios de licenciatura en la Universidad Auténoma
de Yucatdn y solicitaron una beca del Programa MAEC-AECID (Ministerio
de Asuntos Exteriores y Cooperacién y Agencia Espafiola de Cooperacién
Internacional para el Desarrollo, Gobierno de Espafia) para la realizacién
de estudios de posgrado en el Departamento de Didéctica de la Matematica
de la Universidad de Granada. Dichas becas fueron concedidas y en otofio
de 2009 se inscribieron en el méster de Didactica de la Matemdtica, como
un primer paso en su formacién doctoral.

Los cursos de fundamentacién tedrica y metodolégica del programa de
doctorado en Didictica de las Matematicas de la Universidad de Granada,
iniciado en 1988, fueron articulados en el curso 2007-2008 como un
programa de mdster en dicha especialidad. Por tanto, los estudios y actividad
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de investigacion realizados por L. Aké y L. Pino-Fan en su primer afo de
estancia en Granada les permitieron obtener el titulo de master en Diddctica
de las Matemiticas e hizo posible su inscripcién en el programa de doctorado.
La direccién de los trabajos de investigacién fue asignada por el Departa-
mento de Didéctica de la Matematica al Dr. Juan D. Godino, con la colabo-
racién como codirector del Dr. V. Font (Universidad de Barcelona) para el
caso de la tesis de L. Pino-Fan. Las tesis fueron defendidas en mayo de
2013 (L. Pino-Fan) y en noviembre de 2013 (L. Aké).

Las investigaciones fueron desarrolladas en el seno del grupo FQM-126
del Plan Andaluz de Investigacién de la Junta de Andalucia, “Teoria de la
Educacién Matemdtica y Educacién Estadistica”, en el marco de los
proyectos de investigacién sobre formacién de profesores, SEJ2007-60110/
EDUC, MEC-FEDER, EDU2010-14947, Ministerio de Ciencia e Inno-
vacién (MICINN), EDU2012-31869, Ministerio de Economia y Competi-
tividad (MEC) y EDU 2009-08120/EDUC. La participacién en estos
proyectos y la interaccién con otros estudiantes y doctores formados en el
programa permitieron a L. Aké y L. Pino-Fan ampliar sus horizontes de
colaboracién.

En los apartados que siguen se describe el tipo de formacién teédrica y
metodoldgica que recibieron los estudiantes y los proyectos de doctorado
que dieron origen a la colaboracién. Posteriormente, se presentan las lineas
de investigacion que surgieron con el desarrollo de los proyectos de tesis
doctorales y que se reflejan en las publicaciones desarrolladas colaborativa-
mente durante la etapa de formacién doctoral. Asimismo, se describen los
trabajos realizados en afos posteriores a los estudios de doctorado y su
impacto en las lineas de investigacién correspondientes. En un ultimo
apartado se analiza el tipo de colaboracién realizada en este caso especifico.

Programa de formacién de investigadores y tesis doctorales

El programa de formacién del master en Didéctica de las Matemiticas en
el que participaron L. Aké y L. Pino-Fan y con el que se dio origen a la
colaboracién, incluia cuatro médulos:

I. Metodologia de investigacién (formacién general en investigacion
educativa, aplicada a la educacién matematica).

II. Cursos transversales (orientados a situar la educacién matemadtica en
una perspectiva general como campo de investigacién; problemas
comunes a varios bloques temdticos).

III.Cursos especializados (estudio didactico de campos matemdticos
especializados, tales como la estadistica, probabilidad, pensamiento
numérico y algebraico, geometria).

IV.Trabajo de investigacion integrado en una de las lineas de investigacién

del Departamento (Trabajo final de Mister).
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Como competencias transversales en los diferentes cursos figuran:

1. Analizar criticamente la literatura cientifica en Didictica de la
Matemitica.

2. Buscar fuentes bibliogréficas, asi como analizar y organizar la literatura
existente sobre temas especificos relacionados con la Didéctica de la
Matemitica.

3. Adquirir o mejorar las habilidades de exposicién oral y escrita de
trabajos tedricos y de investigacion.

4. Aplicar los conocimientos adquiridos a la prictica en: a) la investigacién
propia de la Diddctica de las Matemadticas; b) el dmbito de la
enseflanza de las matemiticas.

5. Fomentar el espiritu critico, reflexivo y emprendedor.

La linea de Teoria y Métodos de Investigacién en Educacién Matematica,
a la cual se adscribieron L. Aké y L. Pino-Fan, estaba centrada en el
desarrollo y aplicacién del EOS en distintas dreas de contenido matemitico
de los diferentes niveles educativos. Dentro de dicha linea, J. D. Godino
impartia el curso de Teoria de la Educacién Matematica, en el cual los
estudiantes recibian informacién sobre el marco teérico del EOS, como un
sistema tedrico integrador para la investigacién en diddctica de la matematica.
En cuanto a las competencias especificas del curso Teoria de la Educacién
Matemitica figuraban:

1) Analizar y sintetizar los principales paradigmas y lineas de investigaciéon

en Didéctica de las Matemiticas

2) Analizar y sintetizar los fundamentos teéricos de la cognicién e
instruccién matemdtica.

3) Aplicar los conocimientos sobre marcos teéricos usados en educacion
matemdtica al andlisis diddctico de experiencias de ensefianza /
aprendizaje.

4) Comprender y valorar el papel de los marcos tedricos en el plantea-
miento de problemas especificos de investigacién.

Tanto L. Aké como L. Pino-Fan realizaron estancias de investigacién de
tres meses en el CINVESTAV (Centro de Investigacion y Estudios Avan-
zados del Instituto Politécnico Nacional, México), lo que les permitié que
su doctorado tuviera la mencién de doctorado internacional.

Proyecto de investigacién doctoral L. Aké

El proyecto de investigacién doctoral de L. Aké, titulado Evaluacion y
desarrollo del razonamiento algebraico elemental en maestros en formacion (Aké,
2013), se centré en el razonamiento algebraico y la formacion de profesores
de educacién primaria. El objetivo general era evaluar el conocimiento
diddctico-matemdtico que los futuros maestros de educacién primaria tienen
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sobre el razonamiento algebraico propio de los primeros niveles educativos.
Se pretendia aportar nuevos conocimientos, recursos tedricos y metodolégicos
que permitieran la evaluacién de tal conocimiento.

Asi mismo, se propuso investigar el desarrollo de conocimientos sobre el
dlgebra y su didéctica en la formacién inicial de maestros. Mediante el disefio
de propuestas instruccionales, se pretendia ofrecer oportunidades de formacién
a los futuros maestros, para que reconocieran y promovieran el razonamiento
algebraico en los escolares. Se formularon los siguientes objetivos especificos:

1. Caracterizar el conocimiento diddctico-matemdtico que requiere el
profesor de primaria para el desarrollo de procesos de instruccién
eficaces que le permitan promover el desarrollo del razonamiento
algebraico en sus estudiantes. Esto requiere sintetizar las investigaciones
realizadas en el campo de la Didictica de la Matemdtica sobre la
inclusién del razonamiento algebraico en la escuela primaria. Se
tienen en cuenta las facetas epistémica, cognitiva, afectiva, instruc-
cional y ecolégica que intervienen en los procesos de ensefianza y
aprendizaje del dlgebra para caracterizar el razonamiento algebraico
elemental.

2. Disefar instrumentos para evaluar el conocimiento didictico-
matemdtico de maestros en formacién sobre la ensefianza y el
aprendizaje de contenidos relativos a la aritmética, medida y geometria.

3. Aplicar los instrumentos elaborados para valorar los conocimientos
diddctico-matemadticos de muestras intencionales de futuros profesores
de educacién primaria sobre el razonamiento algebraico elemental.

4. Disefiar, implementar y evaluar experiencias formativas que promuevan
el desarrollo del conocimiento diddctico-matematico en el campo del
dlgebra.

Considerando esos objetivos, la tesis doctoral de L. Aké abordé una
problematica educativa utilizando las herramientas tedricas que proporciona
el EOS, las cuales permitieron proponer una conceptualizacién del dlgebra
escolar y aplicarla a la formacién de profesores de educacién primaria. Por
un lado, la conceptualizacién del dlgebra escolar estd basada en el reconoci-
miento de distintos niveles de algebrizacién de la actividad matemadtica,
entendiendo el desarrollo del razonamiento algebraico a través de diversas
tipologias de tareas de cardcter estructural y funcional.

Por otro lado, el trabajo con los estudiantes de magisterio fue articulado
a través de un proceso formativo en un curso sobre ensefianza y aprendizaje
de las matematicas. A lo largo de este proceso formativo se desarrollaron y
evaluaron las competencias de los futuros maestros, tanto en la resolucién
de tareas de indole algebraica, como en la identificacién de objetos alge-
braicos y la asignacién de niveles de algebrizacién a las actividades matematicas
escolares.



82 FORMACION INICIAL DE INVESTIGADORES EN EL ENFOQUE ONTOSEMIOTICO

Proyecto de investigacién doctoral L. Pino-Fan

El proyecto de investigacién doctoral de L. Pino-Fan, titulado “Evaluacién
de la faceta epistémica del conocimiento diddctico matemdtico de futuros
profesores de bachillerato sobre la derivada” (Pino-Fan, 2013), se centré en
el conocimiento de profesores de bachillerato para la ensefianza y el apren-
dizaje de la derivada. El objetivo general consistié en aportar nuevos cono-
cimientos y recursos teéricos y metodolégicos que permitan la evaluacién
del conocimiento diddctico-matemadtico de los profesores de secundaria y
bachillerato en formacién inicial, para la ensefianza de la derivada. Asimismo,
se trat6é de analizar cémo desarrollar el conocimiento diddctico-matemadtico
para la ensefianza idénea del objeto derivada en los futuros profesores de
bachillerato, mediante el disefio de propuestas instruccionales, que favore-
cieran dicho desarrollo. En este sentido, el proyecto de investigacién se centrd,
basicamente, en la consecucién de los siguientes objetivos especificos:

1. Identificar y caracterizar, a partir de las investigaciones que se tienen
en el campo de la Didéctica de la Matemitica respecto a la nocién
derivada, el conocimiento didédctico-matemdtico que requiere el
profesor de secundaria/bachillerato para desarrollar procesos de
instruccién eficaces para la enseflanza de la derivada. Esto se hace
mediante el andlisis y descripcién de las configuraciones asociadas a
las distintas facetas (epistémica-ecoldgica, cognitiva e instruccional)
que propone el EOS para caracterizar dicho conocimiento didactico-
matematico.

2. Disefar instrumentos que permitan evaluar el conocimiento didédctico-
matemdtico de los profesores de secundaria/bachillerato en formacién
inicial y permanente sobre la derivada.

3. Caracterizar, mediante la aplicacién de los instrumentos de evaluacién
desarrollados, el conocimiento diddctico-matemadtico de los profesores
de secundaria/bachillerato en formacién inicial sobre la derivada.

4. Disefnar, implementar y evaluar experiencias de formacién que
promuevan y mejoren el desarrollo del conocimiento didactico-
matemdtico sobre la derivada de los profesores de secundaria/
bachillerato en formacién inicial.

Es importante destacar que esta tesis doctoral, especialmente en sus
reflexiones finales, sembré las primeras semillas de lo que posteriormente se
consolidaria como la segunda linea de investigacion, descrita en este capitulo,
sobre el conocimiento diddctico-matemadtico del profesorado, hoy firme-
mente integrada en el seno del EOS.

Lineas de investigacion desarrolladas en el marco del EOS
La realizacién de los trabajos doctorales permitié potenciar dos lineas

de investigacién enmarcadas en la formacién del profesorado. Segui-
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damente describimos la motivacién y resultados obtenidos en cada una de
ellas.

Linea 1: razonamiento algebraico elemental en maestros en
formacion

Esta linea de investigacién tiene como objetivo caracterizar y evaluar el
conocimiento diddctico-matemdtico necesario para que los maestros de
primaria puedan fomentar el razonamiento algebraico en sus estudiantes. Se
abordan cuestiones como los niveles de algebrizacién de la actividad mate-
mitica escolar, el disefio de instrumentos de evaluacién y la implementacién
de experiencias formativas para mejorar la ensefianza del dlgebra en los
niveles iniciales.

Motivacion

Diversas perspectivas tedricas e investigaciones apoyan la introduccién de
contenidos algebraicos en el curriculo de la escuela elemental (Cai &
Knuth, 2011; Carraher & Schliemann, 2007; Kieran, 2007). Sin embargo,
esta misma diversidad, tal y como lo sefialan Kaput y Blanton (2000), es una
de las razones por las que tales innovaciones han tenido dificultades para su
implantacién. Por tanto, se reconoce que no se tiene una posicién suficien-
temente explicita de lo que se podria considerar como dlgebra en los primeros
grados (Kaput, 2008). Esta situacién nos llevé a plantear como primera
pregunta de investigacién,

;Cuiles son los rasgos caracteristicos del razonamiento algebraico elemental que

permiten discriminar diversos niveles de algebrizacién, en particular distinguir

las practicas de indole algebraica de las que no lo son?

En consecuencia, el primer problema que abordamos en la tesis doctoral
es la clarificacién del significado del édlgebra, reconociendo de entrada una
pluralidad de significados del objeto segtin los marcos institucionales y
contextos de uso. En nuestro caso, fijamos la atencién en el uso del dlgebra
en educacién primaria, lo que en la literatura anglosajona se describe como
“dlgebra temprana” (early algebra), y que nosotros designamos como Razo-
namiento Algebraico Elemental (RAE). Tras el estudio sistemdtico de la
bibliografia correspondiente consideramos necesario tomar una posicién
sobre la naturaleza del RAE, usando las herramientas tedricas que proporciona
el EOS, lo que nos permitié proponer una manera de conceptualizar el
razonamiento algebraico.

Una vez clarificada la naturaleza del RAE, su introduccién efectiva en la
escuela primaria, como proponen diversos autores (Blanton & Kaput, 2011,
Kieran 2007) y propuestas curriculares (NCTM, 2000), requiere como
condicién critica la formacién de los profesores. Con relacién a esta
problemdtica nos planteamos otra cuestién de caricter evaluativo que
formulamos en los siguientes términos:
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sQué conocimientos, incluyendo comprensién y competencia, tienen los maestros

en formacién inicial sobre el RAE?

Esta cuestion se interpreta en el marco del EOS como un estudio de
evaluacién de significados personales de estudiantes de magisterio sobre un
objeto matemitico, en nuestro caso el dlgebra elemental.

Una vez detectadas las necesidades formativas de los futuros maestros
sobre el RAE, abordamos el problema de elaborar disefios instruccionales
que promuevan la evolucién de los significados personales de los estudiantes
en la direccién previamente identificada, esto es, nos preguntamos,

sQué tipo de acciones formativas serfa necesario (y posible) implementar en un

programa de formacién inicial de maestros de primaria para desarrollar en ellos

el sentido algebraico?

En relacién con este problema planteamos el disefio, implementacién y
evaluacién de una experiencia formativa de un grupo de futuros profesores
de educacién primaria que contempla, en el marco de un curso sobre
“enseflanza y aprendizaje de las matemadticas de educacién primaria”, la
evolucién de los significados personales de los estudiantes sobre el RAE.

Resultados

Uno de los principales aportes que se derivan de la tesis de L. Aké es la
conceptualizacién del RAE basada en niveles de algebrizacién articulados
desde el EOS. Dada la falta de consenso sobre el significado del dlgebra en
los niveles elementales, nuestra propuesta imbrica las diferentes caracte-
rizaciones realizadas desde las investigaciones con las herramientas del
EOS proporcionando un significado de referencia del mismo. Esto supone
un avance en el esclarecimiento de la naturaleza del dlgebra en la escuela
elemental.

Otro de los aportes es la evaluacién sobre el RAE realizada con maestros
en formacién de México, dada la inexistencia de este contenido en el
curriculo espafiol. Contar con un marco de referencia sobre los conoci-
mientos de futuros docentes que estin familiarizados con el 4lgebra en la
escuela primaria, aporta conocimientos sobre los significados personales de
los estudiantes respecto al mismo. Los resultados suponen que, aunque se
integra en el plan de estudios de la licenciatura en educacién primaria una
asignatura sobre el dlgebra (su ensefianza y aprendizaje), los futuros docentes
mexicanos manifiestan dificultades en la resolucién de problemas de indole
algebraica. Los maestros en formacién adn identifican el dlgebra con la
manipulacién simbélica y el uso exclusivo de letras. Por ello, hacer frente a
la reforma educativa de la educacién bésica en México —que integra desde
2009 un enfoque sobre resolucién de problemas en el que se incluye el
sentido numérico y pensamiento algebraico para los nifios— implica un
reto para los futuros maestros.
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En esta misma linea sobre formacién de profesores, consideramos como
otra aportacién del trabajo, la implementacién de un proceso formativo que
contempla el desarrollo del RAE y cuya finalidad es brindar a los maestros
en formacién oportunidades para desarrollar competencias de andlisis para
la identificacién de rasgos algebraicos en la actividad matemitica escolar.
Proporcionar pautas a los maestros en formacién para la identificacién de
niveles de algebrizacién en la prictica matemadtica supone avances para la
integracién de la propuesta en las aulas de la escuela elemental.

El disefio de tareas especificas incluidas en el cuestionario desarrollado
—en cuya estructura se pone de manifiesto nuestra conceptualizacién del
RAE integrada al modelo de conocimiento del profesor propuesto por
Godino (2009)— aporta informacién cruzada respecto a dos tépicos de
creciente interés en la comunidad de investigadores. La pretensién de hacer
operativo nuestro enfoque sobre el dlgebra incorporado a la nocién del
conocimiento didéctico-matemadtico constituye un aporte, tanto en el campo
de formacién de profesores como en el campo de didictica del dlgebra.

Durante esta etapa de formacién, los avances del trabajo doctoral fueron
presentados en foros como el CERME (Congress of the European Society
for Research in Mathematics Education), el PME (Psychology of Mathe-
matics Education) y la SEIEM (Sociedad Espafiola de Investigacién en
Educacién Matemitica), asi como en grupos de trabajo del Departamento
del CINVESTAV en México. Se publicaron articulos que contribuyeron a
la consolidacién de la conceptualizacién operativa del dlgebra escolar basada
en niveles de algebrizacién.

En este contexto, el articulo sobre la naturaleza del dlgebra escolar
(Godino et al., 2012) representd el primer paso para una conceptualizacién
del razonamiento algebraico a nivel de educacién primaria basada en la
intervencién de procesos de generalizacién, simbolizacién y objetos
algebraicos. Este trabajo propone la interpretacién del dlgebra escolar
articulada en niveles de desarrollo y pone de manifiesto la importancia de
fortalecer la formacién docente con herramientas conceptuales para fomentar
el razonamiento algebraico en edades tempranas.

En el manuscrito Niveles de algebrizacion de la actividad matemdtica escolar.
Implicaciones para la formacion de maestros (Godino et al., 2014), la propuesta
de niveles de algebrizacién se consolida y se definen cuatro niveles (nivel 0,
nivel 1, nivel 2 y nivel 3) basados en tipos de objetos, transformaciones y
lenguaje que permiten distinguir un nivel de otro. De esta manera, se plantea
que el uso de lenguaje simbdlico-literal y la operacién analitica-sintictica
con este lenguaje son requisitos para asignar un nivel propiamente algebraico
(nivel 3) a una prictica matematica. La investigacion manifiesta la impor-
tancia de disefiar tareas adecuadas para promover el pensamiento algebraico
en las primeras edades y la necesidad de que los docentes de primaria, tanto
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en ejercicio como en formacién, comprendan la naturaleza gradual del
pensamiento algebraico.

A partir de la definicién de los niveles de algebrizacién, el articulo
Ingenieria diddctica para desarrollar el sentido algebraico de maestros en formacion
(Aké et al., 2014) aporta un disefio de intervencién formativa sustentada en
la ingenieria diddctica interpretada desde el EOS, cuya finalidad fue el
fomento del reconocimiento de niveles de algebrizacién en futuros maestros
de primaria. Este estudio evidencié que la asignacién de niveles de algebri-
zacién es compleja y requiere mayor tiempo de formacién, pero también
confirmé la pertinencia de trabajar con contenidos algebraicos en la formacién
de maestros. Uno de los aportes sustanciales de esta linea de investigacion se
encuentra en el articulo Niveles de algebrizacion de las pricticas matemdticas
escolares. Articulacion de las perspectivas ontosemidtica y antropologica (Godino,
Neto et al., 2015) en el que el modelo de niveles de algebrizacién se amplia al
incorporar niveles orientados al dlgebra escolar de secundaria. Ademds, se
evidencia cémo los niveles de algebrizacién propuestos para la educacién
primaria y secundaria, articulados desde el EOS, son coherentes con las
etapas de algebrizacién propuestas desde la TAD (Teoria Antropolégica de
lo Didictico). En el Anexo 1 incluimos la relacién de las principales publi-
caciones realizadas, indicando el nimero de citas segiin Google Académico.

Linea 2: conocimiento didactico-matematico del profesorado

Esta linea, inicialmente, se centré en la evaluacién y desarrollo del conoci-
miento diddctico-matemitico relacionado con la ensefianza de la derivada.
A través del andlisis de configuraciones epistémicas, cognitivas e instruccionales,
se identificaron los desafios que enfrentan los profesores en formacién al
trabajar este contenido matemdtico clave, proponiendo metodologias y
recursos especificos para su ensefianza. Sin embargo, en la actualidad, con
base en las colaboraciones entre Luis Pino-Fan, Juan D. Godino, Viceng
Font, entre otros investigadores del equipo, integrantes de la SEIEM y
SOMIDEM, se ha logrado consolidar una linea de investigacién robusta
sobre conocimientos y competencias del profesorado de matematicas.

Motivacién

El estudio sobre los conocimientos que debe tener un profesor de matematicas
para que su ensefianza sea idénea ha ido tomando un creciente interés en
los dltimos afios (Ball & Even, 2008; Chapman, 2020; Wood, 2008). Sin
embargo, son pocas las investigaciones orientadas al disefio de instrumentos
que permitan explorar y caracterizar el conocimiento didictico-matemitico
de los profesores sobre tépicos especificos. En la investigacién inicial,
producto de la tesis doctoral, se informa de los resultados obtenidos
mediante la aplicacién de un cuestionario que se disefié teniendo en cuenta
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el inicio de un modelo especifico denominado “Conocimiento Didéctico-
Matemitico”. Concretamente, se aborda la evaluacién de la faceta epistémica
de dicho conocimiento (relacionada con la riqueza y complejidad matematica)
sobre la derivada en una muestra de futuros profesores de matematicas de
bachillerato en México.

Para lograr el objetivo central de la investigacién el estudio se llevé a
cabo en cuatro fases:

1) Mediante una revision sistemadtica de tipo histérico-epistemoldgico-
didéctico se elabora una conceptualizacién de los significados de la
derivada.

2) Disefio del cuestionario CDM-Derivada, teniendo en cuenta los
significados de la derivada y criterios aportados por las investigaciones
sobre Didactica del Calculo, asi como sobre formacién de profesores
de matemiticas.

3) La aplicacién piloto del cuestionario a una muestra de 53 futuros
profesores de bachillerato en México y el disefio del cuestionario
definitivo a partir de los resultados obtenidos en la primera fase;
también se tienen en cuenta los resultados del estudio de triangulacién
mediante juicio de expertos al que se sometié el cuestionario.

4) Aplicacion del cuestionario definitivo a una muestra de 49 futuros
profesores de bachillerato en México.

En la cuarta fase se realizaron entrevistas clinicas para profundizar en la
caracterizacién de las configuraciones cognitivas sobre la derivada. Los
resultados de la investigacién aportaron nueva informacién sobre la
caracterizacién de los conocimientos que los futuros profesores deberian
tener para gestionar idéneamente los aprendizajes sobre la derivada de sus
futuros estudiantes. Ademds, proporcionaron pautas y criterios que permiten
el disefio de metodologias didicticas para desarrollar y/o fortalecer el
conocimiento especializado sobre la derivada.

Resultados

Como resultados principales, se logré la reconstruccién del significado
holistico de la derivada. Para poder explorar el conocimiento didictico-
matemadtico sobre la derivada, primero debiamos tener una “visién amplia”
sobre lo que es la derivada o sobre cudl o cudles son sus significados. Asi, en
el capitulo 3 de la tesis realizamos un estudio histérico-epistemolégico que
nos permitié caracterizar, a partir de la identificacién de las configuraciones
epistémicas activadas, los sistemas de practicas que dieron paso al
surgimiento de la derivada, se identificaron los significados parciales que
constituyen el significado global u holistico. Esta reconstruccién es de interés
puesto que los significados de la derivada pretendidos por una institucién, o
profesor como representante de la institucién, deben ser representativos de
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este significado global. Se logré abrir una linea de investigacién sobre el
estudio histérico-epistemoldgico de los objetos del calculo, con la finalidad
de reconstruir sus significados holisticos. El trabajo desarrollado en este
capitulo 3 de la tesis fue el germen de otras colaboraciones enmarcadas en
la linea de "historia y epistemologia de las matematicas" desde la perspectiva
del EOS. Asi, se han realizado diversos estudios para reconstruir, a partir de
andlisis histérico-epistemolégicos, el significado global de objetos matematicos
como derivada, funcién, limite, infinito, antiderivada, Chi-cuadrada, t-Student,
entre otros (ver, por ejemplo, Pino-Fan et al., 2011; Pino-Fan et al., 2018).

Por otro lado, se propusieron criterios para el andlisis de la idoneidad
epistémica de los significados de la derivada pretendidos en los libros de
texto y en los planes de estudio. En el Capitulo 4 de la tesis, con la finalidad
de identificar y caracterizar los significados de la derivada pretendidos en el
curriculo de matematicas de bachillerato, se disefié una metodologia para el
andlisis de los libros de texto y planes de estudio sobre la derivada, con el
propésito de estudiar si los significados pretendidos en éstos eran represen-
tativos del significado holistico. Esta metodologia, actualmente, se sigue
utilizando para el andlisis de libros de texto y del curriculo en general. Se
disefi6 una metodologia para la exploracién de la faceta epistémica del
conocimiento did4ctico-matemitico (CDM), tomando en cuenta las
herramientas teéricas y metodolégicas del EOS, y los aportes que se han
realizado desde el campo de investigaciones sobre didactica del Cailculo.
Esto permitié disefiar un cuestionario para la exploracién de los conoci-
mientos sobre la derivada de los futuros profesores.

Ademids, se aportaron criterios para analizar y describir la faceta epistémica
del CDM de los futuros profesores. Tanto la elaboracién del cuestionario
como las respuestas de los profesores en formacién mostraron el complejo
entramado de pricticas, objetos y procesos matemadticos puestos en juego en
la resolucién de las tareas relacionadas con la derivada. La toma de conciencia
de esta complejidad es necesaria en la formacién de profesores para que
estos puedan desarrollar y evaluar la competencia matemitica en sus futuros
estudiantes.

La investigacién también permitié explorar la pertinencia del vinculo
entre las configuraciones cognitivas y el conocimiento diddctico-matemadtico
requerido para la ensefianza, concretamente, el referente a la faceta epistémica
(conocimiento comun, especializado y ampliado). El uso e identificacién de
objetos matemadticos primarios (elementos linglisticos, conceptos, proposi-
ciones, procedimientos y argumentos), sus significados y los procesos
involucrados en la solucién de tareas matemdticas, son la base de los procesos
de ensefianza y aprendizaje. Uno de los resultados mds relevantes, el cual
constituye un aporte tedrico-metodolégico, fue el esbozo de un modelo del
conocimiento diddctico-matematico del profesorado, el cual se presenta en
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las péaginas finales de la tesis de L. Pino-Fan, hoy en dia conocido como
modelo CDM, y que ha evolucionado a un modelo de Conocimientos y
Competencias Didactico-Matemdticas (CCDM) del profesorado. El
planteamiento de dos niveles del conocimiento especializado es uno de los
aspectos relevantes a considerar en el disefio de acciones formativas que
fomenten los conocimientos sobre derivadas de los futuros profesores.

En sintesis, consideramos de interés destacar que tras la tesis de Luis
Pino-Fan se generé una dindmica de colaboracién intensa con Juan D.
Godino y Viceng Font, principalmente. Esta colaboracién dio origen a una
linea de trabajo centrada en el conocimiento y competencias didéctico-
matemadticas del profesorado, que fue madurando en diversos contextos
institucionales. En particular, articulos como los de Pino-Fan y Godino
(2015), Godino et al. (2018) y Pino-Fan et al. (2023) son evidencia del s6lido
avance en esta linea en el seno del EOS, producto de la colaboracién entre
investigadores de SOMIDEM y SEIEM. Estos tres trabajos no solo han
tenido repercusién en el 4mbito académico (mds de 300 citas en Google
Académico), sino que han permitido orientar cursos de formacién docente
en Meéxico, Chile, Ecuador, Colombia y Espafia. Esto se debe a la concep-
tualizacién pragmatista de la idea de competencia y a la relacién establecida
entre las competencias clave para la prictica del profesorado y las categorias
propuestas por el modelo del conocimiento diddctico-matemadtico. En el
Anexo 2 se incluyen las principales publicaciones realizadas y el nimero de
citas segun Google Académico.

Repercusiones del trabajo colaborativo

En este apartado, describimos los trabajos realizados en afios posteriores a
los estudios de doctorado y su incidencia en las lineas de investigacién
correspondientes. Después de la formacién doctoral, Lilia Aké se incorporé
al contexto mexicano. En ese sentido, es importante mencionar que la
investigacién que se desarrolla en México sobre la formacién de profesores
estd cefiida a los contextos particulares de formacién. La formacién inicial
de los docentes que imparten clases en los niveles de educacién preescolar,
primaria y secundaria —correspondientes a las edades de 3 a 6 afios, 6 a 12
aflos y 12 a 15 aflos, respectivamente— no se lleva a cabo en Instituciones
de Educacién Superior, sino en Escuelas Normales que hasta el momento
no estdn caracterizadas por cultivar la investigacién en educacién matematica.
En cuanto a la Educacién Media Superior, que abarca de los 15 a los 18
aflos, la ensefianza estd mayoritariamente a cargo de profesionales con
formacién en ingenieria y no se exige contar con estudios de posgrado
enfocados en la ensefianza de las matemdticas para desempenarse como
docente en ese nivel. De esta manera, las investigaciones desarrolladas en el
contexto mexicano atienden a estos matices.
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Uno de los trabajos representativos desarrollados en el contexto mexicano
es el articulo Andlisis de tareas de un libro de texto desde la perspectiva de los
niveles de algebrizacion (Aké & Godino, 2018). La relevancia de este manuscrito
es que analiza el libro de primer curso de primaria con la finalidad de caracte-
rizar las formas en las que se promueve el razonamiento algebraico
temprano. La pertinencia también se sostiene en el hecho de que los libros
de texto que se utilizan a nivel de primaria son los mismos para todo el
territorio nacional mexicano y son el principal recurso de ensefianza en el
aula. Se aporta evidencia de que las tareas planteadas en el libro no estin
intencionalmente dirigidas a promover un pensamiento algebraico
temprano en los nifios y que se prioriza el registro numérico orientindose
principalmente a un nivel cero de algebrizacién. Sin embargo, se muestra la
potencialidad de las tareas para ser reorientadas hacia niveles progresivos de
algebrizacion.

Por otro lado, debido a la manera en que estd organizado el sistema de
formacién docente y cémo funcionan las instituciones encargadas de preparar
a los profesores, el principal interés de las investigaciones en el contexto
mexicano se centra en profesores de nivel secundaria y bachillerato. Los
estudios sobre los conocimientos y competencias siguen siendo relevantes
en el marco educativo mexicano. En esta direccién el articulo Hacia una
caracterizacion de la competencia algebraica en la formacion de profesores (Aké
& Piez, 2024) desarrolla un estudio con futuros profesores de bachillerato
en el que se caracterizan las formas en las que resuelven, interpretan y validan
actividades algebraicas. Para realizar esa caracterizacién, se introduce una
descripcién de niveles de competencias fundamentada en los niveles de
algebrizacién y elementos sustanciales de la competencia matematica. De
esta manera, no solo es importante tener habilidades técnicas de resolucién
sino también interpretar las relaciones, regularidades y propiedades mate-
madticas y expresar por qué funcionan. Se aporta evidencia sobre la dificultad
de alcanzar un primer nivel de competencia algebraica y la necesidad de
transformar la forma en la que se estudia el dlgebra escolar.

Por su parte, en el caso de Luis Pino-Fan, podemos destacar la repercusién
que ha tenido el articulo publicado sobre la ampliacién de las categorias del
conocimiento diddctico matemdtico (Pino-Fan & Godino, 2015). A
diferencia de otros modelos previos —como el MKT de Ball o el PCK de
Shulman—, esta propuesta distingue tres dimensiones fundamentales que
conforman el conocimiento integral del profesorado (matemitica, diddctica
y meta diddctico-matematica), integrando los conocimientos que intervienen
en las distintas fases del disefio instruccional: andlisis preliminar, disefio,
implementacién y evaluacién.

La riqueza del modelo radica en su capacidad para identificar y relacionar
las diversas facetas del conocimiento profesional del docente (epistémica,
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cognitiva, ecoldgica, afectiva, mediacional e instruccional), ofreciendo un
marco tedrico operativo y articulado. Asimismo, se comparan criticamente
las contribuciones del CDM con otros marcos tedricos, evidenciando su
potencial para guiar tanto procesos de formacién docente como investiga-
ciones empiricas sobre pricticas de ensefianza. Esta perspectiva ampliada
del conocimiento del profesor de matemiticas ha permitido abordar estudios
sobre el conocimiento del profesorado en torno a objetos matemdticos
especificos (como la derivada o el razonamiento algebraico, geométrico y
estadistico), abriendo nuevas lineas de investigacién y desarrollo profesional
docente en Iberoamérica.

En Pino-Fan et al. (2013) realizamos un riguroso andlisis didéctico del
tratamiento del concepto de derivada en el curriculo mexicano de bachillerato;
el curriculo es pensado como la dupla <planes de estudio oficiales, los libros
de texto>. Esta manera de concebir el curriculo ha sido muy utilizada en
trabajos posteriores debido a que permite una visién integral y completa de
los significados pretendidos de los objetos matemiticos curriculares. Uno de
los aportes relevantes de este estudio es la ampliacién de la metodologia que
se tenfa en el seno del EOS para el andlisis de textos utilizando la configu-
racién de objetos matematicos primarios (elementos lingtisticos, conceptos/
definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos). Ademds, se
introducen en el estudio cinco criterios de idoneidad epistémica para valorar
la representatividad y coherencia de los significados de los objetos matemiticos
(ejemplificados con la derivada): campos de problemas abordados, represen-
taciones activadas, elementos regulativos y argumentativos, conocimientos
previos requeridos, y cobertura del significado global. En el estudio se
concluye que el curriculo de bachillerato mexicano presenta una fuerte
tendencia hacia la algebrizacién del concepto derivada, con escasa integracién
de contextos significativos y multiples representaciones, lo que limita la
comprensién profunda de tal objeto matemidtico. El resultado destacable
radica en que esta investigacién ofrece criterios operativos, tanto para
disefiadores curriculares como para formadores de profesores y docentes en
ejercicio, promoviendo una ensefianza mds idénea y significativa del cilculo
diferencial. Hoy en dia los criterios presentados se han adoptado como un
tipo de metodologia para el desarrollo de analisis curriculares.

Otros trabajos derivados de la colaboracién

El modelo de niveles de algebrizacién desarrollado en la tesis doctoral de L.
Aké ha tenido proyeccién en varias investigaciones posteriores. En el marco
de un proyecto financiado, ese modelo fue usado para el disefio de un
cuestionario para evaluar conocimientos didactico-matemadticos sobre
razonamiento algebraico elemental (Godino, Aké et al., 2015). En dicho
trabajo se elaboré un sistema de categorias de conocimientos algebraicos
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que tiene en cuenta las estructuras, funciones y modelizacién, asi como
categorias de conocimientos diddcticos (facetas epistémica, cognitiva,
instruccional y ecoldgica). Asimismo, se describe y analiza una coleccién de
tareas que componen el cuestionario, informando sobre la validez de contenido.

Mis recientemente Burgos et al. (2024) han elaborado una versién
ampliada del modelo de niveles de algebrizacién propuesto en el marco del
enfoque ontosemiético, estableciendo subniveles que ofrecen una visién mds
microscépica de las estructuras involucradas y los procesos de generalizacién,
representacién y cilculo analitico implicados. Ejemplifican el modelo con
actividades matematicas que pueden abordarse desde la educacién primaria,
clasificadas segtn los diferentes subniveles de algebrizacién. El uso de este
modelo ampliado puede facilitar el desarrollo del conocimiento didéctico-
matemitico del profesorado en formacién sobre razonamiento algebraico y
su ensefianza.

El modelo de conocimientos didéctico-matemiticos basado en el EOS
(modelo CDM) ha sido ampliado en Pino-Fan et al. (2023) mediante la
creacién de una macro herramienta para caracterizar y desarrollar
competencias clave para la préctica del profesor de matemdticas. En este
articulo, se describe el modelo de conocimientos didictico-matemdticos
como una alternativa teérico-metodolégica que permite tanto el andlisis
como el desarrollo de conocimientos y competencias esenciales para el ejercicio
profesional docente. Ademds, se profundiza en una propuesta de categorias
y subcategorias de competencias profesionales necesarias para la docencia,
lo que permite una integracién explicita entre las nociones de conocimiento
y competencia docente.

Reflexiones finales

En este capitulo hemos descrito un recorrido dual que evidencia la colabo-
racién entre Juan D. Godino (SEIEM) y L. Aké y Luis R. Pino-Fan
(SOMIDEM), en el seno del grupo de trabajo sobre el Enfoque Ontose-
miético. Dicha colaboracién ha permitido, por un lado, el desarrollo de dos
lineas de investigacion robustas y complementarias, ofreciendo herramientas
concretas para la mejora de la ensefianza de las matemadticas y la formacién
de profesores. Por otro lado, y de la mano del desarrollo de estas dos lineas,
se muestra el proceso de formacién inicial de dos investigadores en educacién
matemdtica que se caracteriza por la incorporacién de los estudiantes dentro
de un equipo de investigacién consolidado. En este caso, en el Grupo de
investigacion FQM-126, Teorfa de la educacién matemitica y educacién
estadistica, coordinado por J. D. Godino y C. Batanero, se estaban
desarrollando varios proyectos de investigacién financiados por organismos
regionales (Junta de Andalucia) y nacionales (Ministerio de Investigacién y
Desarrollo). En consecuencia, era razonable, incluso necesario, que los
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proyectos de investigacion de los estudiantes de maestria y doctorado estu-
vieran enmarcados dentro de proyectos de investigacién en curso. Cuando
L. Aké fue aceptada como estudiante de posgrado ya se estaban realizando
investigaciones previas sobre razonamiento algebraico en el seno del Grupo
de investigacion, como es la tesis doctoral de Castro (2011), lo cual permitié
apoyar la redaccién del proyecto en dichos trabajos. El trabajo previo sobre
categorias de conocimientos didactico-matemadticos en el marco del EOS
(Godino, 2009) sirvié de apoyo para enfocar la tesis de L. Pino-Fan, en este
caso, con la codireccién del Dr. V. Font, quien habia realizado su tesis doctoral
sobre la ensefianza de la derivada en bachillerato en la Universidad de
Barcelona.

La participacién como colaboradores cientificos de L. Aké y L. Pino-
Fan en los proyectos de investigacién en curso les permitié integrarse den-
tro de los respectivos equipos, compartir ideas y colaborar en diversas publi-
caciones conjuntas, lo que contribuyé no sélo a desarrollar y consolidar las
lineas de investigacién descritas, sino también a iniciarse y consolidarse, hoy
en dia, como investigadores de reconocimiento internacional en el drea de la
Educacién Matematica.
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Resumen

En este capitulo se describen tres estudios en los que se identificaron dificultades
enfrentadas por estudiantes de 6 a 17 afios de edad al usar los numeros racionales
en la resolucién de una diversidad de tareas. En el estudio de la primera etapa de la
colaboracién entre investigadores de las diferentes instituciones, se caracterizaron
mediante un esquema interpretativo, distintos niveles de comprensién de aquellas
relaciones que subyacen en las tareas vinculadas con conceptos de razén y proporcion.
En el segundo estudio se tipificaron estrategias de estudiantes para resolver problemas
de divisién de fracciones asociadas a formas textuales que aparecen en los enunciados,
asi como a su estructura. Del andlisis de las respuestas de los educandos del tercer
estudio se derivé el método de lecturas analiticas el cual sirve como herramienta
para que los estudiantes desarrollen habilidades para usar los nimeros racionales.
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Palabras clave
Fracciones, nimeros racionales, razén y proporcién, lecturas analiticas de problemas
multiplicativos.

Abstract

In this chapter a description of three studies is made, in those, difficulties faced by
students aged 6 to 17 years when using rational numbers to solve a variety of tasks
were identified. In the study of the first stage of the collaboration between researchers
from different institutions, different levels of understanding of those relationships
that underlie tasks related to concepts of ratio and proportion were characterized by
means of an interpretive scheme. In the second study, student strategies for solving
problems involving the division of fractions associated with textual forms that
appear in the problem statements, as well as with their structure, were typified.
From the analysis of the responses of the students in the third study, the method of
analytical readings was derived, which serves as a tool for students to develop skills
to use rational numbers.

Keywords
Fractions, rational numbers, ratio and proportion, analytic readings of multiplicative
problems.

Mirando hacia atras

El 27 de octubre de 1988, el entonces rector de la Universidad de Valencia,
Ramén Lapiedra Civera, firmé un convenio entre esa institucién y el
Programa Nacional de Formacién y Actualizacién de Profesores de
Matemiticas con sede en el Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados
del Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav), convenio signado el 24 de
enero de 1989 por Eugenio Filloy, director del programa.

A partir de ese momento se iniciaron actividades de investigacién y
formacién de recursos humanos entre investigadores del Departamento de
Didictica de la Matemiética (DDM) de la universidad espafiola y el Depar-
tamento de Matemdtica Educativa (DME) de la institucién mexicana.

Los dos primeros autores de este capitulo empezaron a colaborar desde
1991 y sus interacciones en México y en Espafa se concretaron en proyectos
de investigacion, trabajos de fin de mdster, tesis de maestria y doctorado, la
organizacién de diferentes eventos académicos celebrados tanto en México
como en Espaiia, asi como en la escritura de diversos tipos de documentos
para difundir los resultados de los estudios llevados a cabo en ambas insti-
tuciones (Puig, 2004, 2017).

Esta colaboracién se puede dividir en tres etapas. La primera vinculada
con actividades hechas en el contexto del convenio mencionado en el pri-
mer parrafo; la segunda iniciada con la firma, el 24 de noviembre de 2004,
de un segundo convenio entre el Cinvestav y la Universidad de Valencia, y
la tercera que inicia con la integracién al equipo de los dos ultimos autores
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de este capitulo a partir de 2015, con la estancia en el DDM de Carlos
Valenzuela! —entonces estudiante del Programa de Doctorado del DME-, y
en 2017, la de Maria Teresa Sanz —profesor ayudante doctor del DDM- en
el DMEZ2. Esta interaccién entre los cuatro autores condujo a una colaboracién,
bajo el convenio existente entre la Universidad de Guadalajara de México y
la Universidad de Valencia a partir de 2020. En este capitulo se describen
de forma resumida tres aportaciones del grueso de la colaboracién llevada a
cabo durante més de tres décadas por los autores de este capitulo, cada una
de las cuales corresponde a una de las etapas mencionadas.

Las dos primeras aportaciones, dirigidas conjuntamente por los dos
primeros autores, se focalizan en la enseflanza y el aprendizaje de los
conceptos de nimero racional. La primera corresponde a un estudio llevado a
cabo en el periodo 1996-1997, que tenia por objetivo general contrastar el
desempefio de escolares de primaria (6-12 afios de edad) de Espafia y
México al resolver las mismas tareas relacionadas con los conceptos razén y
proporcién (ver Ferndndez et al., 2009). La segunda aportacién tuvo como
objetivo indagar acerca de las relaciones entre los elementos variables de los
problemas multiplicativos escolares de divisién de fracciones y las variables
de resolucién observables en las actuaciones de los estudiantes de Educacion
Secundaria Obligatoria en Espafia (12-16 afios de edad) cuando se enfrentan
a este tipo de problemas. El informe de este trabajo se encuentra en la tesis
de doctorado de Contreras (2012).

La tercera aportacién dirigida principalmente por los dos dltimos autores
de este capitulo y asesorados por los dos primeros se centré en la resolucién
de problemas verbales y tenia como objetivo analizar el desempefio de
estudiantes de bachillerato (15 a 17 afios de edad) al resolver problemas
verbales que involucran el uso de las fracciones. Los datos se recopilaron
por medio de un cuestionario de ldpiz y papel aplicado a educandos de dife-
rentes instituciones de educacién media superior en la Ciudad de México.
La caracterizacién de las estrategias empleadas por los estudiantes para
resolver los problemas se hizo mediante lecturas analiticas, herramienta
metodoldgica que se describe en la ltima parte de este documento.

El nexo de unién entre estas tres temdticas se basa en la conexién que
existe entre los problemas de multiplicar y dividir con el esquema de propor-
cionalidad a través de la relacién cuaternaria que estructura dicho esquema, lo

1 Carlos Valenzuela en su estancia en la Universidad de Valencia hizo un Mister en Investigacién en
Didictica de las Matematicas 2015-2016 y conté ademds con apoyo financiero del Consejo Nacional
de Ciencia y Tecnologia.

2 Maria Teresa Sanz obtuvo una beca en el marco del programa “Becas Iberoamérica. SANTANDER
Investigacion, 2017” para una estancia de investigacién en el DME y conté también con un respaldo
financiero del Ministerio de Ciencia e Innovacién a través del programa de investigacién
EDU2017-84377-R.
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que se aprecia claramente en las dos primeras aportaciones. Asimismo, las
tres aportaciones descritas se inscriben en la problemdtica que se enfrenta
en la transicién del uso de los niimeros naturales al de los niimeros racionales,
en particular al de las fracciones, que como se muestra en este documento
es un proceso largo con obsticulos que perduran desde que se empiezan a
utilizar las fracciones en la escuela primaria hasta los estudios preuniversitarios.

Introduccién a la temética

Hay dos cambios principales al avanzar en la aritmética escolar: uno es el
paso de la aritmética de los nimeros naturales a la aritmética de los nimeros
racionales, y el otro el paso del campo conceptual de la estructura aditiva al
campo conceptual de la estructura multiplicativa. Por lo que respecta al
primero, el nimero pasa de ser la expresién de la pluralidad a ser una relacién
entre la cantidad y la unidad3, relacién que involucra al concepto de razon,
el cual, algoritmizado por divisién da lugar al nimero racional y el razona-
miento proporcional. Con respecto al segundo, la ensefianza dota de una
perspectiva limitada al campo conceptual multiplicativo, lo que ha producido
como resultado que algunos estudiantes sean incapaces de resolver una gran
variedad de problemas o cuestiones donde estin involucrados los simbolos
de fraccién.

En la primera mitad de la década de los noventa, periodo en el cual se
inicié la colaboracién conjunta, los investigadores en aritmética educativa se
interesaban por estos dos campos temadticos; en particular por los contenidos
matemadticos que se relacionan con la razén y el razonamiento proporcional,
por un lado, y con los problemas multiplicativos por el otro.

Competencias en razén y proporcion: Estudio de la primera etapa
La investigacién sobre las nociones vinculadas al “razonamiento
proporcional”, tal como se recoge en la literatura especializada, ha sido
diversa tanto en metodologias como en tipos de tareas utilizadas. Algunas
de ellas, como las propuestas por Piaget, se han enfocado en caracterizar el
pensamiento de los individuos. Otras han puesto énfasis en aspectos como
la dificultad relativa de los problemas disefiados para la ensefianza, la
influencia del contexto, la complejidad numérica de los datos y el andlisis
de las estrategias de solucién empleadas por los estudiantes.

Como resultado de estas investigaciones, ya se disponia al inicio del tra-
bajo conjunto de un amplio surtido de aportaciones al conocimiento de la

3 “Se entiende por niimero no tanto una coleccién de muchas unidades como una relacién abstracta de
una cantidad cualquiera a otra de la misma especie que se considera como unidad. Segun sea esta
relacién, o comparacién con la unidad, se tienen tres especies de nimero: el entero, el fraccionario y el
sordo. El entero estd medido por la unidad; el fraccionario por un submultiplo de la unidad; el sordo es
inconmensurable con la unidad...” Newton (1707, p. 2).
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comprensién de los estudiantes sobre los conceptos de proporcién, razén y
proporcionalidad, que dejaba entrever vacios como, por ejemplo, los que se
refieren a lo que ocurria con nifios de la edad de los alumnos de la escuela
primaria.

Con la intencién de cubrir este vacio y avanzar en el conocimiento de lo
que ocurre en la franja de edad (6-12 afios de edad), se inicié en México un
estudio de corte cualitativo. Durante el periodo 1993-96 (ver Gémez, 1996;
Jiménez de la Rosa, 1996; Mufioz, 1996) se obtuvo un primer acercamiento
a la identificacién, categorizacién y evolucién de clases de comportamientos
de alumnos de una escuela primaria al resolver tareas que implican cambios
cualitativos, aditivos o multiplicativos de tipo proporcional.

Al analizar los datos de esta indagacién se articul6 un esquema de
interpretacién de las respuestas de los estudiantes que pasé de un modelo
de descripcién de conductas aisladas a otro de agrupamiento de tipos de
comportamientos identificados. Este esquema, que fue pertinente para
poder derivar conclusiones y supuestos sobre las tendencias del comporta-
miento y las competencias de los nifios, constituyé el punto de partida del
desarrollo de la investigacién que se llevé a cabo en Espafa durante los afios
1996-97.

Tomando como base los estudios elaborados en México, se plante6
continuar la indagacién en Espafa, aprovechando el mismo cuestionario
para hacer un estudio de tipo comparativo. Se pretendia contrastar el
desempefio de los nifios de ambos paises frente a las mismas tareas usadas
en el estudio mexicano. La intencién era encontrar evidencias que permitieran
sustentar o desechar la hipétesis sobre las diferencias en determinados
aspectos, tanto de la ensefianza como de las formas de expresién oral y
escrita que favorecen diferencias en las competencias manifestadas por los
estudiantes en relacién con la razén, proporcién y proporcionalidad.

Esta es la parte de la investigacién de la que se da cuenta, de modo
resumido, en este capitulo. El informe completo se encuentra en Ferndndez
et al. (2009).

A continuacién, se hace una descripcién de las tareas que constituyen los
cuestionarios, el esquema de interpretacién y clasificacién de las actuaciones
de los alumnos, asi como resultados de la comparacién entre los obtenidos
en los dos estudios llevados a cabo en Espaiia y México.

El cuestionario

Para la observacién del desempeiio de los alumnos se utilizé una metodologia
de ‘andlisis de tareas’, la cual estd ligada al uso de técnicas de clasificacién de
los datos observados sobre sus estrategias de resolucién. Con esta metodo~
logia lo que se pretende es obtener informacién de tipo cognitivo y meta-
cognitivo de las actuaciones individuales observables de los estudiantes al
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responder a tareas especificas que son propias de los temas incluidos en los
curriculos respectivos.

En el anilisis de tareas juega un papel central el cuestionario de lipiz y
papel para la obtencién de resultados empiricos conducentes a la identificacién
de los métodos, estrategias de resolucidn, y/o errores que se desprenden de
las respuestas de los estudiantes.

Una fase posterior sirve para establecer niveles de dificultad asociados a
las tareas propuestas, para describir limitaciones en la comprensién del
conocimiento matemadtico, para identificar perfiles de estudiantes, o para la
elaboracién de modelos teéricos explicativos de las actuaciones observadas.

Para tal fin se disefié un cuestionario de lipiz y papel con tres tipos de
tareas: el primero tiene que ver con los procesos comparativos en situaciones
de variabilidad o variacién (co-variacién, comparacién parte-todo, comparaciéon
cualitativa de escalas), el segundo se relaciona con conceptos de proporcio-
nalidad simple (valor perdido), y el tercero corresponde a relaciones de
proporcionalidad compleja (comparacién de razones). Algunas tareas se
diseflaron con modalidades de dificultad creciente para adaptarlas a los
distintos ciclos educativos (primer ciclo —ler y 2do grados—, segundo —3er y
4to grados—, y tercero —5to y 6to grados— de educacién primaria).

Esos tres tipos de tareas se corresponden con conocimientos y procesos
asociados a los conceptos de razén y proporcién que pueden considerarse
como una jerarquia vinculada a etapas de complejidad gradual con referencia
a contenidos matemdticos de los disefios curriculares de la educacién
primaria.

Para el disefio se adaptaron tareas ya utilizadas en la investigacién
precedente. Lo que interesé de éstas fue su potencialidad para obtener
evidencias de la competencia de los estudiantes para comprender y resolver
situaciones de fenémenos asociados a procesos de cambio, regularidades,
razén y proporcién. También interesaba identificar dificultades que explican
su falta de competencia cuando intentan resolver esas situaciones. Las tareas
se describen a continuacién.

1. Las situaciones Zapatos, Trenes y Casas, Collares y Sucesiones
comparten una estructura basada en la variacién conjunta correlativa,
lo que implica que, para responder adecuadamente, es necesario
establecer una comparacién cualitativa. En particular, Casas-collares-
sucesiones se plante6 en tres versiones distintas, una para cada ciclo
escolar, en todas se solicita al estudiante identificar una regularidad
en una progresién aritmética y extenderla segin la posicién del
término requerido.

2. Las situaciones sobre Cuadrado y Rectingulo (dos modalidades),
Muiiecos de alambre (tres modalidades), Perro y Fotografia, corres-
ponden a situaciones en las cuales se requiere hacer una comparacién
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de escalas. En las tres primeras se requiere reproducir una figura
bidimensional a escala de otra dada; en la segunda el factor de
proporcionalidad y la unidad de medida estdn explicitos en el enunciado.
En la cuarta, hay que efectuar una comparacién cualitativa, eligiendo
entre tres figuras la que es una reproduccién a escala de otra dada.

3. La situacién Pisos plantea un problema relacionado con el cambio de
densidad, especificamente en torno a la relacién entre drea y poblacién.
En ella, se solicita comparar dos razones de densidad no unitarias,
verificar su desigualdad y determinar cudl es la menor.

4. Tesoro y Carreteras (dos modalidades) es una tarea en la que se
requiere descodificar una unidad de medida para cuantificar una
distancia. En este caso se trata de un mapa en el que se proporciona
numéricamente una distancia entre dos lugares y dos lineas segmentadas
en un numero diferente de tramos todos de la misma medida: una de
las lineas representa la distancia que se explicita numéricamente y la
otra representa la distancia desconocida por la que se pregunta.

5. Tazas de arroz y Receta, y Refrescos y Monedas son tareas que
corresponden a situaciones en las que hay que encontrar el valor
desconocido de una proporcién. La primera viene dada mediante un
pictograma, la segunda mediante una tabla de datos en forma de
matriz y la tercera (dos modalidades: ler y 2do ciclos, y 3er ciclo) es
una situacién de regla de tres.

6. Comunidad Valenciana, Supermercado, Mecandgrafas y Agua de
limén corresponden a situaciones de comparacién de razones. En las
dos primeras se requiere expresar un porcentaje, en la tercera verificar
la igualdad de dos razones y en la cuarta determinar la mayor de dos
razones, una no unitaria y otra unitaria, asociadas a una mezcla. La
solucién implica un razonamiento proporcional de tipo inverso: a
menos agua, mds sabor a limén.

El esquema de interpretacién

El modelo de interpretacién y clasificacién resulté del escrutinio de las
respuestas de los alumnos de seis cursos de ensefianza primaria —6 a 12
anos de edad- al resolver las actividades del cuestionario de ldpiz y papel en
las que estin involucrados los temas matematicos: variacién, razén, proporcién
y proporcionalidad.

En el estudio espafiol se partié del modelo utilizado en los estudios
mexicanos de los afios 1993-1996, y se amplié y modificé para poder clasificar
las actuaciones que algunos alumnos tuvieron al resolver algunas tareas que
no formaban parte de aquellas identificadas en los estudios citados.

Este modelo de interpretacién permitié articular los datos sobre las
actuaciones de los estudiantes en cinco categorias. Dichas categorias agrupan
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patrones comunes de conducta desde un enfoque relacional y dan cuenta de
la percepcién que tienen los estudiantes de las relaciones en juego entre los
elementos de la informacién gréfica, verbal o pictérica de la tarea propuesta,
y de los aspectos en los que centran su atencién para resolverla.

A su vez, estas categorias se subdividen en subcategorias, y éstas en clases,
segin se profundiza en la apreciacién de similitudes y diferencias en las
interpretaciones plausibles, tanto de las expresiones escritas por los estudiantes,
como de los procedimientos llevados a cabo por ellos.

Sin embargo, en el proceso de anilisis de las respuestas de los alumnos
espafioles, se identificaron algunos comportamientos diferentes a los de los
nifios mexicanos, y también surgieron otras interpretaciones y manifestaciones
de conductas comunes en otros problemas para los cuales no se tenian
evidencias. Esta situacién requirié efectuar modificaciones al modelo de
interpretacién, cuyo resultado final se recoge en el siguiente esquema, del
cual sélo se describen aqui las categorias, invitando al lector interesado a
leer el informe incluido en Ferndndez et al. (2009).

Categoria 1. Percepcién relacional de los elementos de la informacién.
Las respuestas de los estudiantes que se agrupan en esta categoria contienen
evidencias sobre el reconocimiento por parte de los nifios de: 1.1) algin
atributo que permite vincular los datos entre s, tales como forma y/o tamafio;
1.2) el reconocimiento de reglas de asociacion entre elementos de conjuntos
que varian correlativamente; 1.3) relaciones parte-todo; o bien 1.4) relaciones
numéricas entre cuatro cantidades.

Categoria 2. Identificacién de las relaciones apropiadas entre los
elementos en juego. En esta categoria se reunieron las respuestas en las que
se pusieron de manifiesto algunas de las siguientes caracteristicas: 2.1) identi-
ficacién de la relacion de cambio y uso parcial de la misma, 2.2) identificacién
de un patrén o unidad diferente, y 2.3) identificacién de un cambio.

Categoria 3. Percepcién aislada de elementos de la informacién. En esta
categoria, se incluyen las respuestas en las cuales se encuentran evidencias
de que los estudiantes centran su atencién en algin(os) componente(s) del
enunciado de la tarea que se les propone, ya sea parte de la informacién
grifica, numérica, o verbal; o bien, en combinaciones de estos tipos de
elementos que aparecen en los enunciados de las tareas (Fernandez et al,,
2009, p. 93). En ella se incluyen las siguientes subcategorias: 3.1) predominio
del conteo, 3.2) predominio de una parte del enunciado verbal o grifico, y
3.3) predominio de la operatividad.

Categoria 4. Descodificacién particular del enunciado. Sobre los
comportamientos ubicados en esta categoria, se observa que los alumnos
hacen una interpretacién distinta de la esperada de las relaciones que se
enuncian en el problema. Tal vez el enunciado estd estructurado de forma
que resulta poco usual para los nifios, o bien, el contexto no les es familiar.
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Estas caracteristicas promueven respuestas pertinentes que guardan relacién
con los procesos de descodificacién, a través de los cuales algunos estudiantes
hacen interpretaciones particulares del enunciado del problema que no
corresponden a aquellas que intenté comunicar el autor y que se acercan a
lo que la mayoria asocia.

En este tipo de respuestas, las estrategias que usan los estudiantes y las
soluciones a las que llegan son coherentes con su particular lectura de las
expresiones o términos contenidos en el enunciado. En esta categoria sélo
se incluyen dos subcategorias. 4.1) interpretacién del enunciado diferente a
la esperada y 4.2) medicién con instrumentos.

Categoria 5. Respuestas singulares. En esta categoria se encuentran
aquellas respuestas que corresponden a: 5.1) identificadas, aunque no
pertinente; 5.2) no identificada y 5.3) no contestada.

Algunos resultados

Aunque el estudio de los datos recogidos en Valencia proporcioné un
modelo “mds fino” para interpretar y clasificar las respuestas de los
estudiantes, se puede decir, desde una perspectiva global, que no hay
diferencias significativas en cuanto al nivel de éxito.

Comparando por cursos, aparecieron diferencias cuantitativas que inducen
a pensar que estdn relacionadas con el momento en que se estudian los
conceptos en cada uno de los dos paises. Asi, por ejemplo, los datos inducen
a pensar que existen diferencias en cuanto a la instruccién en ambos paises
que se manifiestan en el primer ciclo de la ensefianza primaria en términos
cuantitativos y cualitativos, tal vez debido a la distinta escolarizacién previa
(la educacién infantil) que se proporcionaba en los dos paises en esa época.
En los otros dos ciclos tienden a desaparecer las diferencias cualitativas y las
diferencias cuantitativas oscilan, segin cudl sea la tarea, a favor de una u
otra parte de los estudios. Esto nos permite pensar en diferencias en el
énfasis que se pone en su tratamiento escolar y no en diferencias de enfoque.

Las respuestas no apropiadas observadas revelaron una problemitica
ligada a la forma en que los estudiantes de primaria interpretan las tareas de
razén y proporcién, que estd fuertemente interiorizada y que no es de ficil
eliminacién.

Con la intencién de evitar estos efectos no deseados, parece razonable
recomendar un cambio en la ensefianza que considere esta informacién para
desarrollar una instruccién mds eficaz, insistiendo en aquellos aspectos en
donde se esperan respuestas erréneas de los estudiantes, anticipindose a
ellas y disefiando estrategias para su correccién. Para ello, las tareas empleadas
en el cuestionario utilizado en este estudio pueden usarse en las aulas como
actividades de instruccidn, y el cuestionario y el modelo de clasificacién de
actuaciones como herramientas de evaluacién.
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Los problemas escolares de division de fracciones: Estudio de la
segunda etapa

Para el disefio de la investigacién que se describe en esta parte del capitulo
se partia de la constatacién de que la ensefianza de la divisién de fracciones
se orientaba a lo procedimental, poniendo el énfasis en la prictica de la
regla del producto cruzado o la inversién de la fraccién divisor sobre ejemplos
numéricos descontextualizados.

Esta es una perspectiva limitada que se extiende al campo conceptual
multiplicativo, produciendo como resultado que algunos estudiantes sean
incapaces de resolver una gran variedad de problemas o cuestiones donde
estan involucrados los simbolos de fraccién. De ahi que se planteara como
objetivo de la investigacién identificar esos problemas o cuestiones e intentar
aportar conocimiento que ayudara a explicar la dificultad que enfrentan los
estudiantes para reconocer la operacién que los resuelve.

Marco tedrico

En numerosos informes de investigacién se incluyen dificultades que se ha
observado enfrentan los nifios cuando resuelven problemas escolares* de
multiplicacién y divisién con fracciones.

Una de ellas es que el tipo de nimeros usados influye en el reconoci-
miento de la operacién que se elige para resolver un problema verbal multi-
plicativo, hasta el punto en que los nifios cambian de manera de pensar en
relacién con la operacién que se necesita para resolver problemas cuyo
contenido es el mismo pero que difieren en los términos numéricos (naturales
o racionales) sin que esto les parezca incongruente porque los perciben
como problemas diferentes (Bell et al., 1981).

Otra es que los estudiantes evitan sistemdticamente la operacién directa
de dividir fracciones al resolver problemas y optan por estrategias alternativas,
incluso mas complejas (Hart, 1980, 1981).

Sinicrope et al. (2002) sefialan que las extensiones de las tres interpreta-
ciones usuales (consideradas modelos seménticos en esta investigacién) de
la divisién de enteros: particién, medida e inversién del producto cartesiano,
no son suficientes para explicar la divisién de fracciones, “la divisién como
la determinacién de una razén unitaria y la divisién como la inversa de la
multiplicacién son también importantes interpretaciones de la divisién de
fracciones” (p. 153).

Dado que las interpretaciones de la divisién estdn asociadas a enuncia-
dos textuales que son los que se usan para definir y explicar la operacion,
como por ejemplo ‘repartir’ o ‘averiguar cudntas veces cabe’, la afirmacién de

4 En este documento llamamos problemas escolares a los problemas usados en la ensefianza a lo largo
de su larga evolucién histérica recogida en libros de texto y manuales escolares.
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Sinicrope sugiere que en la divisién hay otros enunciados textuales que
también son importantes y que habria que considerar.

Por otra parte, las investigaciones de Kieren (1980, 1988) y Behr et al.
(1983) han puesto a los subconstructos de los nimeros racionales (parte-
todo, medida, cociente, operador y razén) como fuente fenomenoldgica, en
el sentido de Freudenthal (1983), para sugerir contextos de ensefianza del
mundo real de los nimeros racionales.

La aportaciéon de Vergnaud (1983; 1988), al sefialar que el prototipo de
la estructura multiplicativa es la relacién cuaternaria, devela la conexién que
existe entre los problemas de multiplicar y dividir con el esquema de
proporcionalidad. Con este esquema la nocién de multiplicar se muestra
como una relacién funcional entre espacios de medida. Un espacio de
medida puede considerarse como una estructura con dos elementos bésicos:
un par formado por un conjunto y una medida (7, x). Esto determina tres
categorias de problemas, segin los espacios de medida sean uno (calculo del
escalar o de la medida), dos (isomorfismo de medidas, producto de medidas
y proporcién multiple) y tres espacios de medida (funcién o proporcién
compuesta). A su vez, la posicién del valor desconocido determina cuatro
tipos de problemas: multiplicacién, cuoticién, particién y hallar el cuarto
término de una proporcién.

Planteamiento de la investigacién

En la investigacién que se describe en esta parte del capitulo, los datos que
se analizan son fracciones y los problemas que se plantean son sobre la divisién
de fracciones. Si bien, de acuerdo con la investigacién precedente, es de
esperar que los estudiantes enfrenten dificultades en el reconocimiento de
la operacién que resuelve los problemas y el uso de estrategias alternativas,
es poco lo que se sabe acerca de los factores que determinan esas dificultades
y comportamientos.

Variables de problema. En los afios en que se llevé a cabo el estudio que
nos ocupa no se disponia de investigaciones en las que se hiciera un andlisis
de la gran variedad de problemas escolares de divisién de fracciones y se
categorizaran desde la perspectiva conjunta de las variables de problema: las
formas o enunciados textuales que sugieren los subconstructos y contextos
fenomenolégicos de los nimeros racionales, por un lado, y los tipos de
problema que se siguen de la estructura multiplicativa, por otro. Estructura
y enunciados textuales son las dos variables de problema que se usan en este
estudio para categorizar en clases y subclases los problemas escolares de
operacién directa de divisién de fracciones.

Variables de resolucién. Por otra parte, tampoco se disponia de estudios
en los cuales se caracterizaran las actuaciones de los estudiantes al resolver
los problemas de divisién de fracciones desde una perspectiva conjunta de
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las variables de resolucién: los algoritmos de la divisién de fracciones y los
comportamientos ya observados en la investigacién precedente; a saber: la
falta de reconocimiento de la operacién de un determinado problema de
divisién de fracciones, evitar efectuar la operacién directa para resolver el
problema y preferencia por estrategias mas complejas. Las estrategias, los
algoritmos de divisién de fracciones y el evitar a hacer la operacién, son los
valores de la variable de resolucién a tener en cuenta para describir el
desempeiio de los estudiantes al resolver problemas de divisién de fracciones.

Con base en las aportaciones de la investigacién precedente como marco
tedrico y teniendo en cuenta las variables de problema, se planteé como
primera parte de la indagacién caracterizar los principales modelos (inter-
pretaciones) de la divisién de fracciones e identificar y recopilar los tipos de
enunciados de los problemas escolares de divisién de fracciones.

Para esta primera parte se utilizé la metodologia de analisis “histérico
epistemolégico” de los libros de texto y manuales escolares. Con esta meto-
dologia se pretende identificar y caracterizar los elementos constitutivos del
desarrollo y evolucién histérica y curricular de un determinado contenido
matemadtico escolar en diferentes momentos de la historia, con la intencién
de conocer lo que es o ha sido la préctica real de la ensefianza, ya que esos
documentos son los registros disponibles del conocimiento matemdtico en
un momento determinado de la historia.

Como segunda parte, se tomé como objetivo comparar los valores de la
variable de problema con los de la variable de resolucién observados en las
respuestas de una muestra conveniente de estudiantes de secundaria a un
cuestionario de ldpiz y papel con distintos tipos de problemas de divisién de
fracciones. Para esta comparacién se utilizé la metodologia del andlisis de
tareas ya descrita anteriormente.

Para guiar la investigacién se formularon varias preguntas e hipétesis,
entre ellas las siguientes:

*  ¢Cuiles son los tipos de problemas multiplicativos que los estudiantes
reconocen como problemas que se resuelven usando una divisién de
fracciones?

* ¢Cémo median los modelos (seménticos) de divisién y el tipo de
nimeros implicados en el problema a la hora de reconocer cuil es la
operacién que se necesita para resolverlo?

* ¢Cuiles son los algoritmos que usan preferentemente los estudiantes
cuando dividen fracciones?

Las hipétesis en relacién con esas preguntas fueron:

* Los tipos de problemas que los estudiantes reconocen como aquellos
que se pueden resolver con una divisién de fracciones dependen de
su estructura, de las formas textuales incluidas en el enunciado y del
tipo de datos.
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* Los modelos semanticos de la divisién y el tipo de datos implicados
en los problemas median obstruyendo o favoreciendo el reconoci-
miento de la operacién que es necesario hacer para resolver el
problema.

* Los estudiantes, cuando no reconocen que el problema es de divisién
directa, recurren a plantear un esquema cuaternario que conduce a un
método reglado (de regla de tres) y a métodos razonados que utilizan
estrategias alternativas.

En cuanto a las variables de problema se identificaron los modelos

semdnticos y formas o enunciados textuales asociados que se encuentran en

la Tabla 1.

Tabla 1
Formas textuales mds usuales de la division
o Formas textuales de divisién de nimeros Formas textuales de division de
Modelo seméntico .
naturales fracciones
o . . . Repartir la fraccién dividendo en un
Particién Partir o repartir en partes iguales

nimero fraccionario de partes iguales

Medida Averiguar cudntas veces cabe el divisor en el Averiguar cudntas veces cabe una
dividendo fraccién en otra

Inversién de la
multiplicacién
(aritmética)

Hallar un nimero entero que multiplicado por  Hallar una fraccién que multiplicada
el divisor da el dividendo por el divisor da el dividendo

Hacer el dividendo tantas veces menor
Inversion del factor Hacer el dividendo tantas veces menor como  como indica el numerador del divisor y
multiplicativo indica el divisor tantas veces mayor como indica el
denominador del divisor

Valor unitario desconocido: El nimero que es a

. la unidad como el dividendo es al divisor
Proporciéon . . 2
Valor unitario conocido: El nimero que es al

dividendo como la unidad es al divisor

Nota. Elaboracién propia.

En cuanto a los problemas, se hizo una bisqueda en los libros consultados
que dio lugar a un amplio listado que se depuré al organizarlos en torno a
las variables de problema: modelo semdntico, estructura y tipo de datos.

De este listado inicial, de 52 problemas multiplicativos, se extrajo una
seleccién para el cuestionario de ldpiz y papel que se aplicé a los estudiantes,
atendiendo a que hubiera un representante de cada valor de la variable de
problema, estructura y modelo semdntico. Se descartaron los problemas
correspondientes a la variable de modelo “particién” porque deja de tener
sentido cuando el divisor no es natural, y a la variable datos que no fueran
de division de fracciones por ser éstos los que interesaban para la investigacion.
También se descartaron los problemas de regla de tres, los de mas de una
etapa y los que tienen nimeros mixtos en los datos.
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Tabla 2

Problemas del cuestionario, caracterizacion y esquema de relaciones en juego

Problema 1. (Las dos cintas) La longitud de la cinta A4 es 3m yla de la cinta B
2

es 2 m. ;Cudntas veces la cinta A es tan larga como la cinta B?
Modelo: Medida. Estructura: Un espacio de medida, cdlculo del escalar.
Datos: £

[

Problema 2. (Peso de la torta) % de torta pesan % de kilo. ;Cudnto pesa la
torta?

Modelo: Proporcién de valor unitario desconocido. Estructura: Dos espacios
de medida, % = I. Tsomorfismo de medidas. Datos: 2

Problema 3. (La mesa de Ana) La superficie de la mesa de Ana es un
rectingulo que mide 2 de m2. Sabiendo que uno de sus lados mide S de
metro, averigua cuint® mide el otro lado. 7

Modelo: Inversion de la multiplicacion-factor perdido. Estructura: Producto
de medidas. Datos: %

Problema 4. (Ecuacién) Hallar el valor de x en la expresion: g = g

4
Modelo: Inversion de la multiplicacién-factor perdido. Estructura: un espacio
de medida, cilculo del escalar. Datos: 2 Descontextualizado

Problema de control: No forma

Problema 5. (Tarro de miel) En un tarro de miel caben 3 de kg. ¢Qué parte de Ia investigacion. Se

cantidad de miel hay en el tarro si esté lleno en sus 3 partes? incluyé en el cuestionario
8 definitivo con la intencién de
Modelo: Medida. Estructura: Dos espacios de medida, Multiplicacién con evitar que los estudiantes no
valor unitario conocido. Datos: £ consideren que todos los
Q problemas son de divisién

Problema 6. (Edades) Los 15 1 afios que tiene Julio son los 3 delaedad de
Luis; ¢cudntos afios tiene Luis? g

Modelo: Inversién de la multiplicacién-factor perdido. Estructura: Un espacio
de medida M. Célculo de la medida. Datos: £
(o}

Problema 7. (Porcién de torta) 1) 3 de torta pesa 2 de kilo. ;Cudnto pesa la
torta? 2) Si cada torta pesa 7 de Kilo, squé porci(')ngde torta tendré con ; de
kilo?

Modelo: Proporcién de valor unitario conocido. Estructura: Dos, Espacios de
Medida. Isomorfismo de M. Divisién con valor unitario conocido. Datos: °

Problema 8. (Trigo) Sabiendo que la cantidad de harina que se obtiene del
trigo es los U e su peso, y la cantidad de pan obtenido de la harina es 0] del
peso de ésta, ;cudnto trigo se necesita para obtener 1530 kg de pan?
Modelo: proporcién con valor unitario conocido (alternativamente, inversién
de la multiplicacién o factor perdido). Estructura: Tres espacios de medida.

Funcién compuesta. Datos: Z

Nota. Elaboracién propia. El problema 1 es tomado de Yamaguchi y Jwasaki (1999), y los problemas 2
y 7 son tomados de Rey Pastor y Puig Adam (1932, p. 211)
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Problemas del cuestionario

En la Tabla 2 se encuentran los problemas considerados en el cuestionario
para recopilar los datos de la investigacion; en ella se incluyen las caracteristicas
de los problemas considerados, asi como los esquemas que muestran las
relaciones en juego.

El cuestionario final se aplicé a 21 estudiantes de cuarto curso de la
ESO (Educacién Secundaria Obligatoria), de 12-16 afios, en un instituto
publico en Valencia. Para el andlisis de las respuestas se consideraron como
variables de resolucién las tres siguientes: esquema, método y algoritmo.
Esto conforma una terna que denominamos enfoque y que caracteriza la
actuacion de cada estudiante.

Algunos resultados

Los estudiantes de este grupo: 1) identifican mejor la divisién de fracciones
con la inversién de la multiplicacién o factor perdido, 2) tienen dificultades
para identificar la divisién de fracciones con una proporcién, pero parece
que reconocen mds ficilmente la de valor unitario conocido que la de valor
unitario desconocido, y 3) no identifican la divisién de fracciones con la
divisién medida, ya que en los problemas de medida tienden a dar respuestas
aditivas.

Figural

Estrategia de resolucion de Cristina al problema 1

Figura 1. Estrategia de resolucién de Cristina al problema 1

En la Figura 1 se puede ver la resolucién de Cristina’ al problema 1, este
es un ejemplo de una resolucién aditiva; a continuacién la transcripcién de
su escritura:

5 Los nombres de los estudiantes que aparecen en el documento son pseudénimos para proteger su

identidad.
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Transcripcion:

—m—06m
3 210 10 11

= = mem(5,7)=5-7=35
35 35 35

2
7

wn| w

2
7 m — 0’285 m

La cinta A es ;—; veces tan larga como la cinta B

Hay que hacer una resta porque para hallar [sic] la diferencia entre las dos se hacen las
restas. Se saca el minimo comin miltiplo porque no tienen las dos fracciones el
mismo denominador y por eso no se pueden restar

Hipétesis 1. La estructura de los problemas condiciona el reconocimiento
de la divisién de fracciones y el enfoque de su resolucién.

* En el caso de un sélo espacio de medida, problemas 1, 4 y 6, los
enfoques de resolucién mads frecuentes son: planteamiento y resolucién
de una ecuacién, y divisién directa.

*  Con respecto al isomorfismo de medidas, problemas 2, 5 y 7, el enfoque
de resolucién mis frecuente es el funcional de la regla de tres.

Hipétesis 2. Los modelos semanticos de la divisién influyen en el
reconocimiento de la divisién de fracciones como método para resolver el
problema.

* La divisién directa predomina en los problemas que corresponden al

modelo de medida.

* La regla de tres predomina en los problemas que corresponden al
modelo de proporcién, independientemente de si son de valor unitario
conocido como es el 2, como si son de valor unitario desconocido
como son el 7 y el 8. No obstante, los problemas 7 y 8 tienen una
estructura diferente. Asi, mientras que el problema 7, es de isomor-
fismo de medidas, el 8, que resulté de gran dificultad para los estu-
diantes, consta de mdas de una etapa, y es de tres espacios de medida.

* El método de ecuacién predomina en los problemas 3, 4 y 6, que
corresponden al modelo de inversién de la multiplicacién o factor
perdido.

Hipétesis 3. Los estudiantes, cuando no reconocen que el problema es
de divisién directa, recurren a plantear un esquema cuaternario que conduce
a un método de regla de tres o a métodos razonados que utilizan estrategias
alternativas.

Un ejemplo de estrategia alternativa es la resolucién de Estefania al inciso
1 del problema de la torta que aparece en la Figura 2, la cual se basa en el
valor complementario del peso conocido. Estefania resuelve el problema por
etapas. Dado que el total de la torta es 2 + % = 1, determina el peso de ;
mediante una regla de tres; en una segunda etapa calcula el peso de la torta
entera, sumando los pesos de = y .
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Figura2
Resolucion de Estefania al inciso 1 del problema 7

Otra estrategia alternativa consiste en reducir a la fraccién unitaria,
como se muestra en el ejemplo de Mercé que aparece en la Figura 3. Como
puede verse, Mercé a partir del valor del peso de % de torta, halla el peso de

= de torta (dividiendo por —) y para obtener el peso de toda la torta halla
el peso de ~ — multiplicando por %

Implicaciones parala ensefianza

Es usual en los libros de texto que la divisién de fracciones se trate siempre
de la misma manera, mediante un algoritmo (productos cruzados o invertir
y multiplicar) y en situaciones descontextualizadas. De hecho, los problemas
multiplicativos suelen aparecer al margen de las unidades didacticas destinadas
a las fracciones y son considerados como “una cosa aparte”, lo que hace que
pocos estudiantes asocien los problemas multiplicativos con la operacién de
divisién directa de fracciones y prefieran transitar por caminos intermedios
o alternativos.

Figura3
Resolucion de Mercé al problema 8
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La confirmacién de las hipétesis implica que la ensefianza de los
problemas multiplicativos debe tener en cuenta las variables de los problemas
y de ensefianza; es decir, del hecho de que los problemas tienen diferente
estructura y modelos semdnticos y formas textuales asociados, y de que hay
diferentes enfoques de resolucién, métodos y algoritmos, por tanto, su
ensefianza no puede ser igual, sino diferenciada para cada tipo de problema.

Por ejemplo, se deberia tener presente que existe una interrelacién entre
las variables de los problemas, las variables de ensefianza y las variables de
resolucién. Asi, hay que destacar en la ensefianza que problemas con diferente
estructura tienen modelos de divisién asociados distintos y, por tanto,
enfoques de resolucién también diferentes. Por consiguiente, no puede
organizarse la ensefianza asociando el mismo modelo de divisién ni el
mismo enfoque de resolucién a problemas con estructuras diferentes.

Mirando hacia adelante: Estudios de la tercera etapa

Con el propésito de considerar algunos de los desafios identificados en el
desarrollo de la aritmética escolar —especialmente en lo referente a la
transicién del uso de los nimeros naturales al de los nimeros racionales—,
en 2015 se dio inicio, como se mencioné al comienzo de este capitulo, a la
tercera etapa de colaboracién entre los investigadores autores de este texto.

En esta etapa, los autores han colaborado llevando a cabo estudios
relacionados con dos lineas principales de investigacién y desarrollo. Por un
lado, se han hecho indagaciones enfocadas en los numeros racionales,
especificamente sobre las fracciones y la resolucién de problemas verbales.
Por otro lado, dichas indagaciones han facilitado la integracién de tecnologias
digitales y el desarrollo de propuestas metodolégicas para la resolucién de
problemas verbales, con el objetivo de mejorar la ensefianza y el aprendizaje
de las fracciones en diferentes niveles educativos y promover el desarrollo
de habilidades en el proceso de resolucién de problemas.

Las siguientes secciones contienen resultados derivados de la primera
indagacién de la tercera etapa, cuyo objetivo fue caracterizar el desempefio
de estudiantes mexicanos de bachillerato (15 a 17 afios de edad) al resolver
problemas verbales relacionados con fracciones. Asimismo, se expone el
método de lecturas analiticas y su relacién con la resolucién de problemas
verbales, destacando su uso para analizar los procesos de resolucién de un
problema, en particular los usados por los estudiantes.

Indagacién sobre resoluciéon de problemas con fracciones

El estudio de las fracciones comienza formalmente en la educacién bésica.
En México, Espana y otros paises se inicia la ensefianza de este concepto
cuando los nifios tienen alrededor de 8 afios de edad. Desde entonces, su
estudio continda en el nivel secundario, media superior (bachillerato) y
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superior o universitario hasta llegar al conocimiento de los nimeros racionales.
Por ello, se espera que al iniciar el bachillerato los alumnos hayan construido
conocimiento y desarrollado habilidades especificas y suficientes para ser
competentes en actividades en las que las fracciones juegan diferentes papeles.
Una de las preguntas que guia esta indagacién es: ¢qué conocimiento sobre
las fracciones han construido los alumnos de bachillerato que les permite
resolver problemas verbales?

Para dar respuesta a la pregunta anterior se disefié un cuestionario con
una serie de problemas en los que se usan fracciones. El cuestionario fue
aplicado en diferentes centros educativos de nivel media superior en la
Ciudad de México. Parte de los resultados de ese estudio se presentaron en
congresos y publicaciones, ver por ejemplo Valenzuela et al. (2022).

En dicha investigacién se consideré la aplicacién y anilisis de tres
problemas verbales, y los objetivos fueron: 1) determinar las diferencias por
edad y tipo de bachillerato en cuanto al éxito en la resolucién de problemas
con fracciones, y 2) analizar los procesos de resolucién de los estudiantes
segun el tipo de problema, la edad y tipo de bachillerato.

El tipo de bachillerato se distingue porque en México existen princi-
palmente tres: 1) el bachillerato general, cuyo propésito es preparar a los
estudiantes para su ingreso a la universidad, 2) el bachillerato tecnolégico
que proporciona un certificado en diferentes dreas tecnoldgicas, y, ademds,
los prepara para su ingreso a la universidad; y 3) el bachillerato técnico pro-
fesional proporciona un certificado profesional como técnico.

En el disefio y en el proceso de resolucién de un problema verbal se
pueden identificar algunas variables, entendidas como las caracteristicas del
problema mismo que pueden influir en el proceso de resolucién del
estudiante. Puig y Cerddn (1988) identifican tres tipos de variables que
pueden ser de interés al tratar con problemas verbales: las variables sinticticas,
las de contexto y las de contenido. Para el disefio y caracterizacién del tipo
de problemas verbales que se aplicaron, se tomaron como base los estudios
de Gémez et al. (2016) y la caracterizacién de problemas en un contexto de
herencia, en los que cada heredero recibe una porcién de una cantidad
conocida, o el legado se divide proporcionalmente. El contenido que subyace
en ese tipo de problema es referente a la fraccién, en particular, segtin los
estudios de Freudenthal (1983) y Kieren (1980) se identifica el uso de la
fraccién como operador y fracturador. Los problemas que se propusieron se
muestran en la Figura 4.

Como puede verse en la Figura 4, los tres problemas (P1, P2 y P3) tienen
una estructura similar. Una diferencia es que P2 es de dos etapas, por lo que
el proceso de redefinicién del todo y el uso de la fraccién como operador
aparece dos veces. Otra diferencia aparece en P3, en el que se asigna una
cantidad a la parte de una parte desconocida.
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Figura 4

Problemas propuestos en el cuestionario aplicado a alumnos de bachillerato en México

Nota: Los colores en los enunciados indican lo siguiente: Rojo- aparece la idea de un todo y de
partes-; Morado- la fraccién puede usarse como fracturador (parte-todo)-; Verde- la fraccién puede
usarse como operador y redefinir el todo-; Amarillo- una medida es asignada a una de las partes-;
Azul- identificacién del todo y su medida (valor de magnitud o cantidad)-.

Los resultados que se describen corresponden a la aplicacién de una
prueba a 180 estudiantes de 16 afios y 78 estudiantes de 17 afios, quienes
cursaban el bachillerato en diferentes instituciones de la Ciudad de México,
ya sea en modalidad general o técnica. Considerando la totalidad de la
muestra, el éxito en la resolucién de los problemas es bajo (ver Figura 5), ya
que 13.17% del total tuvo éxito al resolver P1, solo 3.30% resolvié correc-
tamente P2 y 35.45% respondié correctamente P3. Cabe sefialar que, para
la resolucién de este dltimo problema, los estudiantes emplearon principal-
mente métodos de prueba y error. En cambio, los procesos que siguieron
para los otros dos problemas estin asociados principalmente a procesos
aritméticos y en pocos casos algebraicos, apoyindose en ambos casos en
representaciones graficas.

Figura5
Exito obtenido: a) por edad, b) por tipo de bachillerato

Nota. Elaboracién propia

Al hacer la comparacién del éxito obtenido por edad y por tipo de
bachillerato, de acuerdo con cada problema, pudo observarse que los alumnos
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de 16 afos tuvieron mayor éxito al resolver los problemas P1 y P2, mientras
que los alumnos de 17 afios tuvieron mayor éxito al resolver P3 (ver Figura
5a). Aparentemente los alumnos de mayor edad recurrieron a métodos de
prueba y error. Con respecto al éxito obtenido por tipo de bachillerato, pudo
observarse que tuvieron mayor éxito los alumnos del bachillerato general
(Figura 5b).

Entre los resultados de este estudio se tiene que los estudiantes pertene-
cientes al bachillerato general y con menor edad obtuvieron mayor éxito en
la resolucién de los problemas. Ademas, pese a que los cursos estin enfocados
en el estudio del dlgebra, los estudiantes generalmente no utilizaron métodos
algebraicos para resolver los problemas, sino que, emplearon procedimientos
aritméticos para resolver P1y P2,y estrategias de ensayo y error para resolver
P3, conocimientos y habilidades asociados principalmente a lo que se estudia
en la educacién primaria. Aunado a esto, pudieron identificarse dificultades
en el proceso de comprensién del problema; en los tres problemas los estu-
diantes tuvieron dificultades para interpretar el sintagma “lo que queda”y
asociarlo con el uso de la fraccién como operador, en el que se hacen partes
de partes y redefiniciones del todo.

Por lo anterior, es necesario continuar investigando la problematica
relacionada con la ensefianza y el aprendizaje de las fracciones, desde la
educacion bisica hasta la educacién superior. En particular, resulta crucial
indagar sobre la ensefianza de la fraccién como operador, dado que existe
evidencia de las dificultades asociadas a este uso. Asimismo, es importante
proseguir con investigaciones centradas en la resolucién de problemas.

En este contexto, y con base en la literatura existente, se han propuesto
las lecturas analiticas como un método para desarrollar habilidades de
estudiantes durante el proceso de resolucién de problemas, facilitar el analisis
del proceso que siguen al resolverlos y contribuir al desarrollo de sistemas
tutoriales inteligentes®.

El Método de Lecturas Analiticas y la resolucién de problemas
verbales

Los problemas verbales forman parte esencial de la educacién matemadtica,
una tradicién que se remonta a tiempos antiguos, como lo evidencian los
registros de civilizaciones como la egipcia, china, india y griega, entre otras
(Swetz, 2009). De acuerdo con Verschaffel et al. (2020), un problema verbal
se define como una representacion textual de una situacién que incluye
datos numéricos, los cuales deben ser procesados mediante operaciones
matemadticas para responder a las cuestiones planteadas.

5 Este estudio, junto con el anterior se enmarca en el proyecto autonémico CIAICO 2022/154.
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Para Puig y Cerdan (1988) el proceso de resolucién de un problema es
“la actividad mental desplegada por el resolutor desde el momento en que,
siéndole presentado un problema, asume que lo que tiene delante es un
problema y quiere resolverlo, hasta que da por acabada la tarea” (p. 8). Para
estos autores existen dos niveles para analizar el proceso de resolucién de un
problema, uno es el microscépico y otro el macroscépico. En el microscépico
se examinan conductas aisladas o concretas. Mientras que, en el nivel de
descripcién macroscépico se observa la totalidad del proceso de resolucién.
Dicho proceso se describe por fases, siendo estas la lectura, comprensién,
traduccién, cdlculo, solucién y revisién-comprobacién.

Basindose en las ideas de Puig y Cerddn (2014), quienes sostienen que
para traducir el enunciado de un problema verbal al lenguaje matematico es
necesario reescribir el texto del problema de manera que las cantidades
involucradas queden claramente explicitas y sus relaciones se expresen
mediante una férmula aritmética o algebraica, se puede afirmar que esta
reformulacién se fundamenta en los métodos de analisis-sintesis o en el
enfoque cartesiano. Este proceso implica una lectura profunda y detallada
del problema, conocida como lectura analitica. En este sentido, Gémez et al.
(2016) explican que hacer una lectura analitica implica reducir el enunciado
del problema “a una lista de cantidades y de relaciones entre cantidades de
modo que puede dar lugar a una ecuacién o a una férmula” (p. 588).

Las ideas antes descritas condujeron a la definicién de un método en el
contexto de la resolucién de problemas al que se denominé Método de
Lecturas Analiticas. Se trata de una estrategia pedagégica que utiliza
estructuras de grafos jerdrquicos (drbol) para representar y analizar conceptos,
relaciones y estructuras de informacién obtenidas a partir de una lectura
analitica, lo que permite visualizar la interconexién de ideas mediante nodos
y aristas, facilitando la comprension, el razonamiento légico y la toma de
decisiones a partir de datos complejos.

El Método de Lecturas Analiticas se divide en cinco pasos: 1) la lectura
del problema, 2) la construccién del diccionario de cantidades conocidas y
desconocidas, asi como las posibles relaciones que se establecen entre ellas
para encontrar el valor de la incégnita o valor desconocido, 3) la representacion
de relaciones utilizando grafos tipo drbol, que tienen ciertas propiedades, 4)
efectuar los cdlculos con la ayuda del grafo-drbol, y 5) dar respuesta al
cuestionamiento en el enunciado del problema y comprobacién de su
veracidad.

Segtin Roy y Roth (2016), un drbol es una estructura de datos que consta
de nodos conectados por aristas, con la propiedad de no contener ciclos.
Para el método de lecturas analiticas, se utiliza especificamente un arbol
binario enraizado, en el que hay un nodo superior, cominmente conocido
como raiz del drbol, y cada nodo esta vinculado a cero o dos nodos sucesores.
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Los nodos sin nodos sucesores se denominan hojas. Al resolver un problema
los nodos muestran las variables involucradas en el enunciado y las aristas
las relaciones entre ellas. Asi, un grafo tipo drbol permite tener una
reproduccién visual de la lectura analitica de un problema verbal.

Figura 6

Lecturas analiticas que representan una resolucion aritmética: a) directa, b) indirecta

Este método, como ya se mencioné, puede emplearse para distintos
fines: 1) en la instruccidn para desarrollar habilidades en la resolucién de
problemas, 2) en la evaluacién e investigacién para analizar los procesos que
los estudiantes llevan a cabo al resolver problemas, y 3) para el disefio de
sistemas tutoriales orientados a la resolucién de problemas.

En este capitulo se expone un ejemplo de su uso para analizar procesos
de resolucién de estudiantes de bachillerato, tomando como referencia el
problema P1 de la Figura 4. Para este uso del método es fundamental
interpretar la mayor cantidad posible de procesos que los estudiantes
pudieran seguir, lo que se hace ya sea antes, o bien durante y después de la
recoleccién de datos. Esto es necesario porque un mismo problema puede
ser interpretado desde diferentes lecturas analiticas, dependiendo del razo-
namiento del resolutor y de cémo relacione las cantidades involucradas. A
continuacién, se muestran tres prototipos de procesos de resolucién diferentes
para P1.

Como puede verse en el cilculo de la lectura analitica del P1 que se
expone en la Figura 6, las expresiones que surgen para establecer las relaciones
entre las cantidades son aritméticas, por ello, la lectura analitica de dicho
proceso se caracteriza de la misma manera. El proceso de resolucién se
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clasifica como directo o indirecto, segun si las relaciones entre las cantidades
se establecen respetando o no el orden en el que éstas aparecen en el enun-
ciado del problema. Una lectura analitica de naturaleza algebraica puede
verse en la Figura 7.

Una diferencia entre los procesos algebraicos y aritméticos que puede
notarse en los grafos es que la incégnita principal, que responde a la
pregunta del problema, puede aparecer mds de una vez en los nodos del
grafo cuando la resolucién es algebraica; pero, cuando ésta es aritmética sélo
aparece en el nodo que representa la raiz del drbol.

Figura 7

Lectura analitica que representa una resolucion algebraica

Las lecturas analiticas son utilizadas para interpretar los procesos que
siguen los estudiantes al resolver un problema. Por ejemplo, uno de los errores
mds comunes que los estudiantes de bachillerato cometieron al responder el
P1 es el que se observa en la Figura 8. En ese proceso aritmético de resolucién
no hay un reconocimiento de la fraccién como operador y la redefinicién
del todo asociados al sintagma “de lo que queda”, esto hace que los datos en
el recuadro rojo no sean interpretados. En cambio, el dato del recuadro
verde da cuenta del nimero de partes en las que se divide la longitud del
poste, o sea, se reconoce solo la fraccién como fracturador, y por eso, esas
dos cantidades se relacionan multiplicando 2.7 —la longitud de una parte
—por 3 —nimero de partes en las que se divide la longitud del poste —.

Una de las hipétesis que se siguen probando es que, cuando los
estudiantes usan el método de lecturas analiticas como herramienta para
resolver problemas verbales, ya sea con lipiz y papel o a través de sistemas
tutoriales inteligentes, desarrollan habilidades que le permiten, principal-
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mente, reconocer, entender y explicar las relaciones entre las cantidades que
aparecen en el enunciado de los problemas.

Figura8
Ejemplo del proceso de resolucion del P1 de estudiantes de bachillerato

Consideraciones finales

En este capitulo se han descrito tres estudios que muestran una ruta seguida
a lo largo del tiempo para comprender con mds profundidad los procesos
que llevan a cabo los alumnos de los distintos niveles educativos para
construir conocimientos relacionados con la aritmética de los ndmeros
racionales y desarrollar habilidades para usar esos nimeros en la resolucién
de una variedad de problemas que conllevan diversos niveles de complejidad.
Ha quedado claro en este proceso que el trinsito del uso de los nimeros
naturales al de los nimeros racionales es un proceso complejo que requiere
de la intervencién de los docentes para apoyar a los alumnos a recorrer ese
camino. Por ello, uno de los principales objetivos de los proyectos de inves-
tigacién llevados a cabo fue identificar los aspectos y elementos y contar con
explicaciones que sirvieran a los docentes de los diferentes niveles educativos
para estructurar secuencias de ensefianza que favorezcan la construccion de
conocimientos sobre los nimeros racionales de forma mds accesible. La
ultima seccién de este capitulo traza una ruta para continuar la colaboracién
entre investigadores de México y Espaia centrada en el estudio de la
resolucién de problemas verbales mediante el método de lecturas analiticas
y el uso de tecnologia.
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Abstract

This chapter presents an overview of the contributions to the concept of the
derivative made by the authors, which reflect a fruitful collaboration between
researchers from Spain and Mexico. The specific topics addressed have been driven
by the needs and interests of the team of authors, so they have addressed differential
calculus concepts using APOS theory tools. Through the chapter it is possible to
follow the evolution of the researchers focus on the different research studies, starting
from the development and refinement of a genetic decomposition for derivatives.
followed by a rigorous approach to the graphic derivative schema and leading to a
deep analysis of the thematization mechanisms involved in the thematization of the
mentioned schema.

Keywords
Differential calculus, graphic derivative Schema, APOS theory, Schema thematiza-
tion, thematization mechanisms.

Historia de la colaboraciéon
Las diversas colaboraciones que han llevado a la formacién del equipo de
investigacién que conforman las autoras de este trabajo estuvieron motivadas
por el interés compartido en la teorfa APOE (Accién, Proceso, Objeto y
Esquema), especialmente en su aplicacién a los contenidos del célculo
diferencial, con un énfasis particular en la comprensién de la derivada. Los
encuentros entre las investigadoras tuvieron lugar a lo largo de diferentes
etapas de su trayectoria profesional, lo que permitié que el grupo se conso-
lidara gradualmente. Al igual que otros equipos de colaboracién, este se fue
formando mediante encuentros académicos a lo largo de su formacién
predoctoral y en su posterior consolidacién como investigadoras en el drea.

El primer contexto de encuentro se remonta a la etapa de formacién
doctoral de dos de las autoras. Desde 1999 y hasta la fecha, Gloria Sénchez-
Matamoros y Edelmira Badillo han coincidido en el Grupo de Investigacién
de Anilisis Matematico (GIDAM) de la Sociedad Espafiola de Educacién
Matemitica (SEIEM). Este seminario permanente anual del GIDAM, que
redne a investigadores expertos y noveles interesados en el estudio de teorias
para abordar problemas de investigacién sobre la ensefianza y el aprendizaje
de temas relacionados con el pensamiento matemadtico avanzado, les permiti6
conocer y profundizar, entre otras teorias, en las herramientas tedricas y
metodoldgicas de la teoria APOE.

El interés comin en el estudio de la derivada, centrado en la comprensién
mostrada por los estudiantes de bachillerato y primer curso de universidad
(en el caso de Gloria) y en la comprensién de los profesores de matematicas



M. TRIGUEROS, E. BADILLO, G. SANCHEZ-MATAMOROS & L. A. HERNANDEZ-REBOLLAR 127

en ejercicio (en el caso de Edelmira), les permiti6é avanzar juntas y profun-
dizar en la lectura de los trabajos que publicaban los participantes del grupo
RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Education Community),
del cual Marifa formaba parte. De manera especial, en el GIDAM se discutian
e incorporaban las contribuciones centradas en la comprensién del esquema
de la derivada y el esquema gréfico de la derivada, estudios en los que Maria
habia participado como autora (por ejemplo, Asiala et al., 1997; Cooley et
al., 2007). Es asi como desde diferentes enfoques de investigacién, se
profundiza y se hacen aportaciones a la teoria APOE, refinando algunas de
sus herramientas a partir de los resultados de los estudios realizados en el
seno del GIDAM vy de las ideas discutidas en los espacios de encuentro
anual sobre diversos aspectos relacionados con la comprensién de la derivada:
tipos de tareas, enriquecimiento de las descomposiciones genéticas de la
derivada, contribuciones al andlisis de los esquemas de la derivada, entre
otros.

En octubre de 2010, Viceng Font y Edelmira Badillo fueron invitados
por la Embajada de Espafia en México a participar en las Jornadas Binacio-
nales México-Espafia para la Ensefianza de las Matematicas en el Colegio
Madrid de México. Estas jornadas fueron el contexto en el que coincidieron
con Maria Trigueros e Ivonne Sandoval, quienes también participaron
como ponentes representantes de México. Este encuentro marcé un itinerario
de colaboracién entre Edelmira, Maria y Viceng, centrado en la revisién de
la descomposicién genética (DG) de la derivada, que era uno de los resultados
de la tesis doctoral de Edelmira (Badillo, 2003). Esta DG de la derivada fue
refinada de la propuesta por RUMEC, incorporando elementos semidticos
del Enfoque Ontosemiético de la instruccién matemidtica (EOS). De aqui
nacen las primeras colaboraciones conjuntas que se inician con una conver-
sacién en el evento y, posteriormente, se sella en una cena agradable en la
que decidieron compartir sus conocimientos sobre APOE y el EOS,
asumiendo el reto de usar el contexto de la revisién de la DG de la derivada
propuesta por Edelmira para establecer un diilogo entre dichas teorias.

Poco tiempo después se retinen en Barcelona para continuar este trabajo
que resulté muy interesante y que les acercé mucho. Satisfechos con los
resultados obtenidos decidieron presentarlos como comunicacién en el
Simposio de la SEIEM (Font et al., 2012). Un avance sobre el uso compa-
rativo del EOS y APOE, mostrando tanto similitudes y diferencias como
dificultades y potencialidades en el uso conjunto de las herramientas teéricas
y analiticas fue publicado en el capitulo del libro de GIDAM de la SEIEM
(Badillo et al., 2015) y, finalmente, el articulo dedicado a las aportaciones
sobre la conexién entre teorias en el refinamiento de la DG de la derivada
se publicé en la revista Educational Studies in Mathematics (Font et al.,

2016).
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Gloria conocié a Maria en el congreso PME de 2006, después de haber
estudiado a fondo los trabajos que Maria habia realizado junto a Bernie
Baker y Laurel Cooley, miembros del grupo RUMEC, sobre el uso de la
derivada en el esbozo de las grificas de funciones. Estas investigadoras
exploraron la interaccién de dos esquemas de la teoria APOE y analizaron
las relaciones entre los distintos conceptos involucrados en este problema
(Baker et al. 2000). En estos trabajos, las autoras antes mencionadas, abor-
daron el tema de la derivada y de su uso en la construccién de gréficas utili-
zando limites, continuidad y derivadas sucesivas para comprender el
comportamiento de la grafica de una funcién. Su colaboracién consistié en
mostrar las dificultades de los estudiantes ante este tipo de problemas, iden-
tificados como construccién del “esquema gréfico de la derivada”, y al analizar
sus respuestas, surgi6 la necesidad de considerar, ademds de las propiedades
de la derivada definidas en el esquema de este concepto, el esquema de los
intervalos y subintervalos del dominio de la funcién y su relacién con el
comportamiento de la funcién en estudio.

Posteriormente, las mismas autoras, Baker, Cooley y Trigueros, se
preguntaron por la posibilidad de estudiar la tematizacién del Esquema
propuesto para el grifico de la derivada, considerando la posibilidad de
cambiar las condiciones iniciales en diferentes intervalos del dominio de la
funcién para que los estudiantes actuaran sobre el esquema en términos de
los cambios en las relaciones encontradas (Cooley et al., 2007). En esa
ocasién trabajaron con estudiantes avanzados en el curso de cilculo y en un
curso de andlisis.

Los resultados encontrados mostraron la dificultad de este problema,
que Gnicamente pudo ser resuelto por una estudiante que habia terminado
con éxito un curso de andlisis. Por su parte, mis adelante, Gloria retomo el
mismo tema, centrindose en el andlisis de las relaciones l6gicas que se
establecen en y entre los elementos matemdticos implicados en el esbozo
de los grificos de funciones y su derivada (Garcia et al., 2011; Sanchez-
Matamoros et al., 2006, 2008, 2013).

Este interés comun dio lugar a que, unos afios después, Gloria y Edelmira
invitaran a Marfa a Barcelona para colaborar en el anilisis de la tematizacién
del problema de esbozar la grafica de una funcién, junto con Claudio Fuen-
tealba, un estudiante chileno que estaba realizando su tesis doctoral bajo su
direccién (Fuentealba et al., 2019). Aclaramos que, en la teoria APOE, la
tematizacién de un esquema se entiende como el mecanismo mediante el
cual dicho esquema se transforma en un objeto. Esta transformacién tiene
lugar cuando es posible ejercer acciones o procesos sobre el propio esquema.
Por ejemplo, al operar con €I, se puede descomponer y reconstruir en funcién
de los cambios en las condiciones de un problema, lo que permite comparar
esquemas que comparten los mismos componentes, pero presentan relaciones
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distintas entre ellos (Cooley et al., 2007). El resultado de esta colaboracién
fue un par de articulos sobre el anilisis del esquema de la derivada de estu-
diantes universitarios (Fuentealba et al., 2016; Fuentealba et al., 2017) y la
participacién con comunicaciones en congresos del drea. Ademds, surgié la
necesidad de integrar los mecanismos de tematizacién del concepto
propuestos por Piaget y la teoria APOE, con el fin de explicar las distintas
estrategias adoptadas por los estudiantes que participaron en el estudio al
resolver tareas complejas que involucran el esquema grafico de la derivada
(Fuentealba et al., 2022).

El primer encuentro entre Lidia Herndndez-Rebollar y Maria tuvo lugar
en la ciudad de Puebla, México. Una colega en comin le mencioné a Maria
el interés de Lidia por adentrarse en el campo de la Educacién Matemitica.
La relacién entre ellas surgié con facilidad y juntas estudiaron el axioma del
supremo. El fruto de esta colaboracién fue un articulo publicado en la revista
Educacion Matematica (Herndndez & Trigueros, 2012). A esta colaboracién
le siguieron otras relacionadas con la participacién de Maria en congresos y
eventos desarrollados en la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
(BUAP). En 2022, Maria se integré a esta universidad como profesora visi-
tante e inmediatamente se reanudé su colaboracién con Lidia. En esta
ocasioén, realizaron una descomposicién genética del limite de una funcién
en un punto, que difiere de otras publicadas anteriormente porque en ella se
incluye el papel que juegan las representaciones en el estudio del limite,
considerando los tipos de representaciones semiéticas de Duval (1996). Los
resultados de este andlisis se publicaron en la revista Enserianza de las Ciencias
(Hernandez et al., 2023).

La ultima colaboracién en el tiempo y la primera de las cuatro autoras
juntas surgié a partir de la invitacién para escribir un articulo en un nimero
especial de la revista ZDM, dedicado a la colaboracién entre investigadores
de Espafa y Latinoamérica. Este articulo se basé en los estudios realizados
previamente sobre la comprensién del esquema de la derivada y las lineas
abiertas sobre la tematizacién del esquema. La incorporacién de Lidia al
equipo, dada su experiencia en la teoria APOE y su interés por analizar la
comprensién de la derivada exhibida por profesores de matemiticas que
realizaban estudios de posgrado en Educacién Matematica en la BUAP, se
alined con el interés de las otras autoras de analizar altos niveles de
comprensién del esquema de la derivada con estudiantes del mdster en
formacién del profesorado de matemadticas en Espafia. Las aportaciones
mis relevantes del estudio sobre el esquema grafico de la derivada incluyen
el analisis en profundidad de la construccién de relaciones entre las
estructuras del Esquema y los mecanismos de asimilacién y acomodacién
involucrados en la tematizacién segin la teoria APOE (Trigueros et al.,

2024).
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Investigaciones desarrolladas por el grupo
Refinar una descomposiciéon genética de la derivada: EOS-APOE

En el primer encuentro de Maria con Edelmira y Viceng conversaron sobre
la teoria APOE, que era un tema de interés para ellas y él y, en particular,
sobre el trabajo de doctorado de Edelmira que versé sobre la nocién de
derivada en el cilculo (Badillo, 2003). Durante esa conversacién surgieron
dos cuestiones de interés comun: ;Cémo comparar y coordinar los resultados
de las teorias EOS y APOE como lentes del andlisis didéctico? ¢es posible
relacionar estas teorias a través de la comparacién del significado de “objeto”
y “esquema” que aparecen como estructuras en ambas teorias? Ambas
preguntas se dirigen a la comprensién de la naturaleza de los objetos
matemdticos y su participacién central en la actividad matematica y, por
ende, en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Conscientes de que las diferentes teorias conceptualizan estas nociones
de distinta manera, los problemas de investigacién que se proponen estudiar
cada una de ellas y la interpretacién de los resultados que se obtienen son
asimismo distintos. La clarificacién de los aspectos que cada una de ellas
atribuye al “objeto”, su naturaleza, su proceso de formacidn, sus distintos
tipos y la forma en que se utilizan en la actividad matemitica, que son
centrales en la ensefianza y aprendizaje, se consideraron de importancia y
de utilidad en la comparacién y la posibilidad de coordinacién de ambas
teorias. Asi, se utilizan los principios de comprensién de ambas teorias y de
comparacién y contrastacién para estudiar la posibilidad de llevar a cabo
una coordinacién local entre ellas (Bikner-Ahsbahs & Prediger, 2010).

En la teoria EOS, la actividad matemdtica se modela en términos de
configuraciones de objetos y procesos primarios puestos en juego en la prictica.
Una prictica consiste en una serie de acciones orientadas hacia un objetivo
y reguladas institucionalmente. El término “objeto” se usa para referirse a
una entidad que estd involucrada en una prictica matemadtica. Los objetos
primarios son: problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedi-
mientos y argumentos. A través de relaciones, estos objetos primarios
forman una configuracién. Ademads, cada objeto tiene asociado un proceso y
cualquier configuracién se puede describir desde una perspectiva personal o
institucional. En la teoria APOE, en cambio, el foco principal es la actividad
del sujeto, y en ella las estructuras Accién, Proceso, Objeto y Esquema se
definen para determinar la forma en que el sujeto se aproxima a la actividad
matemadtica. Estas estructuras describen la construccién del Objeto y, en el
caso del Esquema, la construccién de relaciones entre todas estas estructuras.
En APOE no se distingue la estructura objeto de la teoria del objeto
matemdtico, puesto que entre ellos hay una dialéctica que no permite
distinguir uno del otro. La construccién del conocimiento en la teoria
APOE sigue una secuencia de construcciones de distinto nivel, pero que no
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se construye de manera lineal: se construyen Acciones que se interiorizan en
Procesos, los Procesos pueden coordinarse con otros Procesos para formar
uno nuevo e invertirse en las Acciones que les dieron lugar, los Procesos se
encapsulan en Objetos sobre los cuales pueden aplicarse nuevas Acciones.
Un Esquema es una coleccién de Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas
entre las cuales se construyen relaciones de correspondencia, de transformacién
y de conservacién que determinan su nivel de evolucién. Cuando el Esquema
se tematiza, el resultado es un nuevo Objeto sobre el cual pueden hacerse
nuevas Acciones. Los mecanismos que intervienen en los cambios del
conocimiento de un sujeto se relacionan todos con la abstraccién reflexiva
definida en la teoria del conocimiento de Piaget (Piaget & Garcia, 1983).
En la teoria APOE, el aprendizaje requiere de la aplicacién de transforma-
ciones a Objetos previamente construidos y a través de esas transformaciones
se construyen nuevos objetos cognitivos.

Siguiendo la recomendacién de la metodologia mencionada anterior-
mente, se decidié usar el objeto matemadtico derivada en el Calculo Diferencial
de funciones reales como contexto para la reflexién y el anélisis requeridos
en la comparacién y posible coordinacién entre estas teorias. De esta manera
se abri6 la puerta a una posible complementacién de las dos teorias a través
de cémo la nocién de “Objeto” se describe en ambas teorias y de su papel
en la construccién y comprensién del Objeto derivada.

Dado que Edelmira y Viceng habian trabajado sobre el concepto de
derivada con la teoria APOE y con la teoria EOS (Badillo et al., 2011),
respectivamente, y Marfa habia estudiado la construccién de la grifica de
una funcién a través del uso de la derivada (Baker et al., 2000), se considerd
que era un objeto matemdtico propicio para guiar el trabajo de analisis con
las dos teorias y se invité a Norma Rubio, quien trabajaba con Viceng en ese
momento a colaborar con el grupo. Ademds, Edelmira habia desarrollado
una DG del concepto y en la discusién se consideré conjuntamente que, si
bien ésta es un elemento de la metodologia de APOE, podria jugar un papel
fundamental como contexto de reflexién dado que proporcionaba, de manera
detallada, la descripcién de la construccién del objeto matemadtico y esta
facilitaria el uso de EOS como una lupa para conducir el andlisis desde su
perspectiva y retroalimentar el conocimiento de los elementos clave de las
dos teorias para todos los autores de este trabajo.

Mis ain, dado que en la DG se especifican los mecanismos requeridos
en cada una de las construcciones, consideramos que, en términos de la teoria
EOS, la comparacién podria hacerse con los procesos y objetos primarios de
dicha teoria. Por ejemplo, determinar el papel de los mecanismos entre las
estructuras de APOS y contrastar con las pricticas y configuraciones que
describen la emergencia de objetos en EOS, y asi intentar una coordinacién
local entre las dos teorias y lograr con ello una comprensién mas profunda de
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la dindmica del aprendizaje. Ademis, la DG permite identificar y dar sentido
a las dificultades de los estudiantes, asi que la comparacién de esta infor-
macién con la que puede obtenerse utilizando EOS, permitiria abrir nuevas
perspectivas de reflexion, entender sus causas y encontrar nuevas formas de
abordarlas a partir de los principios fundamentales de esta teoria (Godino
et al., 2007) y de incluir el punto de vista institucional que estd ausente en la
teoria APOE, aunque no en su metodologia de investigaciéon ni en su
metodologia didéctica.

Un resultado obtenido de esta comparacién fue una reflexién profunda
sobre la naturaleza de las nociones de “objeto” y “esquema” en ambas teorias.
Para EOS la dualidad institucional-personal es central en la distincién de
las configuraciones epistémicas de los objetos primarios desde el punto de
vista institucional, asi como distinguirlas de las configuraciones cognitivas
de los objetos primarios desde el punto de vista individual. Los objetos
matemdticos se consideran como el resultado del trabajo de los matematicos
quienes muestran sus construcciones mentales explicitamente a través de la
comunidad matemdtica. En APOE, las estructuras mentales se consideran
simultineamente mentales y matemdticas debido a la relacién dialéctica
entre ellas, de manera que el objeto estudiado y el construido es el mismo
(Dubinsky, 1997; Arnon et al., 2014). Por otra parte, la teoria APOE tiene
una componente didactica, el ciclo ACE (Actividades, discusién en Clase y
Ejercicios), que ofrece multiples oportunidades a los aprendices de reflexionar
en un ambiente colaborativo y construir asi las estructuras cognitivas, inclu-
yendo al objeto. El ciclo ACE articula una propuesta didictica basada en
tres tipos de actividades que fomentan la construccién progresiva del
pensamiento matemadtico. Este ciclo inicia con Actividades que los estu-
diantes resuelven en grupos pequefios, seguidos de una discusién grupal en
Clase con el profesor y Ejercicios que se hacen en casa. Por su parte, la posicién
de EOS es el constructivismo convencionalista inspirado en Wittgenstein
(1976). Los objetos emergen de la préctica en dos niveles. En el primer nivel,
las representaciones (lenguaje), las definiciones, proposiciones, procedi-
mientos, problemas y argumentos, que son los objetos primarios, emergen y,
posteriormente, en un segundo nivel emerge un Gnico objeto, la configuracién,
que puede asociarse con diferentes representaciones, definiciones equivalentes,
propiedades, etc.

Los objetos en APOE resultan de las construcciones de los individuos
cuando reflexionan sobre sus acciones en las distintas tareas matematicas
relacionadas con el objeto en cuestién, hacen suyas esas acciones y las interio-
rizan en un proceso, y este se encapsula en un objeto. El punto de vista
institucional se toma en consideracién de dos maneras: mediante el recono-
cimiento de que son el resultado del trabajo de los matemadticos, que informa
la DG y a través del ciclo ACE, la componente didéctica de esta teoria.
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Desde el principio, los autores discutieron la forma de llevar a cabo el
andlisis. Se consideré que tomar un concepto especifico que hubiera sido
estudiado desde las dos teorias podria apoyar la reflexién, y se decidié que
un concepto apropiado era el de derivada, en parte por su importancia en el
cilculo diferencial y, por otra parte, porque dicho objeto matemdtico habia
sido estudiado utilizando tanto APOE como EOS como marcos tedricos.
Ademis, se consideré que la DG elaborada por Edelmira (Badillo, 2003)
mostraba algunas posibles concordancias entre las dos teorias.

La posicién de ambas teorias sobre la relacién de las matematicas con el
mundo es constructivista, la matemdtica se considera en ambas como una
construccién humana, aunque cada teoria toma un punto de vista distinto
en relacién con la naturaleza de las construcciones. Asimismo, ambas teorias
toman en cuenta la dimensién institucional, pero, en EOS esta se toma de
manera explicita y en APOE queda implicita en su metodologia, tanto de
investigacién como de ensefianza. En ambas teorias la actividad de los estu-
diantes es fundamental para el aprendizaje, e incluso cuentan con formas de
describirla. Del analisis conjunto surgié la posibilidad de refinar esta DG a
partir de la comparacién entre las teorias.

El andlisis nos condujo a enfocar la reflexién en la nocién de objeto vy,
con menor énfasis, en el esquema. En APOE, el objeto es el resultado de la
encapsulacién de un proceso y como se mencioné anteriormente, la teoria
no distingue entre el objeto matemdtico y el objeto construido por el sujeto
que aprende. En la descripcién con EOS el aprendiz debe entender que
existen procedimientos ordenados y especificos de acciones (regla o algo-
ritmo) que deben hacerse para alcanzar un objetivo y que, para ello, es nece-
sario un cierto nivel de reificacién dado que el procedimiento puede tratarse
como una unidad, es decir, en un objeto. Posteriormente, el estudiante
necesita considerar un nuevo objeto que resulta de la encapsulacién de un
proceso y, cuando esto sucede, puede entender el significado de la definicién
de ese nuevo objeto. Desde el punto de vista de EOS, la encapsulacién de
un proceso es un mecanismo en el que se consideran dos aspectos: diferentes
objetos primarios y la intervencién de un entrelazamiento denso de funciones
semidticas que relaciona acciones y procesos con procedimientos, y objeto
con definiciones. El objeto se produce cuando ocurre el cambio en la natu-
raleza del objeto primario de un procedimiento a una definicién, y la
encapsulacion del proceso de acuerdo con APOE. Esta doble transformacién
se puede aplicar en todos los casos de encapsulacién mencionados en la DG
en estudio, aunque en otras ocasiones el cambio en la naturaleza del objeto
primario consiste en un procedimiento de conversién en una propiedad.

En APOE los objetos pueden también construirse mediante la temati-
zacién de un esquema. Estos se incluyen en la DG conjunta. Cuando, por
ejemplo, el esquema de derivada en un punto se tematiza, las diferentes
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representaciones de la derivada se consideran como un mismo objeto.
Ademds, en el caso de la tematizacion del esquema de funcién derivada se
requiere mds tiempo, dado que implica la construccién de numerosas
relaciones entre los componentes del esquema. De acuerdo con EOS, el
objeto correspondiente a la tematizacién se debe situar en un segundo nivel
de objetos, dado que requiere de la emergencia de una referencia global
asociada a distintas configuraciones desarrolladas por los estudiantes. Las
nociones de configuracién cognitiva y esquema pueden también considerarse
como complementarias. En el caso de la derivada, la descripcién especifica
de esas dualidades permite entender por qué el proceso de tematizacién es
lento, como se refiere en APOE (Cooley et al., 2007).

Un esquema estd formado por distintas estructuras de APOE relacionadas
entre ellas y la configuracién cognitiva incluye una tipologia de objetos y
procesos matematicos que puede considerarse como un esquema cuando se
usa en una situacién dada. El esquema se considera como una estructura
que permite al individuo responder a una situacién problemdtica, asi que
puede relacionarse con la organizacién mental de un sujeto que se usa para
responder a problemas o situaciones semejantes. Al analizar la implementacién
del esquema en un contexto, es posible reconocer una estructura que puede
describirse sistemdticamente en términos de EOS mediante configuraciones
cognitivas. Este andlisis mostré que no hay contradicciones intrinsecas entre
estas dos teorias y que es posible establecer relaciones entre ellas.

En relacién con la tematizacién en APOE vy el segundo nivel de emer-
gencia de un objeto en EOS, se consideré que, de acuerdo la teoria APOE,
un objeto emerge de la tematizacién de un esquema, es decir, cuando un
esquema evoluciona como resultado de un cambio en la naturaleza de las
relaciones entre sus estructuras componentes hacia una estructura coherente
que puede considerarse como un todo, como un objeto, y se pueden hacer
acciones sobre él. Desde el punto de vista de EOS la tematizacién es un
mecanismo que se puede relacionar con el segundo nivel de emergencia de
objetos. El objeto que puede relacionarse con el Esquema se puede considerar
como una referencia global asociada a varias configuraciones cognitivas de
EOS. De nuevo, APOE y EOS se complementan. Mientras APOE describe
detalladamente las componentes y sus relaciones, en EOS se analiza cada
tarea a través de una configuracién cognitiva que indica las diferencias
especificas que distinguen a esas tareas y que podrian explicar especificidades
de las dificultades de los estudiantes. En ambas teorias, los objetos matematicos
no existen independientemente de las personas que los aprenden, y ambas
usan nociones apropiadas para dar seguimiento a su desarrollo. Todos estos
hallazgos pueden influir en el disefio de intervenciones didicticas que esti-
mulen la construccién por parte de los estudiantes, asi como la formacién

del profesorado.
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Investigaciones centradas en el Esquema de la derivada

En conversaciones de Gloria, Edelmira y Claudio Fuentealba con Maria se
trat6 el desarrollo del esquema de la derivada desde la teoria APOE. El uso
que los estudiantes hacen de las relaciones l6gicas en y entre elementos
matematicos evidencia el desarrollo del esquema de la derivada, que era un
tema de interés para los tres. En particular, sobre el trabajo de doctorado de
Claudio, que traté sobre el andlisis del esquema de la derivada en estudiantes
universitarios de ultimo curso de diferentes Ingenierias y del grado en
Matemiticas.

El primer trabajo sobre el andlisis del desarrollo del esquema de la deri-
vada lo realiz6 Maria junto con otros investigadores (Baker et al., 2000). En
este trabajo se analizé el desarrollo del esquema de la derivada centrindose
en la comprensién gréfica de la conexién entre una funcién y su derivada,
siguiendo la aproximacién piagetiana del desarrollo de un esquema realizado
por Baker et al. (2000). Estos investigadores conjeturan que el esquema
grifico de la derivada estd formado por dos esquemas que denominaron el
“esquema propiedades” y el “esquema intervalos”, lo que permitia subrayar,
por un lado, los diferentes niveles de los estudiantes para coordinar las
propiedades del grafico dadas por condiciones analiticas, y por otro lado, los
diferentes niveles de los estudiantes para coordinar una propiedad grafica a
través de intervalos contiguos. Baker et al. (2000) indican varios aspectos
que causaron dificultades constantes a los estudiantes como son la existencia
de puntos cispides en la grifica de la funcién (y su derivada), la existencia
de una tangente vertical y el significado asociado, y la supresién de la
condicién previa de continuidad. Ademids, los resultados mostraron que un
numero significativo de estudiantes tenia una comprensién muy limitada de
la segunda derivada, lo que llevé a Baker et al. (2000) a indicar que los estu-
diantes necesitan considerar la primera derivada en si misma como una funcién
para entender la importancia de la segunda derivada. Como se mencioné
anteriormente, en este trabajo se subray6 la necesidad de incorporar el
Esquema de los intervalos del dominio de la funcién, al constatar que los
estudiantes mostraban dificultades para subdividir, unir o intersecar intervalos
cuando se afiadia una nueva propiedad de la funcién en estudio, Se definié
de esa manera el esquema del grifico de la derivada, en el que los esquemas
antes mencionados interaccionan entre si.

Por otra parte, Gloria en su trabajo de doctorado, para explicar el
desarrollo del esquema de derivada hace uso de la perspectiva piagetiana.
Seguin Piaget y Garcia (1983), el desarrollo de un esquema se caracteriza
por tres etapas o niveles: Intra, Inter y Trans. Se considera que un Esquema
se encuentra en un nivel Intra de desarrollo cuando sus componentes estin
aislados. El nivel Inter del desarrollo del esquema aparece cuando comienzan
a aparecer agrupaciones de diferentes componentes, a través de relaciones.
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El nivel Trans del Esquema se caracteriza por la construccién de relaciones
entre todas las estructuras del Esquema, evidencidndose la coherencia del
Esquema. Ademds, Piaget y Garcia (1983) sefialan que, al analizar el
desarrollo de un esquema, usando la triada, se observa que cada nivel
contiene subniveles que siguen un mismo orden y solo se puede pasarse de
uno a otro cuando se ha alcanzado el previo.

Desde esta perspectiva, el desarrollo de un Esquema a través de los niveles
Intra, Inter, Trans se caracteriza por el tipo de relacién -coordinacién de
operaciones en términos piagetianos- que los estudiantes son capaces de
establecer entre los elementos matemdticos (componentes) del esquema
cuando resuelven un problema (Baker et al., 2000; Sinchez-Matamoros,
2004; Sinchez-Matamoros et al., 2006). Desde estas caracterizaciones
generales, se considera que un esquema es una manera de comprender un
concepto que implica considerar coherentemente las relaciones entre los
diferentes elementos matemdticos que lo constituyen (estructura matemdtica
formada por las relaciones légicas que se establecen en y entre los elementos
matemdticos que constituyen una nocién matemdtica, y que puede ser
evocado para la resolucién de un problema). En este trabajo se han considerado
elementos matemdticos de diferente naturaleza. Estin por una parte los
vinculados a la definicién de funcién derivada. Por ejemplo, la derivada en
un punto como limite del cociente incremental o como pendiente de la recta
tangente. Y, por otro lado, los elementos matemiticos referidos a las propie-
dades, teoremas, lemas y corolarios. Siendo un indicador del desarrollo del
esquema el tipo de relacién (conjuncién 16gica, contrarreciproco y equiva-
lencia 16gica) que los estudiantes son capaces de establecer entre los
elementos matematicos cuando resuelven problemas (Sinchez-Matamoros,
2004).

Entre los resultados obtenidos de este trabajo de doctorado destacan que
el desarrollo del esquema de derivada no estd necesariamente vinculado a
conocer muchos elementos constitutivos del concepto, sino a ser capaces de
coordinarlos durante la resolucién de problemas. También, que el desarrollo
del esquema es progresivo y que influyen los registros de representacién
para poder establecer relaciones. En este contexto, la sintesis de la informacién
grafica y analitica se considera una caracteristica del nivel de desarrollo de la
comprensién de la derivada. Asimismo, dicha investigacién revela la
existencia de dos subniveles anidados, tanto para el nivel Intra como para el
Inter. Estos surgen de la progresion en el desarrollo del esquema, caracterizada
en términos de la incorporacién de un mayor nimero de elementos mate-
miticos y relaciones 16gicas entre ellos, asi como de la paulatina sintesis de
los registros de representacién (Sdnchez-Matamoros et al., 2006).

Tanto en la investigacién de Baker et al. (2000), como en la de Sinchez-
Matamoros (2004) se pone de manifiesto que hay una construccién progresiva
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del esquema y que los registros de representacién influyen en la constitucién
de los mecanismos de transicién de un nivel al siguiente.

Uno de los resultados més importantes de este trabajo relacionado con la
investigacién de Baker et al. (2000), es que se evidencié que los estudiantes
de un alto nivel de comprensién del concepto de derivada son capaces de
trasladar las relaciones entre el par ( f, /”) al par de funciones ( /, /7). Es
decir, en esta investigacién, se tuvo evidencia de la tematizacién del esquema
de derivada cuando los estudiantes eran capaces de trasladar las relaciones
entre una funcién y su derivada a las relaciones entre la funcién derivada y
la funcién derivada segunda, y hacer uso de ello para tomar decisiones en la
resolucién de problemas. Esto les llevé a indicar que el estudiante, cuando
ha tematizado el esquema de derivada, toma conciencia que el operador
derivado corresponde a una transformacién lineal que se puede generalizar,
es decir, el estudiante es capaz de transferir todas las relaciones e implica-
ciones que ha construido y organizado para el par ( £, /°) al par de funciones
(f, ) y luego al par ( /7, f) y, asi sucesivamente (Sdnchez-Matamoros,
2004; Sanchez-Matamoros et al., 2006; Garcia et al., 2011).

Desde este contexto, en el trabajo de doctorado de Claudio se realizé, en
primer lugar, un andlisis exploratorio/confirmatorio para identificar y carac-
terizar, por medio de métodos de analisis mixtos, los distintos subniveles de
desarrollo del esquema de derivada, considerando como poblacién del estudio
a estudiantes universitarios con instruccién previa en Calculo Diferencial.
Los resultados muestran la utilidad de estos métodos ya que, unidos a los de
Gloria, permitieron identificar los nueve subniveles de desarrollo del
esquema de derivada (3 subniveles anidados en cada nivel). Ademads, la
investigacién realizada por Claudio permitié caracterizar cinco de los nueve
subniveles en funcién de las variables dominantes y sus elementos matemdticos
asociados (Fuentealba et al., 2019).

Uno de los aportes mds relevantes sobre la tematizacién del esquema de
la derivada, realizados por Fuentealba et al. (2017), tomando como referencia
la investigacién de Sénchez-Matamoros et al. (2006), fue encontrar evidencias
de que el operador derivado corresponde a una transformacién lineal que se
puede generalizar. Es decir, los estudiantes que llegaron a la tematizacién
del esquema fueron capaces de transferir todas las relaciones e implicaciones
que han construido y organizado para el par ( f, /) al par de funciones
(7, f7) y luego al par (f”, /) y asi sucesivamente.

Otros estudios, centrados también en el andlisis de las relaciones entre
las propiedades de la funcién derivada, han caracterizado el desarrollo del
esquema a través de las relaciones de correspondencia, transformacién o
equivalencia construidas entre las componentes del esquema (Trigueros et
al., 2024). Las relaciones de correspondencia son aquellas que resultan de la
comparacién superficial de estructuras en términos de semejanzas o
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diferencias. Pueden surgir de la observacién repetida de pares de compo-
nentes que aparecen conjuntamente en situaciones de resolucién de proble-
mas, de modo que el individuo sabe que estin relacionadas de una u otra
manera, pero ain no es capaz de justificar la relacién. Las relaciones de
transformacién se desarrollan cuando el individuo descubre que algunas
estructuras del Esquema pueden agruparse y relacionarse entre si en términos
de otras estructuras, que desempefian un papel en el razonamiento y la
justificacién de las conexiones. Una relacién entre dos componentes que
desempefian un papel en la explicacién o justificacién de dicha interrelacién
entre otras estructuras se considerard una relacién de transformacién. Las
relaciones de transformacién se pueden distinguir cuando la relacién estd
justificada de alguna manera. Las relaciones de equivalencia o conservacién
implican la conservacién de propiedades que se ponen en evidencia cuando
una estructura puede utilizarse en lugar de otra sin cambiar el significado
del andlisis o en la formacién de grupos de estructuras. Las relaciones de
equivalencia pueden distinguirse cuando una estructura se utiliza indistin-
tamente como sustituto de otra (Trigueros, 2019).

Tematizacion del esquema

El interés por profundizar en la tematizacién del Esquema de la derivada y
en el papel que desempefan los mecanismos de equilibracién de dicho
Esquema surge a partir de los resultados de la tesis doctoral de Claudio
(Fuentealba, 2017; Fuentealba et al., 2019; Fuentealba et al., 2017), de los
trabajos previos realizados por Gloria (Garcia et al., 2011) y, con especial
énfasis en las aportaciones de Maria (Trigueros, 2019). En el contexto de
una invitacién para participar en un monogréfico de la Revista AIEM sobre
el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas en la universidad, se lleva a
cabo un estudio que tuvo como objetivo analizar la evidencia de comprensién
del Esquema de la derivada mostrada por estudiantes avanzados al enfrentarse
a tareas disenadas para desafiar el equilibrio de sus esquemas y obtener
pruebas de su posible tematizacién (Fuentealba et al., 2022). Con esta
investigacién se aporta al estudio de la tematizacién de un Esquema,
centrindose en los mecanismos que se activan cuando los estudiantes deben
realizar acciones sobre su Esquema de la derivada. En este estudio participaron
40 universitarios de la provincia de Barcelona de la doble titulacién de
matemadticas y fisica que habian cursado y aprobado con altas calificaciones,
asignaturas de célculo diferencial. En cuanto a los objetivos de este estudio,
se buscé identificar posibles diferencias en los mecanismos que los estudiantes
evidencian al tematizar el Esquema. Para ello, se usaron las herramientas
tedricas y analiticas proporcionadas por la teoria APOE para caracterizar
dicha tematizacién, basindonos en los trabajos de Baker et al. (2000) y en
los resultados de Garcia et al. (2011).
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Una aportacién metodolégica de este estudio para profundizar en la
tematizacién del Esquema de la derivada, utilizando las herramientas de
APOQE, es el disefio de dos instrumentos de recogida de datos: un cuestionario
(Figura 1) y una entrevista clinica semiestructurada (Figura 2). El primer
instrumento utilizado fue un cuestionario aplicado a los 40 estudiantes
(Figura 1), que incluia tareas disefiadas para evaluar el nivel de desarrollo
del Esquema de la derivada. Estas tareas fueron tomadas y, en algunos casos,
adaptadas de propuestas previas realizadas en investigaciones sobre el tema
(Baker et al., 2000; Garcia et al., 2011; Sanchez-Matamoros et al., 2006).
Un aspecto innovador del cuestionario para ahondar en la tematizacién del
Esquema de la derivada es la existencia intencionada de una contradiccién
entre las condiciones (¢, /; g 4, ¢ i) del enunciado de la Tarea 1 (Figura 1). La
percepcién de esta contradiccién estd relacionada con la construccién de
una relacién entre la informacién proporcionada por /”y la que proporciona
/" entendida como la funcién que describe el comportamiento de la curva
representada por la funcién en los diferentes intervalos de su dominio.

Figural

Cuestionario aplicado.

Nota. Fuente Fuentealba et al. (2022)
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El andlisis de las respuestas de los estudiantes al cuestionario permitid,
por un lado, identificar el nivel de desarrollo del Esquema de la derivada
(Intra-derivada, Inter-derivada, Trans-derivada) que cada uno de los estu-
diantes mostraba. Por otro lado, también sirvié como base para la elaboracién
del segundo instrumento, que fue aplicado a los estudiantes que presentaron
un nivel de desarrollo Trans-derivada del Esquema. Este segundo instru-
mento consistié en una entrevista clinica disefiada para: (i) profundizar en
el proceso de resolucién de las tareas propuestas a los estudiantes, y (i7)
explorar los mecanismos involucrados en la posible necesidad de recons-
truccién del Esquema de derivada para permitir su tematizacién. La entrevista
semiestructurada consté de dos partes. En la primera parte, se proponen
modificaciones en las condiciones de las tareas del cuestionario. En la Tabla
1 se muestran algunos ejemplos de los tipos de modificaciones en cada
tarea, con el objetivo de observar si los estudiantes eran capaces de movilizar
las relaciones que habian construido y que formaban parte de su Esquema,
aplicandolas a una situacién diferente y cémo lo hacian.

Tabla1

Ejemplo de modificaciones a las tareas del cuestionario

Tarea Pregunta Justificacién de la modificacién

Buscar evidencias de si el estudiante es capaz de darse cuenta
de la contradiccién del enunciado de la tarea. Para ello se
incide en el apartado donde el enunciado presenta dicha
contradiccién (apartado ¢)’). De esta forma se pretende dar la
oportunidad al estudiante, que no lo hizo, de que se fije en
dicha contradiccioén o, en el caso no hacerlo, que la justifique

sExiste algtin cambio significativo en la
1 grifica de la tarea 1 si eliminamos la
condicién ¢?

Buscar evidencias de si el estudiante es capaz de relacionar el

Sila grifica corresponde a f”y no a crecimiento y decrecimiento de #” con la curvatura de £( ).
2 f:Cémo determinarias el crecimiento y  Es decir, si es capaz de establecer la monotonia de a partir
decrecimiento de /72 del signo de f, y trasladar las relaciones entre los elementos

matemdticos del par (f, )
Si modificamos la gréfica de f”en x = 2

Buscar evidencia de si el estudiante es capaz de identificar que
3 en x = 2existe un méaximo local de la funcién £,
correspondiente a un punto anguloso en donde la funcién no
es derivable
sQué sucederia con la grifica de fen
x = 2, si sabemos que f es continua?

El anilisis se llevé a cabo en tres fases sucesivas. En la primera fase, se
identificaron los niveles de desarrollo del Esquema de la derivada que los
estudiantes participantes exhiben. La segunda fase consisti6 en identificar a
los estudiantes con un nivel de desarrollo denominado Trans-derivada.
Finalmente, en la tercera fase, se caracterizaron los mecanismos de asimilacién y
acomodacién, analizando cémo estos se vinculan con la tematizacién del
Esquema. En particular, esta tltima fase se enfocé en el anélisis de las rela-
ciones construidas entre las derivadas sucesivas, las cuales se evidencian a
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través de la resolucién de las tareas y las entrevistas realizadas con los
estudiantes.

La informacién recopilada en la primera parte de la entrevista clinica
permitié confirmar que 9 de los 40 estudiantes habian alcanzado un nivel
de desarrollo Trans-derivada del Esquema, con indicios de posible temati-
zacién. En este nivel, el Esquema mostraba coherencia y flexibilidad en el
uso de las relaciones construidas entre las distintas estructuras que lo
componen, especialmente cuando los estudiantes se enfrentaban a situacio-
nes distintas. Ademds, la tematizacién requiere evidencia de que es posible
realizar Acciones sobre el Esquema, lo que implica la reconstruccién de las
relaciones previamente establecidas. El hecho de haberlo construido como
un Objeto sobre el que se puede operar facilitard al estudiante la transferen-
cia de las relaciones del par ( /', /) al par (/°, /7).

De los 9 estudiantes ubicados en el nivel Trans-derivada del Esquema,
solo 4 decidieron participar voluntariamente en las entrevistas clinicas. El
andlisis de las entrevistas de los 4 estudiantes que presentaron una construccién
en el nivel Trans-derivada del Esquema de la derivada mostré que, al
enfrentarse a una situacién nueva que desafiaba el equilibrio del Esquema
construido, solo 3 de estos estudiantes demostraron la tematizacién del
Esquema y adoptaron diversas estrategias para abordarlo. Estas estrategias
evidencian que, ante la necesidad de realizar Acciones sobre el Esquema y
mostrar su posible tematizacién, los estudiantes, en ocasiones, requieren
equilibrar el Esquema construido mediante mecanismos de asimilacién o
acomodacién.

Los resultados de este estudio muestran que, efectivamente, dos
estudiantes demostraron la capacidad de equilibrar el Esquema y de operar
sobre €l mediante la construccién, en un caso, de una funcién auxiliar, y en
otro, mediante la comparacién de diferentes pares de derivadas sucesivas.
Esta estrategia les permitié acomodar estos Objetos en su Esquema,
reconstruirlo, dar sentido a las relaciones entre sus componentes y operar
sobre él. Ademids, otro estudiante mostré, a través de sus respuestas, la posi-
bilidad de asimilar nuevas estructuras y relaciones a su Esquema, eviden-
ciando de manera mds directa la tematizacién del Esquema. Las respuestas
de este estudiante dan cuenta de cémo, al enfrentarse a las preguntas de la
entrevista, utilizé las estructuras del Esquema construido, reconstruyendo
las relaciones entre ellas para responder a cada desafio planteado.

A partir de los resultados obtenidos, este trabajo contribuye al desarrollo
de la teoria APOE al ir mds alld del analisis de las estructuras que los
estudiantes muestran a partir del aprendizaje de diversos conceptos,
enfocindose en los mecanismos que permiten dichas construcciones. El
estudio proporciona evidencias claras de los mecanismos de equilibracién
del Esquema y su relacién con el mecanismo de tematizacién de este.



142 ESQUEMA GRAFICO DE LA DERIVADA. UNA COLABORACION ENTRE ESPANA Y MEXICO

El mds reciente trabajo realizado por el equipo fue, como en el presente
articulo, resultado de una invitacién para un nimero especial de colabora-
ciones entre Espafia y Latinoamérica, pero en esta ocasién para la Revista
ZDM. El equipo de Maria, Edelmira y Gloria invité a Lidia a aplicar un
cuestionario a sus estudiantes de la maestria en educacién matemdtica y a
participar en este nuevo proyecto, cuya finalidad era continuar profundizando
sobre la tematizacién del esquema, usando los mecanismos de asimilacién y
acomodacion y las relaciones entre los elementos del esquema (Trigueros et
al., 2024).

Para llevar a cabo esta investigacién se aplic6 un cuestionario (Figura 2)
a 26 estudiantes que estudiaban una maestria en educacién matemdtica, 19
de ellos eran de Espana y 7 eran de México. Este primer cuestionario se
tomé de Baker et al. (2000) y buscaba conocer el nivel de construccién del
Esquema grifico de la derivada. Se seleccioné a 9 estudiantes que respon-
dieron el primer cuestionario y que mostraban el nivel mds alto de
construccién del Esquema en estudio, asi como relaciones de conservacién.
A estos 9 estudiantes (seis eran de Espafia y tres de México) se les aplicé un
segundo cuestionario con tres tareas que fueron adaptadas de trabajos
previos (Fuentealba, 2017; Garcia et al., 2011; Sdanchez-Matamoros et al.,
2006). Las tareas buscaban evidencias de una tematizacién del Esquema
grifico de la derivada. Dos estudiantes de Espafia y dos de México respon-
dieron correctamente el segundo cuestionario y se les invité a participar en
una entrevista semiestructurada. Solo tres de ellos (dos de México y uno de
Espafa) fueron entrevistados. El objetivo de la entrevista fue profundizar
sobre las relaciones que estos estudiantes establecieron al resolver dos de las
tareas y sobre los mecanismos implicitos que ellos utilizaron para hacer
Acciones sobre el Esquema, es decir, para tematizar el Esquema.

En la Figura 2 se muestra el cuestionario que se aplicé a los 26 estudiantes
de la poblacién inicial y que buscaba conocer el nivel de construccién del
esquema gréfico de la derivada, en particular, se buscaba a estudiantes que
mostraran el nivel Trans, por ser el nivel mis alto de construccién, como ya
se ha mencionado antes. Para esbozar la gréfica de la funcién que se solicita
en el cuestionario, los estudiantes deben establecer relaciones entre las dife-
rentes componentes del esquema. En este caso, las relaciones que se requieren
son entre los esquemas intervalos y derivada. El éxito en esta tarea hace
necesario el uso de relaciones de conservacién entre la funcién, la primera y
la segunda derivada en todos los intervalos. Asi también, la relacién entre
intervalos contiguos, mediante uniones, intersecciones y subdivisiones en
términos de las propiedades de la funcién.

El segundo cuestionario contenia tres problemas. El primero es similar
al problema del primer cuestionario (Figura 2),y los problemas 2 y 3 son los
que siguen y los que se analizaron en este trabajo.
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Figura2
Problema aplicado a estudiantes de posgrado de Espatia y México

Problema 2
Considera la grifica de la derivada de tercer orden de una funcién sobre un
intervalo alrededor de , como se muestra en la figura siguiente:

Describe y explica las grificas de las derivadas de orden dos y cuatro
sobre el mismo intervalo alrededor de x = a.

Problema 3

Dada la grifica de la segunda derivada de una funcién, dibuja, describe y
explica la grifica de la tercera derivada de la funcién y la de su primera
derivada.

Se hallaron diferentes aproximaciones de solucién a los dos problemas
complejos de la derivada que se analizaron. Los dos estudiantes mexicanos
iniciaron siempre con la construccién de la gréifica de la derivada de la
funcién dada, mientras que el estudiante espafiol abordé primero la gréfica
de la antiderivada de la funcién. Sin embargo, los tres coincidieron en utilizar
el hecho de que la grifica de la funcién dada informaba sobre el comporta-
miento de la pendiente de las rectas tangentes en cada punto de la funcién
cuya grifica se buscaba. Uno de los estudiantes mexicanos requirié definir
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una funcién auxiliar y los otros dos lo hicieron de manera directa. Asi, se
obtuvo informacién de dos maneras de tematizar el Esquema gréfico de la
derivada, pues dos de los estudiantes entrevistados tematizaron el esquema
a través del mecanismo de asimilacién y el otro lo hizo por acomodacién, al
requerir de la funcién auxiliar.

En cuanto al tipo de relaciones establecidas, se identificé que dos de los
estudiantes conectaron las propiedades de la derivada con los diferentes
intervalos del dominio, mientras que el otro las conectaba, primero con los
puntos criticos, y después con los diferentes intervalos. Lo anterior aporté
evidencias de relaciones de equivalencia, en dos de los estudiantes y de
transformacién en el tercero de los participantes.

En este estudio se han utilizado las relaciones especificas necesarias para
tematizar este Esquema, asi como los mecanismos de asimilacién y acomo-
dacién. En consecuencia, esta investigacién contribuye a la literatura sobre
el aprendizaje del cdlculo diferencial al mostrar cémo estudiantes avanzados
utilizan sus conocimientos para construir relaciones entre conceptos cuando
se enfrentan a situaciones complejas. Ademas, es ttil para desarrollar estra-
tegias diddcticas que fomenten la comprensién de las derivadas por parte de
estudiantes universitarios, lo cual puede facilitar su transicién a estudios
avanzados de matemdticas.

Lineas futuras de colaboracién

Un andlisis de los datos existentes en las investigaciones que utilizan la teoria
APOE en el estudio de la comprensién de la derivada de funciones reales
de variable real y del Esquema de la grifica de funciones y de su tematizacién
nos conduce a preguntarnos ¢Por qué es este Esquema tan dificil de
construir? ;Es necesario contar con conocimientos avanzados de Calculo
Diferencial y de Analisis Matemitico para establecer relaciones de trans-
formacién entre sus componentes, entender su coherencia y tematizarlo?
¢Hay posibilidades de que los estudiantes construyan un Esquema coherente
de la grifica de la derivada en un primer acercamiento al Calculo Diferencial en
la universidad? ;Qué factores se deberian tomar en consideracién para
lograr una comprensién mds profunda de la derivada y del Esquema grafico
de la derivada?

El anilisis de la literatura muestra que, a pesar de los diferentes esfuerzos
relacionados con la construccién del concepto de derivada en el primer
acercamiento al Cilculo diferencial en la universidad, los estudiantes contindan
mostrando dificultad para alcanzar niveles altos de comprensién. Estos
resultados evidencian la necesidad de disefiar nuevos acercamientos o forta-
lecer los existentes para lograr que mds estudiantes construyan la derivada
como un Objeto, tan temprano como sea posible. La comprensién de la
derivada como Objeto permitiria la construccién de relaciones entre sus
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propiedades y su relacién con la continuidad para lograr la construccién del
Esquema grifico de la derivada.

Uno de los proyectos futuros que tenemos en mente es disefar ciclos de
ensefianza de la derivada que partan de una descomposicién genética que
subraye el papel de la relacién entre la recta tangente a una curva y el
concepto de derivada, de la relacién de las propiedades de la derivada con
los intervalos, asi como del transito entre derivadas sucesivas. Los resultados
de los estudios previos que hemos realizado evidencian que los estudiantes
que mostraron una comprensién profunda de estas relaciones las utilizaron
en la resolucién de los problemas sobre la grifica de la derivada, manifes-
tando la tematizacién de dicho Esquema (Fuentealba, et al., 2022; Trigueros
et al., 2024)

Otro proyecto posible de investigacién que toma como base los resultados
relativos a la construccién del Esquema gréfico de la derivada seria analizar
la influencia de los ciclos de ensefianza disefiados para profundizar sobre el
trinsito entre derivadas sucesivas en términos de los mecanismos, las
relaciones y los intervalos, y valorar si aumenta el ndmero de estudiantes
que tematizan dicho Esquema. Todo lo anterior podria determinar si es
necesario o no el refinamiento de la DG inicial.

Estos proyectos pueden desarrollarse a largo plazo, aunque seguramente
habra proyectos parciales que surjan de ellos y que puedan realizarse en un
lapso de tiempo mds corto.
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Abstract

This chapter presents key aspects that have characterized the collaboration between
the University of La Laguna and Cinvestav (Center for Research and advanced
studies) during the last 25 years, as well as future perspectives for joint work. It
includes some of the results obtained and incorporates new elements based on
current trends, emphasizing the importance of the systematic and coordinated
development and use of various technologies and digital platforms for the teaching
and learning of Mathematics. Our shared interest is particularly focused on
problem formulation and solving through the use of technological tools, based on
systematic questioning to enhance the understanding of mathematical concepts.

Keywords
Problem posing, mathematics, digital technologies, learning.

Introduccién

Es reconocido ampliamente que la colaboracién entre grupos de investigacién
contribuye directamente al desarrollo de conocimiento disciplinar. En este
contexto, el Departamento de Matemitica Educativa del Centro de Inves-
tigacién y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional y el
Departamento de Andlisis Matematico (drea de Didactica de las Matematicas)
de la Universidad de La Laguna iniciaron una fructifera colaboracién desde
la década de los 80, la cual continda desarrollindose de manera sostenida en
distintos temas de la educacién matemadtica. Ha incluido visitas o estancias
académicas reciprocas de profesores y estudiantes en las dos instituciones, la
codireccién de tesis doctorales, la imparticién de cursos y seminarios, la
participacién en congresos internacionales y la generacién de publicaciones
de trabajos conjuntos.

La coincidencia en temas de investigacién ha propiciado la construccién
de una agenda comin que ha sustentado el desarrollo de diversos proyectos
de investigacién y practica. El drea de investigacién que ha sido el soporte
académico de estas colaboraciones académicas se relaciona con la importan-
cia de las actividades de resolucién de problemas en los procesos de cons-
truccién de conocimiento matemitico, tanto en los profesores como en los
estudiantes.

¢Cuiles son los temas y resultados importantes en el dominio de la
resolucién de problemas y cémo se relacionan con los avances y desarrollos
de la Educacién Matemitica? En términos generales, la Educacién Mate-
matica, en su agenda de investigacién y prictica, reconoce la importancia de
analizar cémo los profesores/estudiantes construyen o desarrollan conoci-
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miento matemdtico y aplican formas de pensar consistentes con las practicas
propias del quehacer matemdtico en la resolucién de problemas.

En esta direccién, los procesos de formulacién de problemas y la
bisqueda de diversas formas de resolverlos son actividades esenciales
asociadas con el desarrollo de las matemiticas (Santos-Trigo, 2020, 2024).
¢Cémo se formula un problema matemdtico? ;Qué significa comprender el
enunciado de un problema o un concepto matematico? ;Cémo influye el
uso de herramientas concretas o materiales (regla y compds; papel y lipiz),
tecnologias digitales (GeoGebra, Wolfram Alpha, Mathematica, ChatGPT
o DeepSeck, etc.) o simbdlicas (Sistema Cartesiano, representaciones
simbdlicas, etc.) en las formas de razonamiento matemdtico que construye
el profesor/estudiante en la resolucién de problemas o en la comprensién de
conceptos? Estas y otras preguntas han guiado y sustentado diversos
proyectos de investigacién desarrollados en colaboracién entre instituciones
mexicanas y la Universidad de La Laguna (Tenerife, Espafia).

En este capitulo, se muestran rasgos del origen y evolucién de la
colaboracién, sefialando los resultados importantes y las tendencias recientes
que consideran el desarrollo y uso sistemdtico de tecnologias y plataformas
digitales en el estudio de las matemdticas. En las actividades de resolucién
de problemas, los estudiantes tienen la oportunidad de desarrollar un método
de indagacién que les permite explorar el significado de conceptos mateméticos
y su aplicacién en la resolucién de problemas. En esta direccidn, los
estudiantes plantean y analizan constantemente preguntas como un medio
para comprender conceptos y desarrollar competencias en resolucién de
problemas.

Antecedentes y racionalidad
La resoluciéon de problemas matematicos es un campo de investigacién y
prictica, en la Educacién Matemadtica, que sustenta y relaciona el quehacer
y el desarrollo de las matemadticas con las actividades de aprendizaje que
promueven y guian la construccién de conocimiento matemidtico en los
profesores y estudiantes. En esta perspectiva, el estudio de las pricticas de la
disciplina (;c6mo se desarrolla una idea o concepto matematico?, ;cémo se
formula y resuelve un problema en la disciplina?) proporciona bases para
caracterizar lo que significa pensar matemdticamente, y ofrece informacién
importante sobre qué actividades son esenciales durante el desarrollo de un
pensamiento matematico robusto de los estudiantes. Asi, la formulacién de
problemas y la busqueda sistemdtica de diversos caminos o formas de resolver
problemas son actividades esenciales e interconectadas que impulsan el
desarrollo del conocimiento matematico.

En la comunidad matemadtica, la identificacién y presentacién de listas
de problemas abiertos ha sido una tradicién que ha inspirado a los matemd-
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ticos en la bisqueda de soluciones y en el desarrollo de conocimiento en la
disciplina (Santos-Trigo, 2020; 2024). Asi, los intentos de resolucion, el
desarrollo de métodos y las soluciones proveen informacién relevante sobre
qué dreas y contenidos de la disciplina se han desarrollado en distintas etapas
de la historia de las matematicas. Por ejemplo, al tratar de probar el Teorema
de Fermat que establece: x” + y” = 27 la ecuacién no tiene soluciones enteras
diferentes de cero, para todo entero 7 > 2, se desarroll6 una de las ramas
importantes de la teoria de nimeros, la Teoria de Nimeros Algebraicos.

En la Educacién Matemitica interesa analizar y documentar el desarrollo
cognitivo de los estudiantes y la influencia del ambiente social durante la
construccién de conocimiento matemdtico y competencias en resolucién de
problemas (Liljedahl & Cai, 2021). Santos-Trigo (2024) argumenta que
existen diferentes caminos e interpretaciones sobre como disefiar e imple-
mentar actividades de resolucién de problemas en escenarios de aprendizaje.
Sin embargo, existen principios comunes que sustentan y distinguen un
acercamiento que privilegie la resolucién de problemas en el aprendizaje de
la disciplina. En este contexto, las experiencias, la disponibilidad y el
comportamiento de los estudiantes al abordar una tarea matemdtica se
orientan alrededor de una forma de pensar que es consistente con las pricticas
de la disciplina. Las formas de razonamiento se expresan o manifiestan a
partir de las actividades que los estudiantes desarrollan durante las fases de
resolucién de problemas. Pélya (1945) propone un método de indagacién
donde el estudiante problematiza el proceso de comprender conceptos y
resolver problemas. Reconoce la importancia de que los estudiantes formulen
preguntas durante las cuatro fases que caracterizan el proceso de resolver
problemas: comprension del enunciado y bisqueda de sentido y significado
del problema (¢;de qué trata el problema?, ;qué datos incluye?, ;qué se
pregunta?); disesio de un plan de solucién (¢cémo se puede representar el
problema?, ¢se puede pensar en un problema mds simple?, ¢se puede
construir un modelo dindmico del problema?); implementacion del plan para
resolver el problema (;qué relaciones o patrones surgen en la exploracién
del modelo del problema?, sexisten soluciones parciales que aportan a la
solucién global?); revision o andlisis retrospectivo del proceso de resolucién
del problema (;qué datos se usaron en la resolucién del problema?, ¢las
unidades son consistentes y la solucién tiene sentido?, sse puede generalizar
el método de solucién o extender el problema inicial?).

Asi, durante los procesos de formulacién y resolucién de problemas, el
profesor/estudiante identifica conceptos, recursos y estrategias para analizar
propiedades o atributos de objetos matematicos, construye modelos y explora
el comportamiento de sus elementos, formula conjeturas o relaciones y busca
argumentos para validar relaciones, formular teoremas y resultados. Ademds,
desarrolla una notacién y lenguaje para enunciar y presentar conceptos y
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operaciones, asi como la solucién de problemas o justificacién de resultados.
Entre las actividades del quehacer matemitico se destaca la bisqueda de
multiples caminos para modelar y explorar conceptos y resolver problemas,
la formulacién de preguntas y la busqueda de diversos argumentos para
validar conjeturas y resultados.

Leung et al. (2024) afirman que los enfoques de aprendizaje basados en
problemas promueven en los estudiantes un método de cuestionamiento
abierto que les permite involucrarse en ciclos multiples e iterativos para
resolver un problema. En este proceso, los estudiantes tienen la oportunidad
de refinar su comprensién de conceptos y asi robustecer los métodos y
estrategias de resolucién de problemas. Por esto, es importante explicar y
caracterizar cémo los estudiantes desarrollan competencias en resolucién de
problemas en sus experiencias de aprendizaje. Con esto se establece un
puente entre la investigacién en Resolucién de Problemas y la prictica de
ensefianza (Fried, 2014). “La resolucién de problemas es un dominio de
investigacién central para los educadores matematicos, quienes han desarrollado
marcos conceptuales para formular ideas generales sobre los procesos de
resolucién de problemas (mds alld de ideas puntuales necesarias en la

resolucion de problemas especificos)” (Fried, 2014, p. 17).

Sobre la compresidn de conceptos matematicos

¢Cémo se desarrolla la comprensién de un concepto matemdtico? ¢Qué
actividades promueven la comprensién y aplicacién de un concepto
matematico en la resolucién de problemas? Santos-Trigo et al. (2024) afirman
que el proceso de comprensién de un concepto matemadtico implica que los
estudiantes analicen, concilien y reflexionen sobre sus diversos significados
incluyendo el trdnsito entre acercamientos intuitivos, geométricos, opera-
cionales y formales. Ademds, reconocen que siempre existen diversas maneras
de caracterizar e interpretar el significado y las formas de analizar un
concepto matemdtico. Por ejemplo, Thurston (1994) identifica varias
dimensiones asociadas con la comprensién del concepto de derivada de una
funcién, que permiten a los estudiantes estudiar el concepto desde perspectivas
distintas y complementarias. En ese camino, un acercamiento “infinitesimal”
centra la atencién en el cociente del cambio infinitesimal en el valor de una
funcién y el cambio infinitesimal en una variable, el tratamiento simébdlico
enfatiza las reglas y operaciones para derivar funciones, el significado geomeétrico
de la derivada como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la
funcién; la derivada como una razén de cambio o la velocidad instantdnea de
la funcién con respecto al tiempo o la definicién formal de derivada que
involucra el concepto de limite. Asi, durante el proceso de comprensién de
un concepto, todas las dimensiones y significados son importantes y
demandan que el estudiante identifique y active diferentes recursos y estra-



154 CONTRIBUCIONES Y PERSPECTIVAS EN LA RESOLUCION Y FORMULACION DE PROBLEMAS

tegias para representar, explorar, operar y aplicar el concepto en la resolucién
de problemas. Ademids, el proceso de comprensién de un concepto se
desarrolla de manera gradual y en el camino los estudiantes continuamente
analizan y contrastan los significados asociados con cada una de las dimen-
siones del concepto. Asi, la integracién de los diversos significados o dimen-
siones del concepto es importante para que los estudiantes desarrollen una
comprensién global del concepto que les permita aplicarlo en la resolucién
de problemas.

En términos generales, la resolucién de problemas ofrece bases y principios
para estructurar ambientes de ensefianza/aprendizaje alrededor de habitos y
formas de pensar asociados con el quehacer y desarrollo de la disciplina
(Cuoco et al.,, 1996; Santos-Trigo, 2024). En este camino, el profesor o
estudiante se involucra en decisiones estratégicas sobre qué hacer durante la
comprensién de un concepto o la resolucién de un problema (;qué material
o recursos consultar?, scon quién dialogar y discutir ideas?, scémo interactuar
con pares o expertos?, ;cémo usar herramientas generativas de inteligencia
artificial?). En el estudio de la disciplina, un principio integrador es concep-
tualizar a las matemdticas como un conjunto de dilemas que el profesor/
estudiante problematiza durante su estudio y en el desarrollo de competencias
en resolucién de problemas. La problematizacién se manifiesta a partir de
las preguntas que el profesor/estudiante plantea durante los procesos de
comprensién de conceptos y en las distintas fases de resolucién de problemas
(Polya, 1945). Ademas, el uso de distintas herramientas resulta esencial en
las formas de razonar y responder las preguntas.

Sobre el uso de sistemas de geometria dinamica (SGD)
El desarrollo de Sistemas de Geometria Dindmica como GeoGebra repre-

senta una contribucién importante en la representacién y exploracién de
conceptos matemadticos y en la resolucién de problemas. Las representaciones
estdticas de objetos matemadticos, que se construyen con el uso de lipiz y
papel, se transforman en modelos dindmicos donde la herramienta permite
mover elementos dentro del modelo y asi buscar relaciones o propiedades
asociadas con el comportamiento de los atributos de los objetos. Una
caracteristica relevante en el uso de un SGD es que la precisién en la
representacién de objetos matemdticos no depende de las habilidades del
estudiante en el uso de un instrumento como el compds, regla u otro
artefacto. La herramienta provee al estudiante de un camino para representar
objetos como rectas, segmentos, dngulos, poligonos o construir paralelas,
perpendiculares, bisectrices, entre otros, de manera precisa. Ademds, permite
mover ordenadamente objetos, cuantificar atributos, trazar lugares geométricos,
etc., que resultan importantes en la bisqueda de propiedades o relaciones
matemadticas. Santos-Irigo y Camacho-Machin (2009; 2013) proponen un
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marco para estructurar pricticas y estrategias de resolucién de problemas
que permite a los estudiantes transformar problemas rutinarios en una serie
de actividades y tareas que extiendan la naturaleza rutinaria de la actividad.
En este proceso, el uso coordinado de tecnologias digitales (GeoGebra) y
plataformas en linea (Wikipedia, Khan Academy, etc.) resulta importante
para extender los problemas y métodos de resolucién. Asi, de manera explicita,
se recomienda que los estudiantes construyan modelos dindmicos de los
problemas y consulten recursos en linea como un camino para revisar y
extender su comprensién de conceptos (Santos-Trigo et al., 2021). Un
ejemplo de un modelo dindmico que involucra figuras u objetos simples
(lineas, puntos, circunferencia, etc.) se muestra en las Figuras 1y 2. En este
modelo, al mover el punto P sobre la circunferencia se genera una seccién
conica (elipse) (Figura 1) y al mover el punto Q sobre la recta 4B, otras
conicas aparecen (Figura 2).

Figural

El /ugar geométrico del punto R cuando P se mueve sobre la cir::unﬁrencia es una elipse

Figura2

Al mover el punto Q sobre la recta AB, otras secciones conicas aparecen, una hipérbola

Santos-Trigo et al. (2024) analizan el comportamiento de un tractocamién
(camién con remolque) al pasar por debajo de un puente con una altura
conocida (Figura 3). La idea es determinar las dimensiones y condiciones
del tractocamién para que pueda librar o cruzar la avenida sin afectar el
puente. En el modelo dindmico (Figura 4) se observa que debido a la incli-
nacién del camino que se produce al reparar la via, la altura del remolque,
medida desde la superficie de la via hasta el pie del puente a la parte superior
del tractocamién (PR) al pasar el puente, cambia.

En la grifica se observa la variacién de PK y, en este caso, con las
dimensiones dadas de la caja del tractocamién, el valor miaximo que alcanza
PK es 2.219 unidades. Lo que significa es que la altura del puente debe ser
mayor que 2.219 unidades para que el tractocamién pase y libre el puente
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sin problemas. English (2023) propone extender los dominios y contextos
de los problemas de tal manera que los estudiantes desarrollen acercamien-
tos multidisciplinarios en los caminos de resolucién. Propone un marco que
integra Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y Matemiticas (modelo STEM)
para abordar problemas complejos como el cambio climitico, migracién,
movilidad, etc.

Figura3

Un tractocamion cruzando por debajo de un puente

Figura 4

Modelo dindmico que muestra la variacion de la altura PK

Existe evidencia de que el uso de un SGD (GeoGebra) en la representacién
y exploracién de problemas demanda no solo una restructuracién de los
contenidos del curriculum; sino que también amplia las rutas didacticas
asociadas con el disefio e implementacién de actividades de aprendizaje. En
el estudio de la geometria analitica, generalmente los temas se presentan en
un orden que incluye una breve introduccién sobre el uso de un sistema de
coordenadas, una caracterizacién general de lugares geométricos, el estudio
de la recta y posteriormente se analiza la ecuacién de la circunferencia, la
pardbola, la elipse, la hipérbola, etc. (Lehmann, 1985). Con un acercamiento
dindmico, ese orden se modifica y ahora el estudiante no solo tiene la
oportunidad de analizar todas las secciones cénicas en su conjunto; sino
también las relaciona con otros conceptos estudiados previamente como
perpendicularidad, propiedades de tridngulos, mediatrices, paralelas, entre
otros. Ademds, el uso de GeoGebra privilegia el significado geométrico de
los conceptos y ofrece una oportunidad para que los estudiantes analicen e
interpreten grificamente propiedades y relaciones entre atributos de los
objetos o elementos del modelo dindmico (Santos-Trigo et al., 2021).
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Sobre el uso de herramientas de la Inteligencia Artificial
Recientemente, el desarrollo y disponibilidad de herramientas de Inteligencia
Artificial Generativa, como el ChatGPT, AlphaGeometry, DeepSeek, y
AlphaProof, ha propiciado una discusién abierta sobre cémo usarlas en
ambientes de resolucién de problemas. Se argumenta que este tipo de apli-
caciones pueden generar informacién relevante en el disefio e implementacién
de actividades de resolucién de problemas y en el proceso mismo de encontrar
la solucién. En particular, las respuestas y acercamientos que proporcionan
estas herramientas deben ser analizados en términos de la coherencia y
pertinencia de la respuesta o solucién que proporcionan al responder las
preguntas planteadas inicialmente. Es decir, los estudiantes deben desarrollar
estrategias y métodos para identificar posibles caminos de solucién, y
respuestas incorrectas que la herramienta produzca al responder o resolver
un problema.

Los sistemas AlthpaGeometry y AlphaProof estin disefiados para resolver
problemas matematicos de los llamados “tipo olimpiada”. En la International
Mathematical Olympiad 2024 (IM(O2024), AlphaProof junto con Alpha-
Geometry 2 lograron un resultado de medalla de plata al resolver cuatro de
los seis problemas que tradicionalmente se plantean a los competidores. El
problema de geometria que resolvié AlphaProof es:

Sea ABC un tridngulo con AB<AC<BC. Sean Iy Q el incentro y el circulo

inscrito (incirculo) respectivamente. Consideremos un punto X sobre el lado BC

distinto de C tal que la recta paralela a AC que pasa por X es tangente a Q.

Anidlogamente, sea Y un punto sobre el lado BC distinto de B cumpliendo que la

recta paralela a 4B que pasa por Y es tangente a . La recta AI interseca a la

circunferencia circunscrita al tridngulo 4BC en el punto P # 4. Si K'y L son los
puntos medios de AC y 4B respectivamente, probar ~ KIL + YPX = 180°

que (GoogleDeepMind, 2024).

Los principales pasos que sigue la herramienta en la resolucién del
problema consisten en demostrar semejanzas entre una coleccién de



158 CONTRIBUCIONES Y PERSPECTIVAS EN LA RESOLUCION Y FORMULACION DE PROBLEMAS

tridngulos, mds precisamente, mostrar que las parejas de tridngulos (AKI,
BPY), (ALI, CPX), (BXI, BIA) y (CYI, CIA) son semejantes. Debe
mencionarse que en la justificacién de las semejanzas anteriores hay una
buena cantidad de pasos intermedios y la aportacién principal de la herra-
mienta consiste en identificar la existencia del dngulo recto en el punto E,
que se obtiene de la interseccién de las rectas BI y LK. Otro elemento que
conviene destacar en el enunciado del problema es que la hipétesis sobre las
medidas de los lados no es necesaria, como puede ser observado en la justi-
ficacién de la semejanza de tridngulos y también en demostraciones hechas
por humanos, que vale decir, son mds simples que la que propone el sistema
de IA.

Las herramientas ChatGPT y DeepSeek funcionan a partir de un
didlogo continuo con el usuario que se inicia con un prompt que la herra-
mienta recibe y que puede ser un enunciado de un problema, una pregunta
o un conjunto de datos para formular un problema. La herramienta produce
una respuesta y el usuario la analiza en términos de su viabilidad, consistencia
o validez, de acuerdo con el enunciado inicial del problema.

Dependiendo de la respuesta, el usuario puede plantear otras preguntas
para intentar corregir o redireccionar la respuesta inicial. También se le
puede solicitar que busque otros caminos para abordar la actividad y este
didlogo puede continuar hasta que el usuario considere que la herramienta
le ha proporcionado informacién importante para resolver el problema.
Ademas, el usuario puede preguntar qué conceptos y estrategias resultaron
importantes en la resolucién de los problemas.

A partir de la informacién generada por la herramienta durante la inter-
accién con el usuario o profesor, se le puede preguntar acerca de una ruta
didictica para presentar el problema a los estudiantes. Por ejemplo, a Deep-
Seek se le interroga sobre el disefio de una ruta de ensefianza para estudiar
el concepto de integral y responde:

Figura5
Respuesta de DeepSeck a la peticion de una ruta diddctica
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En su respuesta, la aplicacién presenta ejemplos que el profesor puede
considerar en el disefio e implementacién de actividades, al final resume o
presenta ideas esenciales para organizar las sesiones de clase:

Figura 6
Resumen de la ruta que presenta DeepSeek

Si ahora utilizamos el ChatGPT y le hacemos el mismo cuestionamiento,
la aplicacién de inteligencia artificial propone seis etapas para desarrollar la
ruta e incorpora un elemento o enfoque mds robusto que el que proporciona
la aplicacién DeepSeek. Por ejemplo, explicitamente menciona el sentido de
acumulacién del concepto de integral.

Figura 7
La ruta diddctica propuesta por ChatGpt (resumen)

A partir de la informacién generada por las aplicaciones de IA, se
identifican diversos significados o dimensiones del concepto de integral que
deben incluirse en el disefio de actividades y un plan de ensefianza. Siguiendo
las ideas de Thurston (1994), se identifican significados importantes en el
estudio de la integral.
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Acercamiento geométrico. El drea bajo la curva de una funcién en el
sentido estdtico (dreas de rectingulos- Integral de Riemann) o en el sentido
dindmico, el drea como acumulacién de segmentos que cubren una regién

(Principio de Cavalieri).

Figura 8

Riemann: Rectingulos

Figura9

Cavalieri: Segmentos

Légico o formal. Definicién de sumas superiores (S ( £, P)) y sumas
inferiores (S (f, P)) para el conjunto de particiones & ([a, &]) del intervalo

[”) b ]) b b
La funcién fes Riemann integrable si Ve > 0, j - J J| <€ siendo
a a

b
J f=inf{ S(f,P): P € %([a,b]) }

b
J f=sup{ S(LP): P € P(a.b)) )

a
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Simbélico. Utilizacién de los conceptos de antiderivada o integral defi-
nida, por ejemplo, si f(x) = x7, entonces
n+1
+1

Conexion entre la integral y la derivada. En el sentido de la primera
parte del Teorema Fundamental del Cilculo para funciones continuas
(Wassermann et al., 2021). Sea f: [4, # ] > R una funcién continua y
F:[a,6] - R definida como:

F(x) :J f.

+C

Jf(x)dx .
n

Entonces F tiene derivaday F’(x) = f( x ), Vx € [4, 4] entendiendo que la

derivada de F' en a es la derivada lateral derecha; similarmente en 4. Mds
aln, si existe una funcién g tal que g’= /7, en el intervalo [4, 4], entonces

b
J F=gb)-g(@.

Conexion entre la derivada y la integral. En el sentido de la segunda
parte del Teorema Fundamental del Calculo para funciones continuas. Sea
f:la, &]— R una funcién continua y definamos

F<x>=J f

existird un ¢ € [4, 4], cumpliendo que F’(c) = £(c), esto es
X

F'(¢) = lim —<5—.

X—=>Cc X —C

(Wasserman et al., 2021).

La integral como un operador. Dado el intervalo I = [a, 4], Vel espacio
vectorial de las funciones Riemann-integrables en I, y I el espacio de las
funciones continuas en I, se declara al operador 7": V' — W por

T(f)=J I

Medida de otras magnitudes. Lineales (longitudes de arcos de curvas) y
volimenes (método de secciones o método de anillos).

Modelizacién de fenémenos. Fisicos, biolGgicos (trabajo, momentos de
inercia, crecimiento o decrecimiento de poblaciones).

Otras interpretaciones y aplicaciones se obtienen al considerar integrales
de funciones de R”a R .

Al igual que para el caso de la derivada (Thurston, 1994), se pueden
considerar diversos significados y maneras de interpretar el concepto de
integral. La lista de significados se puede extender, por ejemplo, en la Teoria
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de Operadores, el concepto de integral resulta importante en el estudio y
solucién de ecuaciones diferenciales, ecuaciones y transformadas integrales
que son temas de los cursos de andlisis real y complejo.

Podria considerarse, por otra parte, que las investigaciones sobre la ense-
fianza y aprendizaje de la integral definida se basan en dos concepciones
diferentes del concepto (Jones & Ely, 2023). De un lado se considera la
integral como “adding up pieces” (AUP), y de otro “accumulation from rate”
(AR). En las investigaciones realizadas a partir de la primera consideracién,
la integral definida se considera como el drea bajo una curva que se parti-
ciona en trozos infinitesimales que al sumarse cuando se suman estas dreas y
se da el paso al limite (sobre el nimero de particiones), da lugar al concepto
de la integral definida. En la otra concepcién (AR) también se tiene el
sentido del drea bajo la curva, pero estd centrada en la covariacién entre dos
variables que se relacionan a través del analisis de la acumulacién producida
por su tasa de variacién al acumularse en la otra variable. La mayor parte de
las investigaciones desarrolladas en Espafia se han centrado en los aspectos
del AUP (e.g., Camacho et al., 2010; Camacho & Moreno, 2015).

Dreyfus et al. (2021) consideran que se debe hacer mds hincapié en la
segunda concepcién para aproximarse al concepto de integral definida, ya
que incrementa la diversidad de interpretacién, la cual muchas veces estd
limitada al sentido de drea bajo una curva. Se ilustra que el sentido de
acumulacién se puede observar en el siguiente modelo dindmico (ver

Figura 10):

Figura 10
Storm problem

Nota. Fuente Dreyfus et al. (2021), p. 689
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Usando GeoGebra, el problema podria resolverse e incorporar otra serie
de preguntas que profundizardn en la comprensién de la situacién planteada.
Utilizando la visién de doble grifica que permite el DGS se observa (ver
Figura 11):

Figura 11

Problema de la tormenta

En la gréfica de la derecha se representa la funcién de acumulacién que
se corresponde con la integral de la funcién definida a trozos y = f(x). Para
resolver la cuestién 2, bastaria con mover los deslizadores que permiten
observar la variacién de la acumulacién de las dreas. Moviendo el deslizador
a4 hasta 120, el resultado se obtiene de inmediato, que serd justamente el
punto de la curva que representa la funcién 7 (x) (parte derecha de la grifica).

El uso de aplicaciones de la Inteligencia Artificial Generativa como el
ChatGPT o el DeepSeck ofrece a los profesores/estudiantes informacion
importante tanto en el estudio de conceptos matematicos y la resolucién de
problemas, como en el disefio de rutas diddcticas sobre cémo ensefiar/
aprender la disciplina. En el ejemplo que involucra el estudio del concepto
de integral, la herramienta identifica temas esenciales que se deben considerar
en el disefio de actividades de aprendizaje. Se destaca el didlogo interactivo
que se basa en el método inquisitivo para iniciar y mantener una comunicacién
entre el usuario y la herramienta. Asi, el usuario analiza las respuestas con la
finalidad de ampliar el grado de comprensién del concepto en estudio. En
esta direccidn, el papel del profesor resulta esencial en términos de guiar a
los estudiantes en el andlisis de las respuestas que genera la herramienta y
en la busqueda de posibles caminos para detectar respuestas incompletas o
erréneas durante la interaccién con la herramienta. En algunos casos, es
necesario que el estudiante busque otros caminos de resolucién de los
problemas y los contraste con aquellos que genera la herramienta. En
particular, el uso de un SGD puede extender las formas de representar y
explorar los conceptos y los métodos de resolucién de los problemas.
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La resolucién de problemas y el diseiio de libros interactivos
Los desarrollos y disponibilidad de diversas herramientas y plataformas
digitales estin transformando el disefio y uso de materiales con la intencién
de favorecer el desarrollo de un pensamiento matematico en los estudiantes.
En general, los estudiantes, al trabajar una tarea o problema matemitico,
consultan recursos en linea para aclarar dudas, extender su comprensién de
conceptos, revisar problemas resueltos, etc. Johnson et al. (2017) sefialan que
las actividades y los tipos de problemas que resuelven y discuten los
estudiantes permean sus formas de razonar y de resolver las tareas mate-
miticas. Santos-Trigo y Camacho-Machin (2018) formulan un conjunto de
preguntas sobre los posibles cambios que el uso sistemdtico de tecnologias
digitales en las propuestas del curriculum y en los escenarios de ensefianza/
aprendizaje incluyendo el desarrollo de materiales que propicien y promuevan
diversas formas de razonar y resolver problemas en las experiencias de los
estudiantes.
sSeguiran siendo trascendentales los contenidos que se estudian en matemiticas
y ciencias en la educacién preuniversitaria? o ¢habrd una geometria distinta que
incluya el estudio del movimiento de las figuras o un édlgebra con poco énfasis
en las operaciones o cdlculos algebraicos y su significado? ¢Serd todavia necesario
que el nifio en la educacién primaria haga copias y copias para aprender a escribir?
o ¢es mejor guiar al joven en el uso de los ordenadores y tabletas que lo ayuden a
desarrollar o presentar un argumento estructurado y comprender lo que leen?
;Desaparecerd el modelo de ensefianza donde, en general, un profesor, al frente
de la clase, promueve actividades de aprendizaje en un ambiente controlado?
:Deben considerarse desde ahora aquellos escenarios de ensefianza donde los
estudiantes puedan ellos mismos disefiar su propio menu de aprendizaje que
incluya una interaccién en linea con otros estudiantes y asesores? (Santos-Trigo
& Camacho-Machin, 2018, p. 23).
Existen diversos modelos o formas de utilizar las tecnologias en el disefio
de materiales para los estudiantes. Santos-Trigo y Camacho-Machin (2018)
identifican tres tipos de materiales que transforman la naturaleza de un
libro de texto tradicional con el uso de tecnologias digitales:
(i) La digitalizacién de un libro tradicional y que ahora presenta una serie de
uniones o conexiones con otros objetos de aprendizaje [plataformas o desarro-
llos digitales en linea] que el maestro considera importantes para los estudian-
tes; (i7) un libro digital en constante revision y desarrollo a partir de los comen-
tarios recibidos por otros maestros; y (iii) el tipo de libro digital interactivo que
se basa en un conjunto de objetos de aprendizaje que incluye tareas y herra-
mientas que el estudiante usa en la comprensién de los conceptos y en la resolu-
cién de problemas (p. 26).
En el disefo de materiales, la idea es que los estudiantes tengan la
oportunidad de consultar recursos en linea con el propésito de revisar o
ampliar la comprensién de conceptos involucrados en la actividad o
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problema. Asi, durante todo el proceso de interaccion con la actividad, se
proponen videos cortos o enlaces a plataformas en linea que incluyen expli-
caciones o ejemplos de problemas resueltos relacionados con la tarea o actividad
que van a resolver. Se propone una estructura que identifica una serie de
fases o episodios alrededor del proceso de solucién. En el problema “El gato
en la escalera” se ilustran las fases de resolucién de la actividad (Santos-Trigo
& Camacho-Machin, 2018).
1. Presentaciéon del problema. Con un video corto se puede explicar
los objetivos de la actividad y hacer explicito un plan para abordar el
problema.

2. Comprension del problema. La idea es analizar el enunciado del
problema en términos de su sentido y significado con la intencién
de esbozar un posible método de resolucién.

3. La construccién de un modelo dinidmico del problema. En este
modelo, el estudiante tiene la oportunidad de explorar el comporta-
miento de los objetos o atributos al mover elementos dentro del
modelo con el propésito de identificar patrones o relaciones que
después valida con argumentos matematicos.
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4. La construcciény exploracién del modelo dinamico del problema

5. Unacercamiento geométrico
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6. Busqueda de relaciones o propiedades. La exploracién del
comportamiento de los objetos dentro el modelo lleva a los estu-
diantes a la identificacién de nuevas relaciones matematicas.

7. Unacercamiento algebraico

8. Extensionesy conexiones del problema inicial
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Con el uso coordinado de tecnologias digitales, es posible disefiar mate-
riales interactivos donde los estudiantes tengan la oportunidad de consultar
diversos recursos y plataformas en linea durante las fases de resolucién de
problemas. En el disefio se sustenta un método de indagacién que promueve
la busqueda constante de diversos caminos o formas de representar y explorar
conceptos y resolver tareas matemdticas. Se destaca la construccién de
modelos dindmicos de los problemas y la formulacién de preguntas como
un habito para comprender un concepto o analizar el sentido y pertinencia
del enunciado de un problema. También, en el disefio de un plan y su
implementacién el estudiante puede consultar ejemplos resueltos y preguntarse
sobre las estrategias que puede usar en la resolucién del problema. Ademas,
la formulacién de nuevos problemas o la extensién del problema inicial son
actividades que el estudiante debe integrar en la resolucién de los problemas.
Por otro lado, el SGD GeoGebra permite desarrollar libros interactivos
(LIGG) que pueden aportar elementos importantes en la formacién de
futuros profesores de Matemiticas de Educacién Secundaria. Por ejemplo,
en el afio 2021, una estudiante del Grado (licenciatura) en Matemdticas
disefié varias actividades en forma de LIGGs en las que se revisitaban algunos
teoremas geométricos que habitualmente no se estudian en su formacién
(Teoremas de los senos generalizados, Ceva, Morley, Menelao y Pascal),
abordados cada uno de ellos con la siguiente estructura:

* Introduccién

* Conocimientos previos

* Enunciado formal

* Actividades de comprobacién y demostracién

* Relacién con el curriculum de Educacién Secundaria y

* Ejercicios

Figura 12

Teorema de Ceva-Video construccion
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En las figuras 12 y 13 se muestran los videos del apartado de construccién.
En el siguiente enlace, presenta la estructura de cada capitulo para el

Teorema de Menelao (https://www.geogebra.org/m/h94v3snh)

Figura13

Teorema de Pascal. Video de su construccion

Andlisis retrospectivo y conclusiones
La colaboracién académica entre grupos de investigacién de instituciones
mexicanas (Cinvestav y la Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo) y
la Universidad de la Laguna se ha centrado alrededor de la resolucién de
problemas como un dominio de investigacién que conecta las pricticas y
quehacer de la disciplina con las propuestas del curriculum y los escenarios
o ambientes de ensefianza y aprendizaje. En este capitulo, se enfatiza la
importancia de caracterizar el estudio de las matemdticas como un conjunto
de dilemas o problemas que el estudiante tiene que identificar y resolver en
términos de recursos y estrategias propias de la disciplina. En este camino
surge la idea de problematizar la tarea de comprender conceptos y de
desarrollar competencias de resolucién de problemas. La problematizacién
se manifiesta por medio de las preguntas que el estudiante formula y
responde durante el proceso de comprender conceptos y resolver problemas
matemiticos. En esta direccidn, el uso sistemdtico y coordinado de diversas
herramientas no solo influye en las formas en que los estudiantes razonan y
resuelven problemas, sino también en las maneras de compartir sus ideas o
discutir sus acercamientos de resolucién con sus pares y profesores.

En el capitulo, se presentan algunos ejemplos sobre cémo un SGD
(GeoGebra) ofrece a los estudiantes una oportunidad de construir y explorar
modelos dindmicos de conceptos o problemas. Durante la exploracién de
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los modelos surgen nuevas preguntas y problemas que amplian el dominio
inicial del problema y sus formas de resolverlos. Los acercamientos dindmicos
propician conexiones entre conceptos y demandan una restructuracién de
las propuestas del curriculum. Con el uso de herramientas de la Inteligencia
Artificial Generativa, el estudiante entra en un didlogo que demanda un
andlisis de las respuestas que proporciona la herramienta con la intencién de
orientar la discusién hacia la comprensién de conceptos o la resolucién de
los problemas. Se argumenta que el uso coordinado de las herramientas abre
diversos caminos sobre c6mo construir conceptos y aplicarlos en la resolucién
de problemas. Ademds, en el capitulo se presenta un modelo para el
desarrollo e implementacién de materiales interactivos que guien a los
estudiantes durante el desarrollo de sus experiencias de aprendizaje. Se
esboza un marco que ilustra las dimensiones relevantes en la resolucién de
problemas y la importancia de consultar desarrollos en linea con la intencién
de revisar y extender la comprensién de conceptos y buscar diversos caminos
para resolver un problema.

Finalmente, es importante sefialar que el uso sistemético de herramientas
digitales, como el ChatGPT, DeepSeek, AlphaGeometry y AlphaProof,
demanda una discusién profunda no solo de las pricticas de ensefianza y los
escenarios de aprendizaje; sino también de los marcos conceptuales y
protocolos de investigacién que sustentan y proporcionan las bases para la
comprensién de conceptos y el desarrollo de competencias de resolucién de
problemas de los profesores y estudiantes. En esta perspectiva, el trabajo de
colaboracién entre grupos de investigacién de instituciones mexicanas y
espafiolas debe ampliar la agenda académica y revisitar los avances y
resultados en el dominio de la resolucién de problemas con la intencién de
integrar el uso coordinado de tecnologias digitales en el desarrollo de
actividades de aprendizaje y las formas de evaluar el aprendizaje de los
estudiantes.
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Palabras clave
Conexiones matemdticas, teoria ampliada de las conexiones, enfoque ontosemidtico.

Abstract

This chapter first explains the research carried out by the group from the Autonomous
University of Guerrero (UAGro), Mexico, within the framework of the Extended
Theory of Connections, contributing to characterize mathematical connections and
to establish typologies of connections, as well as to study these connections to
understand different mathematical objects. Then, the research on connections by
the group from the University of Barcelona is described in which a general framework
of mathematical activity is used as a theoretical reference, specifically the Ontose-
miotic Approach (OSA). Next, the research carried out by some of these groups or
jointly, in which the OSA is used in a combination with some specific typology of
connections. is summarized.

Keywords
Mathematical connections, extended theory of connections, ontosemiotic approach.

Introduccién

Las investigaciones sobre el proceso de aprendizaje y ensefianza de las
matemdticas han puesto de manifiesto la importancia que tienen las
conexiones en dicho proceso. Una mirada global a la literatura evidencia
que la investigacién sobre las conexiones matemadticas es una temdtica cada
vez mds relevante para la Educacién Matemitica y, también, que sus
referentes tedricos estin cada vez mds desarrollados.

En el inicio del interés por las conexiones matemdticas podemos situar
las investigaciones de tipo cognitivo que consideran que la comprensién se
consigue con la integracién/conexién de representaciones mentales del sujeto
(Hiebert & Carpenter, 1992) y los Principios y Estindares del NCTM
(2000), ya que en esta publicacién se considera que el establecimiento de
conexiones matemadticas es importante para que los estudiantes comprendan
conceptos matemdticos, relacionen significados, representaciones, usen
férmulas adecuadamente para completar procedimientos y vinculen las
matemdticas con situaciones de la vida real. La publicacién de los Principios y
Estiandares del NCTM (2000) fue un gran impulso para que las conexiones
alcanzaran un papel relevante en la Educacién Matemitica y para aumentar
el interés en investigarlas.

La revisién de la literatura de Educaciéon Matematica sobre las conexio-
nes, sobre todo la realizada en Iberoamérica, evidencia diferentes grupos
de investigaciones. Un primer grupo estd enfocado en el desarrollo de
herramientas tedricas especificas para el estudio de la actividad matematica
relacionada con el proceso de conexién. Un segundo grupo de investigaciones
se centra en el desarrollo de herramientas tedricas para el andlisis de la
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actividad matemdtica en general. Ahora bien, dado que en la actividad
matemdtica el establecimiento de conexiones es un aspecto clave, este
segundo grupo ha desarrollado, en particular, herramientas para analizar la
actividad matematica relacionada con el proceso de conexién.

En este capitulo se explican primero las investigaciones realizadas por el
grupo de la UAGro en el marco del primer grupo de investigaciones recién
comentado; se trata de investigaciones enfocadas en caracterizar qué son las
conexiones matemadticas y a establecer tipologias de conexiones. Después se
describen las investigaciones sobre conexiones del grupo de la UB, que han
usado como referente tedrico un marco general de la actividad matematica
(el segundo tipo comentado anteriormente), especificamente el marco del
Enfoque Ontosemiético (EOS). A continuacién, se resumen las investiga-
ciones realizadas por algunos de estos grupos, o bien conjuntamente, en las
que se usan de manera combinada el EOS con alguna tipologia especifica
de conexiones.

El trabajo conjunto entre el grupo de la UAGro y el de la UB tuvo su
origen, por una parte, en el interés de ambos grupos sobre la problematica
de las conexiones matemadticas y, por otra parte, por la colaboracién que
surgi6 de las estadias de Viceng Font en 2018 en la Universidad Auténoma
de Guerrero y por las estadias de los doctorandos Karen Campo-Meneses y
Camilo Rodriguez-Nieto de la UAGro en Barcelona en 2019. De estas dos
ultimas estadias se derivé que Viceng Font fuese codirector de ambas tesis.

Investigaciones del grupo de la UAGro para el desarrollo de la
Teoria Ampliada de Conexiones

Como resultado del primer grupo de investigaciones comentadas en la
introduccién, destaca la Teorfa Ampliada de las Conexiones (TAC), en
cuyo desarrollo ha tenido un papel fundamental el grupo de investigacién
de la Universidad Auténoma de Guerrero en México. Se trata de una teorfa
que inicialmente consideré que una conexién matemidtica es una relacién
verdadera entre dos ideas matematicas A y B y que ha propuesto algunas
tipologias para el estudio de las conexiones matemiticas. Esta teoria consi-
dera dos grandes grupos de conexiones, las intra-matemdticas y las extra-
matemdticas, aunque se ha centrado sobre todo en las intra-matematicas, ya
que solo se considera un tipo de conexidn extra-matemadtica: la conexién de
modelado (Evitts, 2004). Se puede considerar que con las cinco categorias de
conexiones matematicas propuestas por Evitts (2004) (Modelado, Estruc-
tural, Representacién, Procedimental-conceptual y entre Conceptos Mate-
miticos) y las seis propuestas por Businskas (2008) (Modelado, Orientada a
la instruccién, Procedimental, Representaciones diferentes, Parte-todo e
Implicacién) se inicia la Teorfa de las Conexiones. Estas primeras categorias
se han ido ampliando, en diferentes articulos, con los siguientes tipos:
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Caracteristica (Eli et al., 2011), Reversibilidad y significado (Garcia, 2018,;
Garcia-Garcia, 2019; Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2021a; 2021b) e
Inter-conceptual (Garcia-Garcia, 2024).

El grupo de la UAGro realizé inicialmente sus investigaciones en el
contexto del Célculo. En los hallazgos tedricos de sus trabajos, Garcia (2018),
Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018; 2021a, 2021b) han propuesto y
organizado tipologias de conexiones matemdticas que fueron confrontadas
con las investigaciones de Evitts (2004), Businskas (2008) y Eli et al.
(2011). En este sentido, Garcia (2018) clasificé las conexiones matemdticas
en dos grandes tipologias: extra-matemdticas e intra-matematicas (ver Figura
1), generando un primer esbozo de lo que aqui llamaremos Teoria
Ampliada de las Conexiones (TAC), dado que los tipos de conexiones
matemadticas presentadas en la Figura 1, se pueden considerar una ampliacién
del modelo de Businskas (2008). Ademis de dicha tipologia de conexiones,
en Garcia-Garcia (2024) se considera la conexién interconceptual recien-
temente incorporada a la TAC.

Figural

Tipologia de conexiones matematicas

Nota. Tomado de Garcia (2018), p. 166

La TAC es una teoria que se desarrolla por extensién y que se seguird,
previsiblemente, ampliando con nuevos tipos de conexiones. Esta extensién
por ampliacién de tipologias se debe a que su aplicacién a un contenido
ensefiado en un determinado contexto escolar, en algunos casos, resulta
limitada. Por ejemplo, Hatisaru et al. (2024), al investigar las conexiones
matemdticas activadas por futuros profesores de matematicas de secundaria
cuando resuelven problemas de algebra, usaron la TAC como referente
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tedrico, pero en el andlisis de datos se encontraron con que los participantes
establecian conexiones que no se podian clasificar en alguno de los tipos de
conexiones consideradas en la TAC, bien por algunas limitaciones de esta
teoria o bien por el tipo de problemas propuestos. Ante esta situacién, estos
autores concluyen que la TAC debe robustecerse y matizar sus categorias de
conexiones, de manera que se genere una tipologia mds amplia que ayude a
los docentes e investigadores a identificarlas mejor.

En esta linea de proponer nuevas tipologias de conexiones en el marco
de la TAC, tenemos un primer trabajo conjunto entre investigadores de la
UAGtro y de la UB. En Rodriguez-Nieto et al. (2022) se analizaron las
conexiones que se dan en la transcripcién del desarrollo de una clase sobre
derivadas, con una metodologia cualitativa de analisis del contenido, a partir
de unas categorias a priori suministradas por la TAC. Ahora bien, el hecho
de que en algunos parrafos la aplicacién de la TAC result6 especialmente
ambigua, llevé a los autores a argumentar que es necesario matizar y
ampliar las categorias de la TAC para un estudio mis profundo de las
conexiones que se dan en la transcripcién; en particular, proponen considerar,
como un nuevo tipo de conexién, las metaféricas. Asimismo, en la tesis
doctoral de Rodriguez-Nieto (2021), dirigida por Flor Rodriguez (UAGro)
y Viceng Font (UB) se recopilan las diez tipologias de conexiones consideradas

en la TAC las cuales se recogen en la Tabla 1.
Tabla 1

Conexiones matemdticas propuestas en la TAC
CM Descripcién

Se refiere a la comprensién de un concepto C con base en dos o mds conceptos previos 4y B,
requeridos para ser entendidos por un estudiante. Ademas, estas conexiones se pueden identificar de

ol dos formas: 1) la asociacién de un nuevo tema con conocimientos previos, y, 2) los conceptos y
procedimientos matematicos conectados entre si se consideran prerrequisitos o habilidades que los
estudiantes deben dominar antes del desarrollo de un nuevo concepto (Businskas, 2008). Por ejemplo,
cuando se relaciona la interpretacién geométrica de la derivada con la pendiente de una recta.

Son relaciones entre las matematicas y la vida real y se evidencian cuando el sujeto resuelve problemas

MD DO matemiticos o de aplicacién donde tiene que plantear un modelo o expresién matemitica (Evitts,
2004). Por ejemplo, cuando un sujeto puede construir una funcién que modela el crecimiento de un
cultivo de bacterias estd empleando esta conexién matemdtica.

Se manifiestan mediante el uso de reglas, algoritmos o férmulas para resolver una tarea matematica.
Estas conexiones son de la forma A es un procedimiento utilizado para trabajar con el concepto B

P (Businskas, 2008; Garcia-Garcia y Dolores-Flores, 2021a, 2021b). Por ejemplo, un sujeto emplea esta
conexién cuando utiliza el grifico de una funcién lineal para determinar la solucién de la ecuacién
lineal asociada y argumenta el proceso seguido (Garcia-Garcia, 2024).

Son identificadas cuando el sujeto representa los objetos matematicos usando representaciones
equivalentes y alternas (Businskas, 2008). Las representaciones equivalentes implican el tratamiento
entre representaciones en un mismo registro. Las alternas se refieren a representaciones de un mismo
objeto donde se modifica el registro en el cual fueron formadas inicialmente (e. g., grafica-algebraica)

RD  (Businskas, 2008). Por ejemplo, cuando un sujeto construye un grafico de la funcién f(x) = 2x + 1
(dado algebraicamente), estd empleando la conexién de tipo RD en su forma alterna. Mientras que,
cuando un sujeto parte de una ecuacién en la forma ax + & = cx + d realiza operaciones y la transforma
en otra forma de la forma a’x = 4’ (para encontrar el valor de x) en el registro algebraico, estd usando
esta conexién matemitica RD de tipo representaciones equivalentes (Garcia-Garcia, 2024).
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Tabla 1 (Continta)

Conexiones matemdticas propuestas en la TAC

CM Descripcion

Se presentan cuando el sujeto establece relaciones l6gicas de dos maneras: 1) la relacién de
generalizacién es de la forma 4 y es una generalizacién de By B es un caso particular de 4 (Businskas,

PT 2008); 2) La relacién de inclusién viene dada cuando un concepto matemitico estd contenido en otro,
por ejemplo, los nimeros enteros estin contenidos en los reales (Businskas, 2008). Por ejemplo,
cuando un sujeto argumenta que el sistema 2x + 3y = 0, 4x + y = 0, es un caso particular del sistema de
la forma ax + by = n, cx + dy = m, estd empleando esta conexién matematica (Ledn et al., 2024).

Se identifican cuando un concepto P conduce a otro concepto Q mediante una relacién légica (P—= Q)
1 (Businskas, 2008). Por ejemplo, cuando un sujeto argumenta que, si un sistema de ecuaciones lineales es
consistente y las grdficas de las ecuaciones se superponen, entonces el sistema tiene infinitas soluciones (Leén

et al., 2024).

Se identifica cuando el sujeto expresa caracteristicas del concepto o describe sus propiedades en
términos de otros conceptos que los hace diferente o similar a otro (Eli et al., 2011; Garcfa-Garcia y
Dolores-Flores, 2021a). De acuerdo con Garcia-Garcia (2024), esta conexién puede incluir

C descripciones verbales o escritas de los componentes de una representacion (algebraica, geométrica,
grifica, etc.) o incluso caracteristicas de un teorema. Por ejemplo, cuando un sujeto indica que una
ecuacion lineal de la forma ax + & = ¢ tiene una incégnita x establece esta conexion matematica
(Garcia-Garcia, 2024).

Se presentan cuando el profesor o el estudiante parte de un concepto P para llegar a un concepto Q e
invierte el proceso partiendo de Q para volver a P (Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2021a, 2021b).

Por ejemplo, cuando un estudiante construye para f(x) = 2x + 1 su inversa

x =1
) =——
y a partir de esta puede regresar a f (x) estd estableciendo esta conexién (Garcia-Garcia, 2024)

Se identifica cuando el estudiante o el profesor atribuye un sentido a un concepto matemdtico
(expresion/contenids), es decir, lo que significa para él o ella. Incluye aquellos en los que un estudiante
da una definicién que él o ella ha construido para estos conceptos. Este tipo de conexién es diferente

S del tipo de conexién caracteristica porque no se describen las propiedades y cualidades de los
conceptos matemiticos (Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2021a, 2021b). Por ejemplo, cuando un
estudiante define que el conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales como el conjunto de
valores de las incégnitas que satisfacen simultineamente las ecuaciones del sistema, estd empleando
esta conexién matemdtica (Ledn et al., 2024).

Son entendidas como la proyeccién de las propiedades, caracteristicas, etc., un dominio conocido para
estructurar otro dominio menos conocido (abstracto) (Rodriguez-Nieto et al., 2022). Por ejemplo,

MT  cuando el profesor o el alumno usa expresiones metaféricas como “recorrer la grafica sin levantar el
léapiz del papel” que implicitamente sugieren la metéfora conceptual “la grafica es un camino”
(Rodriguez-Nieto et al., 2022)

Nota: Orientada a la instruccién (OI), Modelado (MD), Procedimental (P), Representaciones
diferentes (RD), Parte-Todo (P-T'), Implicacién (I), Caracteristica (C), Reversibilidad (R), Significado
(S) y Metaférica (MT)

Estos tipos de conexiones descritos en la tabla 1 no son conjuntos dis-
juntos ya que, por ejemplo, algunas conexiones metaféricas, como las de
tipo “linking” se pueden considerar conexiones de significado, parte-todo o
de representaciones diferentes. En nuestra opinién, de acuerdo con Font
(2007), si bien estas tipologias tienen un aire de familia, son tipologias
distintas.

El grupo de la UAGro ha realizado numerosas investigaciones sobre
diferentes objetos matemdticos y en diferentes niveles educativos, usando
algunas tipologias de la TAC. A titulo de ejemplo, tenemos la investigacién
de Barragin et al. (2024), en la que se estudian, usando como referente teé-
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rico cinco categorias de conexiones contempladas en la TAC y mediante un
andlisis temdtico, las conexiones matemdticas que establecen cuatro estu-
diantes mexicanos de primer semestre de bachillerato cuando resuelven ta-
reas que involucran la ecuacién lineal.

Las conexiones en el marco del EOS

Del segundo grupo de investigaciones comentado en la introduccién,
queremos destacar las fundamentadas en el Enfoque Ontosemiético de la
Cognicién e Instruccion Matemitica (EOS) (Godino, 2024; Godino et al.,
2007), en el que se considera que, para estudiar la actividad matemdtica, es
necesario recurrir a la ontologia, es decir, considerar los objetos matematicos
que intervienen en la actividad matemadtica y cémo se relacionan entre si
mediante funciones semidticas. En esta seccion se describen brevemente los
elementos del EOS que se han utilizado en la investigacién del grupo de la
Universitat de Barcelona en el estudio de las conexiones matemaiticas.

El EOS considera que, para describir la actividad matematica desde un
punto de vista institucional y personal, es esencial tener en cuenta los objeros
involucrados en tal actividad y las relaciones semidticas entre ellos (Font et
al., 2013; Godino et al., 2007). La actividad matemitica se modeliza en
términos de prdcticas, una configuracion de objetos primarios, y procesos que se
activan por las pricticas. En esta teorfa, una prictica matematica se considera
como una secuencia de acciones reguladas por normas establecidas institu-
cionalmente y guiadas hacia un objetivo (usualmente, resolver un problema).
En la ontologia del EOS, el término odjeto se utiliza en un sentido amplio
para referirse a cualquier entidad que esté, de alguna manera, involucrada en
una prdctica matemdtica'y que se pueda aislar del resto de la actividad mate-
mitica e identificar como una unidad. Por ejemplo, al llevar a cabo y evaluar
una prdctica de resolucién de problemas, se puede identificar el uso de dife-
rentes lenguajes (verbal, grifico, simbdlico, etc.), los cuales son la parte
ostensiva de una serie de definiciones, proposiciones, y procedimientos que
estin involucrados en la argumentacién y justificacién de la solucién del
problema. Los problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedi-
mientos y argumentos son considerados como objefos, especificamente,
como los seis objetos matemdticos primarios los cuales, en conjunto, forman la
configuracion de objetos primarios. El término configuracién es utilizado para
designar un conjunto o sistema heterogéneo de objetos que estdn interrela-
cionados. Toda configuracion de objetos primarios se puede ver tanto desde
una perspectiva personal como institucional, lo cual lleva a la distincién
entre configuraciones cognitivas (personales) y epistémicas (institucionales) de
objetos primarios.

Los objetos matemdticos que intervienen en las pricticas matemadticas y
aquellos que emergen de estas, se pueden considerar desde la perspectiva de
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las siguientes formas de estar presentes en la actividad matemitica, las cuales
se agrupan en facetas o dimensiones duales (Font et al., 2013; Godino et al.,
2007):

* Extensivo/Intensivo: Los objetos intensivos corresponden a aquellas
colecciones o conjuntos de entidades, de cualquier naturaleza, que se
producen ya sea extensivamente (al enumerar los elementos cuando
es posible) o intensivamente (al formular la regla o propiedad que
caracteriza la membresia de una clase o tipo de objetos).

* Expresién/Contenido: Los objetos pueden estar participando como
representaciones o como objetos representados.

* Personal/Institucional: Los objefos institucionales emergen de sistemas
de pricticas compartidas dentro de una institucién, mientras que los
objetos personales emergen de précticas especificas de un individuo.

* Ostensivo/No ostensivo: Algo que se puede mostrar directamente a
otra persona, versus algo que no puede mostrarse directamente por si
mismo y debe, por lo tanto, complementarse con otra entidad que si
pueda mostrar.

* Unitario/Sistémico: Los objetos pueden participar en las prdcticas
matemdticas como objetos unitarios o como un sistema.

El uso y/o la emergencia de los objetos primarios de la configuracion
(problemas, lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos, y argu-
mentos) tiene lugar a través de los respectivos procesos matemdticos de comu-
nicacién, problematizacién, definicién, enunciacién, elaboracién de proce-
dimientos (algoritmizacién, rutinizacién, etc.), y argumentacién (aplicando
la dualidad proceso-producto). Mientras tanto, las dualidades antes descritas
dan origen a los siguientes procesos (Font et al., 2013): institucionalizacién—
personalizacién; generalizacién—particularizacién; analisis/descomposicién—
sintesis/reificacién; materializacién/concrecién—idealizacién/abstraccidn;
expresiéon/representacién—significacién (ver Figura 2).

Esta lista de procesos se deriva de la tipologia de objetos primarios y de
facetas duales utilizadas como herramientas para analizar la actividad
matemadtica en el EOS. Si bien se contemplan algunos de los procesos
considerados como importantes en la actividad matematica, no se pretende
incluir todos los procesos involucrados en dicha actividad. Esto se debe a que,
entre otras razones, algunos de los procesos mas importantes, como la resolucién
de problemas y la modelizacién matemadtica, son macroprocesos que involucran
procesos més elementales, como la representacion, argumentacion, idealizacion.

Las herramientas tedricas antes descritas permiten analizar la actividad
matemdtica mediante diferentes tipos de andlisis didacticos (véase Breda et
al., 2021; Campo-Meneses et al., 2024; Garcés, 2021).

Una nocién clave para relacionar las pricticas con los objetos primarios
y los procesos activados en ellas es la nocién de funcion semidtica, que
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permite relacionar las prdcticas con los objetos primarios que se activan en
estas. Una funcion semidtica es una relacién triadica entre un antecedente
(expresién/objeto inicial) y un consecuente (contenido/objeto final), esta-
blecida por un sujeto (persona o institucién) de acuerdo con un cierto criterio
o cédigo de correspondencia.

Figura2

Representacion onto-semictica del conocimiento matemdtico

Nota. Adaptado de Font y Contreras (2008, p. 35)

En el EOS, las funciones semidticas se conciben, de manera metafdrica,
como una correspondencia entre conjuntos que pone en juego tres com-
ponentes: un plano de expresién (objeto inicial), un plano de contenido
(objeto final), un criterio o regla de correspondencia (Godino et al., 2007).
La funcién semiética (FS) se relaciona, de entrada, con la dualidad expresion/
contenido y con el proceso de significacién; un ejemplo, es cuando a alguien
se le pregunta qué entiende por derivada en un punto (expresién) y responde
que es la pendiente de la recta tangente en este punto (contenido). Pero en
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el EOS se amplia esta manera de entender la F'S y se considera que tanto el
plano de la expresién como el del contenido pueden ser objetos materiales o
mentales, que pueden ser cualquiera de los seis tipos de objetos primarios de
la configuracién y, ademads, cualquiera de las maneras de estar participando
en la prictica matemdtica consideradas en las dualidades. Teniendo en
cuenta los objetos primarios que son la expresién o el contenido de una FS,
se contemplan treinta y seis tipos de 'S bsicas, las cuales se aumentan si se
tienen en cuenta las facetas duales-por ejemplo, a la F'S que relaciona una
propiedad con otra (por ejemplo en el caso de la FS que relaciona el teorema
de Pitdgoras con el teorema de Pitdgoras generalizado, una FS que relaciona
una proposicién con otra, al contemplar la dualidad extensivo-intensivo, se
puede convertir, si es el caso, también en una FS que relaciona un particular
(un extensivo) con un general (un intensivo). Ademads, al cruzar las facetas
aparecen nuevas FS, por ejemplo, si consideramos la faceta dual extensivo/
intensivo desde la perspectiva de expresién/contenido, aparecen cuatro nuevas
FS.

Las FS son un instrumento relacional entre los objetos primarios activados
en las pricticas matematicas. Esta relacién puede entenderse como una tnica
FS o bien como el resultado de un encadenamiento semidético. Por ejemplo,
si a alguien se le pregunta cudl es la definicién de derivada y responde con
una definicién correcta. Se puede considerar que esta persona ha realizado
una funcién semiética, donde la expresion es el término derivada (considerado
como un objeto primario de tipo lingiistico) y el contenido es la definicién
de derivada (considerado como otro objeto primario).

Ahora bien, la tipologia de funciones semiéticas que contempla el EOS
permite entender esta funcién semiética lenguaje -definicién como el resul-
tado de una trama de funciones semidticas que el alumno ha puesto en fun-
cionamiento para poder expresar este significado. Dicho de otra manera, se
puede establecer una recursividad o un zoom a esta funcién semiética y en-
tenderla como el resultado de una trama de otras funciones semiéticas. El
establecimiento de una funcién semidtica se puede considerar como una
conexién no categorizada.

El grupo de la UB ha realizado muchas investigaciones sobre conexiones
en las que se ha profundizado en el anilisis de las funciones semidticas
implicadas en la actividad matemdtica. Por ejemplo, en Rondero y Font
(2015) se consideran las conexiones matemdticas como funciones semidticas
sin categorizar, las cuales se pueden agrupar en tres grandes categorias 1)
trama de funciones semiéticas que determina niveles de generalizacion, 2)
trama de funciones semidticas que determinan proyecciones metaféricas y
3) tramas de funciones semidticas en general. La primera categoria lleva
(entre otras) a las conexiones parte-todo, la segunda lleva a las conexiones
de tipo metaférico y el tercer grupo lleva a una variedad de tipos de conexiones.
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Investigaciones que combinan categorias de conexiones de la
TAC con el EOS

La mayoria de los estudios que usan como marco teérico la TAC se
enmarcan en el contexto intra-matemdtico y pocos en el contexto extra-
matemdtico, donde solo se contemplan las conexiones de modelado. Por
otra parte, las investigaciones que usan como referente tedrico categorias de
conexiones de la TAC presentan, entre otros, dos aspectos problematicos.
Primero, la exigencia de que la conexién sea verdadera, lo cual lleva implicito
un problema filoséfico que no es menor (;qué hay que entender por verdadero
en matemdticas?) y, segundo, el problema de explicar por qué algunas de las
conexiones que hacen los alumnos no son correctas y, por tanto, no se pueden
considerar conexiones. Estas dos limitaciones han llevado a algunos de los
investigadores que usan la TAC a ampliar este referente tedrico, recurriendo
al segundo grupo de investigaciones comentado en la introduccién.

En esta linea, en esta seccién comentaremos algunas investigaciones que
combinan algunos tipos de conexiones de la TAC con el uso de herramientas

de anilisis del EOS.

Agenda de investigacién iniciada en Vanegas y Giménez (2018)

Se puede considerar que la investigacién de Vanegas y Giménez (2018) es
un primer intento de combinar algunas categorias de la TAC con el EOS.
Estos autores, con relacién a las conexiones extra-matemdticas, siguiendo la
clasificacién de conexiones de Businskas (2008) y elementos del Enfoque
Ontosemiético (Godino et al, 2007), plantean las siguientes categorias:

* Conexién Modelizadora: Se refiere a las relaciones establecidas entre
un contexto extra-matemdtico y una idea matemadtica, relacién que
requiere de un modelo matematico para existir.

* Conexién Mediadora: Establece la relacién entre un concepto extra-
matemdtico y una idea o procedimiento matemdtico mediante el uso
de un elemento mediador que permita interpretar mejor un determinado
significado de la idea matemdtica, suponiendo que esto mejora la
representatividad de dicho significado.

* Conexién Interdisciplinar Genérica: Referida a las relaciones establecidas
entre elementos de una disciplina, que funciona como contexto extra-
matemdtico y varias representaciones de un objeto matemdtico que
suelen expresarse de manera genérica o poco profundizada. Con estas
relaciones es posible mostrar algunas caracteristicas y/o propiedades
de un conocimiento matemdtico o problemas asociados.

* Conexién semiética: Indica establecimiento de relaciones explicitas
entre diferentes representaciones de una misma nocién matemdtica
con ayuda de distintas representaciones de un elemento perteneciente
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a un contexto extra-matematico, de tal forma que emergen caracteristicas
o propiedades de dicha idea matematica.

* Conexién metaférica: Describe aquellas conexiones en que un
elemento extramatemdtico se usa como una metdfora que permite
reconocer elementos particulares o generales implicitos de alguna nocién
matemdtica.

* Materializacién: Se refiere a las relaciones en que un contexto extra-
matemdtico se presenta para materializar una definicién o proceso
matematico, o bien para ser abstraido.

Esta linea de trabajo ha continuado en la tesis doctoral de Vargas (2024)

y en Vargas et al., (2024). En este ultimo articulo se describen las conexiones
extra-matemadticas que emergen al enfrentar a un grupo de 250 futuros
docentes de Educacién Primaria a dos tareas profesionales que abordan
diversas nociones geométricas. En el andlisis desarrollado se considera la
teorfa de conexiones extra-matemadticas (Vanegas & Giménez, 2018) y
herramientas del Enfoque Ontosemidtico: configuracién epistémica y
funcién semiética, para evidenciar la emergencia de conexiones metaféricas
e interdisciplinares genéricas; las primeras referidas a la constitucién de una
metdfora como herramienta para acceder desde una idea extramatematica a
un objeto intra-matemdtico; mientras que las segundas, indican el uso de
elementos pertenecientes a una disciplina particular y por tanto extra-
matemdticos, para comprender un objeto intra-matemdtico. Los resultados
y conclusiones giran en torno a la evidencia presentada sobre la emergencia
de dichas conexiones. Por otra parte, se da cuenta del potencial del disefio
de tareas escolares en los procesos de formacién de maestros de Educacién
Primaria.

La metafora del iceberg

Podemos considerar que la tesis de Rodriguez-Nieto (2021) y el articulo de
Rodriguez-Nieto et al., (2022) derivado de dicha tesis, constituyen una arti-
culacién entre los dos grupos de investigaciones comentados en la introduccién,
ya que integran un tipo de andlisis pensado para cualquier actividad mate-
mitica (propuesto por el EOS) con herramientas de anilisis para un tipo
especifico de actividad matematica (conexiones) propuestas por la TAC. En
términos metaféricos se puede decir, como resultado de esta articulacién,
que el proceso de conexién puede ser entendido como un iceberg donde,
para explicar cémo un individuo establece conexiones, es necesario tener en
cuenta la parte sumergida del iceberg, la cual consiste en un conglomerado
de pricticas matematicas, objetos matematicos primarios activados en ellas,
funciones semidticas que relacionan estos objetos primarios, y otros procesos
matemdticos. Este conglomerado es necesario para que se activen las
conexiones intra y extra-matemdticas y es en este conglomerado dénde hay
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que buscar la principal explicacién del no establecimiento de alguna conexién
por parte del alumnado. Por otra parte, el hecho de considerar la dualidad
personal/institucional permite situar las conexiones “verdaderas” de la TAC
en el 4mbito institucional y considerar también como conexiones las que
establece el alumnado que no son verdaderas, y que en este caso serfan
conexiones personales.

Esta linea de trabajo ha continuado con numerosas investigaciones
(Rodriguez-Nieto et al., 2023, Rodriguez-Nieto et al., 2024, entre otras)
con la participacién de profesores de la UAGro y de la UB. Entre estos
articulos queremos destacar primero el de Rodriguez-Nieto et al. (2023).
Dado que la literatura reporta que los estudiantes tienen dificultades para
conectar significados parciales, multiples representaciones de la derivada y
realizar procesos de reversibilidad entre representaciones de una funcién fy
su derivada f” estos autores se proponen como objetivo de su investigacién
analizar las conexiones matemadticas que establecen los estudiantes universi-
tarios al resolver tareas que involucran las grificas de /'y f, cuando ninguna
de las dos funciones tiene una expresién simbdlica asociada. Para ello
realizaron una investigacién cualitativa y de estudio de caso en el que parti-
ciparon siete estudiantes del primer afio de licenciatura en matematicas de
una universidad del sur de México. Para la recoleccién de datos se aplicaron
dos tareas que involucran el contexto grafico de la derivada. Para el estudio
de los datos se realizé un anilisis de la actividad matemadtica de los partici-
pantes con el modelo de andlisis propuesto por el Enfoque Ontosemiético,
y un andlisis temdtico con tipos de conexiones matemdticas de la TAC para
inferir las conexiones realizadas en la resolucién de las dos tareas, lo que
permiti6 considerar la conexién de reversibilidad entre las grificas de /'y f
> como el encapsulamiento de una porcién de la actividad matemadtica. Se
concluye que, si bien algunos estudiantes pueden establecer la conexién de
reversibilidad entre las graficas de /' y f, la complejidad de la actividad
matemadtica que encapsula la conexién explica por qué otros estudiantes no
pueden establecerla.

También queremos resaltar los trabajos relacionados con la tesis doctoral
de Campo-Meneses (2024), dirigida por Javier Garcia-Garcia (UAGro) y
Vicen¢ Font (UB). Por ejemplo, en Campo-Meneses et al., (2021) se usa
como referente teérico un networking entre el Enfoque Ontosemiético del
Conocimiento y la Instruccién Matemadtica y la Teoria Ampliada de las
Conexiones Matematicas para estudiar las conexiones matematicas activadas
por diez estudiantes mexicanos de secundaria al resolver tareas que implican
el uso de las nociones de funcién exponencial y logaritmica. Se concluye
que la conexién de reversibilidad es importante para lograr que los alumnos
comprendan plenamente la relacién existente entre la funcién exponencial y
la logaritmica; sin embargo, esto requiere una red de otras conexiones.
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En Campo-Meneses y Garcia-Garcia (2025) también se usa como
referente teérico un networking entre el EOS y TAC para realizar una
investigacién cualitativa (un estudio de caso), sobre la comprensién
matematica evidenciada por estudiantes de secundaria respecto a las funciones
exponencial y logaritmica. Para ello, se estudiaron las producciones y las
respuestas a un cuestionario de tres estudiantes de secundaria. Los datos
fueron analizados primero con herramientas del EOS; en particular se analizé
con estas herramientas la prictica matemdtica, después se usaron categorias
de la TAC para caracterizar las conexiones activadas por los estudiantes en
sus resoluciones. Los resultados mostraron que el networking entre el EOS
y TAC permitié valorar el nivel de comprensién de los estudiantes, quienes
a través del establecimiento de conexiones matemdticas mostraron un nivel
de comprensién diferente respecto a las funciones exponencial y logaritmica.
Los casos estudiados que no evidenciaron un alto nivel de comprension,
segun los autores, se debieron a la falta de tiempo para socializar y profundizar
algunas caracteristicas de las funciones durante las sesiones realizadas.

El desarrollo tedrico sobre el estudio de las conexiones se ha centrado,
sobre todo, en las conexiones intra-matemadticas, quedando pendiente el
desarrollo tedrico de las conexiones extra-matemadticas, ya que para esta
tipologia en la TAC inicialmente solo se considera la categoria de modelado.
Los trabajos de Vargas (2024) y Vargas et al. (2024), comentados anterior-
mente profundizan en el desarrollo de la tipologia de conexiones extra-
matemadticas, al igual que el trabajo de Ledezma et al. (2024). Estos ultimos
autores formulan la siguiente pregunta: cudl es el papel de las conexiones,
en particular el de las extra-matemadticas, en el proceso de modelizacién?
Para responderla se consideran tres referentes tedricos y se sigue la metodologia
usada en dos articulaciones tedricas previas desarrolladas entre el EOS y la
TAC (Rodriguez-Nieto et al., 2022) y entre el EOS y el Ciclo de Modeli-
zacién Matemadtica desde una Perspectiva Cognitiva (Ledezma et al., 2022).

Esta metodologia se basa en el uso del modelo de andlisis de la actividad
matemidtica propuesto por el EOS para analizar la actividad matemdtica
implicada en el establecimiento de conexiones y en el proceso de modeli-
zacién. Los principales resultados de este estudio son, por una parte, la
evidencia del papel que juegan las conexiones en las diferentes fases del
proceso de modelizacién y, por otra parte, la propuesta de una clasificacién
mids detallada de las conexiones, tanto de las intra como de las extra-
matemadticas.

En este articulo las conexiones se estudian desde la dualidad unitaria/
sistémica del EOS; y esta dltima perspectiva lleva a entender el ciclo de
modelizacién también como un iceberg, de manera que las fases del ciclo de
modelizacién estarian en la superficie y su establecimiento dependeria
de un conglomerado sumergido formado conexiones, pricticas matemdticas,
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objetos matemiticos primarios activados en ellas, funciones semidticas que
relacionan estos objetos primarios, y otros procesos matematicos.

En la Figura 3 se presenta la tipologia de conexiones propuesta en
Ledezma et al. (2024) matizada con la incorporacién de la conexién de
materializacién propuesta en Vargas (2024):

Figura3

Tipologia de conexiones

Nota. Adaptada de Ledezma et al. (2024) y Vargas (2024)

Consideracion final

En este momento podemos observar que se esti produciendo un doble
desarrollo tedrico para el estudio de las conexiones. En el caso de la TAC
observamos cémo se va ampliando el nimero de tipos de conexiones, lo que
describimos como una ampliacién por extensién, con una mirada unitaria a
las conexiones; mientras que con la articulacién entre el EOS y la TAC
podriamos hablar de una ampliacién por profundizacién ya que la conexién,
ademds de ser mirada de manera unitaria, pasa a ser mirada de una forma
sistémica.

Una mirada global a los articulos comentados en este documento
evidencia que la investigacién sobre las conexiones matemdticas es una
temdtica cada vez mds relevante para la Educacién Matemitica y, también,
que sus referentes teéricos cada vez mas desarrollados. También evidencia
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que la colaboracién conjunta de investigadores de la UAGro y de la UB ha
generado investigaciones con un alto impacto internacional.

La colaboracién entre los grupos de la UAGro y de la UB continta
vigente como se puede ver en numerosas publicaciones recientes, siendo las
conexiones etnomatemdticas una de las lineas que se estin explorando en
estos momentos (por ejemplo, Olivero-Acuiia et al., 2025).
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Parte |l
Investigaciones en grupos tematicos: en
la busqueda de puntos de encuentro

Ambas sociedades, SOMIDEM y SEIEM, se han organizado en torno al
trabajo en grupos temdticos, algunos con mayor tradicién de trabajo que
otros. Esta segunda parte del libro retine ocho capitulos, cada uno dedicado
a un drea temadtica especifica abordada de manera conjunta por un grupo de
trabajo de la SEIEM vy su contraparte en la SOMIDEM. Los capitulos se
construyeron de manera conjunta entre los lideres de los grupos en ambas
sociedades o personas designadas por ellos. El objetivo es ofrecer un pano-
rama actualizado de las lineas de investigacién que desarrolla cada grupo, asi
como de sus proyecciones futuras, con la intencién de favorecer el conoci-
miento mutuo y la identificacién de intereses comunes que abran la puerta a
colaboraciones mds estrechas. Para ello, se ha definido una estructura com-
partida que permite describir, primero, el estado actual de los grupos de la
SEIEM y de la SOMIDEM (sus intereses, enfoques teéricos y metodoldgicos,
proyectos y resultados recientes) y, después, sus posibles lineas futuras (nuevos
desafios, dreas emergentes y metodologias). Finalmente, cada capitulo
culmina con unas conclusiones conjuntas, en las que los autores reflexionan
sobre las posibles sinergias y vias de cooperacién entre ambas sociedades.
De este modo, los capitulos no solo documentan el trabajo realizado hasta
el momento en cada grupo tematico, sino que también se convierten en un
espacio de didlogo entre las comunidades de educadores matematicos de
Meéxico y Espaiia, proyectando la investigacién en nuestra disciplina hacia
nuevos escenarios de colaboracién internacional.

Los capitulos que conforman esta segunda parte del libro se enfocan en
la investigacién en educacién estocdstica, ensefianza del andlisis matematico,
pensamiento numérico y algebraico, ensefianza y aprendizaje de la
geometria, historia de las matemadticas y de la educacién matematica, educacién
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matemdtica y tecnologia, profesorado de matemadticas y, finalmente, el estudio
del afecto en la educacién matemdtica. Cada uno de los capitulos estd
dedicado a uno de estos 4mbitos, mostrando cémo se desarrollan las inves-
tigaciones en ambos contextos y cudles son sus perspectivas de futuro.

Asi, Mufiz-Rodriguez, Sepilveda, Gea y Garcia-Garcia abordan en su
capitulo Presente y futuro de las sociedades de investigacion en educacion estocdstica
en Esparia y México el estado de la educacién estocdstica en ambos paises
entre 2015 y 2024, a partir de comunicaciones orales de congresos, revistas
especializadas y tesis doctorales. Sefialan similitudes en la formacién inves-
tigadora y en el interés por probabilidad y estadistica, aunque la combinatoria
sigue siendo poco explorada. Identifican diferencias: México enfatiza el
razonamiento inferencial informal, muestreo y modelizacién, y Espafia centra
mids su atencién en el alumnado de primeras edades y en materiales curricu-
lares. Destacan ademis la creciente dedicacién al estudio del impacto de la
tecnologia y la importancia de fortalecer redes de investigacién y colabora-
ciones entre SEIEM y SOMIDEM, subrayando que estas sinergias pueden
potenciar nuevas lineas de trabajo conjunto.

Por su parte, Arnal-Palacidn, Chavira, Arce y Viramontes abordan en su
capitulo La ensefianza del andlisis matemdtico: panorama compartido las inves-
tigaciones sobre cilculo en Espafia y México, destacando colaboraciones
existentes entre investigadores de ambos paises y el potencial de sinergias
futuras. Sefialan que GIDAM, en Espafa, cuenta con pilares consolidados,
pero necesita revitalizar dindmicas de trabajo y explorar nuevas temdticas,
mientras que en México el GTT5 comienza a gestar un grupo de investiga-
dores noveles que encuentran en este espacio oportunidades para desarrollar
sus propuestas. A pesar de diferencias en la trayectoria de ambas sociedades,
coinciden en intereses y temdticas relevantes para la ensefianza y aprendizaje
del célculo, subrayando la necesidad de establecer puentes de comunicacién
para fortalecer la colaboracién y enriquecer la matemdtica educativa de
manera conjunta.

A continuacién, Ayala-Altamirano, Valenzuela Garcia, Bruno, Figueras
y Ramirez abordan en su capitulo 7Tendencias y desafios acerca del desarrollo
del pensamiento numérico y algebraico: un didlogo entre SEIEM y SOMIDEM
las investigaciones de los dltimos cinco afios de los grupos que estudian
estos temas en ambas sociedades. Identifican convergencias y oportunidades
de colaboracién, destacando coincidencias en intereses sobre pensamiento
numérico, algebraico y resolucién de problemas, aunque con enfoques tedricos
y metodolégicos diferenciados que se complementan. Sefialan el potencial
de estudios conjuntos sobre sentido numérico, proporcionalidad, generalizacién
y pensamiento funcional, asi como la invencién de problemas y el uso de
tecnologias. Ademds, destacan dreas emergentes como el pensamiento
computacional y estrategias para fomentar el sentido numérico, proponiendo
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que la articulacién de esfuerzos entre ambas sociedades potencie redes de
investigacién y contribuya a implementar practicas educativas innovadoras y
contextualizadas en Espafia y México.

Seguidamente, Vizquez, Bonilla, Blanco y Sequeiros abordan en su capitulo
Tendencias en la investigacion sobre ensefianza y aprendizaje de la geometria:
perspectivas desde dos grupos de trabajo las investigaciones de SOMIDEM y
SEIEM, destacando intereses y enfoques compartidos en geometria, incluidos
marcos teéricos como Van Hiele, Duval y EOS, y metodologias mayorita-
riamente cualitativas o mixtas. Sefialan el impacto de herramientas como
GeoGebra y proponen el intercambio de instrumentos de estudio, andlisis
de resultados y actividades virtuales para fortalecer la interaccién entre
estudiantes e investigadores. Destacan sinergias posibles, por ejemplo, en la
investigacién interdisciplinar y en niveles educativos distintos: el grupo de
SOMIDEM se centra en secundaria, mientras que el de la SEIEM
desarrolla estudios en infantil y primaria, lo que abre oportunidades para
avanzar en la formacién del profesorado en educacién infantil y consolidar
modelos de conocimiento especializado en ambos contextos.

Por su parte, Madrid, Leén-Mantero, Viramontes Miranda y Moreno
Ochoa abordan en su capitulo Pasado y futuro en la historia de las matemdticas y
la educacion matemdtica: tendiendo puentes en investigacion entre Esparia y
Meéxico la investigacién en historia de las matemadticas y la educacién
matemdtica, identificando puntos de encuentro entre los grupos de ambos
paises. Sefialan que las investigaciones abarcan desde el anlisis de libros de
texto histéricos y la evolucién de conceptos en distintos contextos sociales
hasta la introduccién de contenidos histéricos en el aula. Destacan la
complementariedad de marcos teéricos y metodoldgicos, y proponen nuevas
lineas de trabajo, como la conexién con la filosofia de las matemiticas y
estudios comparativos sobre legislacién, planes de estudio y experiencias
docentes en cada pais. Ademds, subrayan la importancia de la participacién
conjunta en seminarios y congresos virtuales como estrategia para afianzar
la colaboracién y enriquecer la investigacién en HMEM.

Continuando con la temitica tecnolégica, Del Olmo-Muifioz, Hoyos,
Diago, Martinez-Ortega y Sacristin abordan en su capitulo Investigacion en
educacion matemdtica y tecnologia: aportes desde los grupos Entornos Tecnoldgicos
en SEIEM y Tecnologias Digitales en SOMIDEM la integracién de tecnologias
digitales en la educacién matemdtica. Destacan afinidades en objetivos,
intereses y metodologias, y sefialan oportunidades de colaboracién como
estudios comparativos sobre el impacto de tecnologias, el uso de inteligencia
artificial, pensamiento computacional y herramientas de evaluacién adaptativa.
Proponen iniciativas conjuntas como proyectos de investigacién, seminarios,
publicaciones y programas de formacién docente en el uso pedagégico de
tecnologias. Estas acciones permitirian fortalecer la investigacién, enriquecer
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la prictica educativa y adaptarse a la rdpida evolucién de los entornos
digitales en la ensefianza de las matemadticas en ambos paises.

Avanzando hacia el estudio del profesorado, Aké, Ruiz-Hidalgo y Joglar
abordan en su capitulo Investigaciones sobre el profesorado de matemiticas en
Meéxico y Esparia las diferencias y similitudes en la formacién y desarrollo
profesional de docentes en ambos paises. Sefialan que en México la formacién
inicial se realiza en Escuelas Normales, con menor tradicién investigadora y
enfoque variable segin los niveles educativos, mientras que en Espafia la
formacién universitaria y el Méster en Formacién del Profesorado ofrecen
bases consistentes y homogeneidad normativa. A pesar de estas diferencias,
ambos grupos coinciden en intereses y marcos teéricos, como MTSK, EOS
y la Mirada profesional, y comparten preocupaciones sobre el conocimiento
docente, pricticas profesionales y formacién continua. Asimismo, destacan
temas emergentes de interés comun, como inclusién, inteligencia artificial y
enfoques STEAM, sefialando que estas dreas podrian favorecer futuras
colaboraciones y el desarrollo de investigaciones contextualizadas en ambos
sistemas educativos.

Finalmente, Marban y Garcia-Gonzélez abordan en su capitulo La
investigacion en afectos como reto compartido la investigacién sobre el dominio
afectivo en la educacién matemitica, destacando la trayectoria consolidada
de sus integrantes y la incorporacién de jévenes investigadores que asegurardn
la continuidad de esta linea. Sefialan que ambos grupos comparten intereses,
preocupaciones y retos comunes, integrando perspectivas socioculturales e
internacionales. Proponen un mecanismo de colaboracién basado en seis
etapas: conocimiento mutuo, consultas entre miembros, comparticién de
recursos, generaciéon conjunta de materiales, presentacién de proyectos
conjuntos y formacién de equipos de trabajo integrados por investigadores
de ambos grupos, con el objetivo de fortalecer la investigacién, generar
sinergias sostenibles y contribuir al avance global en la ensefianza de los
afectos en matemdticas. Entre los temas de interés destacan la influencia de
las emociones y actitudes de los estudiantes sobre su aprendizaje, la relacién
entre ansiedad y confianza matemitica, y la importancia de estrategias que
fomenten la motivacién, la resiliencia y la experiencia positiva en la resolucién
de problemas, promoviendo asi entornos de aprendizaje mds inclusivos y
comprometidos con el bienestar emocional del alumnado.

En conjunto, esta seccidn del libro refleja cémo se identifican coincidencias,
diferencias y retos compartidos entre los grupos que investigan dreas temd-
ticas similares en la SEIEM y la SOMIDEM. Los ocho capitulos muestran
cémo se desarrolla la investigacién en los grupos de ambas sociedades desde
distintos contextos y metodologias, evidenciando puntos de convergencia
que pueden ser la base de propuestas de colaboracién futura. Al documentar
tanto el estado actual de los grupos como posibles lineas emergentes de
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investigacién en ambas sociedades, se proyectan ideas para futuras colabo-
raciones en educacién matemdtica que puedan consolidarse a partir de la
identificacién de afinidades y sinergias potenciales.
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Resumen

La educacién estocistica es una disciplina clave en el siglo XXI por su impacto en la
toma de decisiones y el andlisis de datos. Este estudio examina el estado actual de la
educacién estocdstica en Espafia y en México, analizando investigaciones de los
ultimos diez afios, con el fin de fortalecer la colaboracién entre las sociedades de
investigacién SEIEM y SOMIDEM. En ambos paises, la investigacién en educa-
cién estocdstica ha abordado principalmente la comprensién de conceptos estadisti-
cos y probabilisticos en el alumnado, la formacién del profesorado y el analisis de
materiales curriculares. Predomina el estudio de la estadistica sobre la probabilidad,
y se detectan dreas poco exploradas, como la combinatoria o el uso de la tecnologia
en la ensefianza. La educacién estocdstica avanza en ambas sociedades al promover
iniciativas para estructurar programas de investigacién y para fortalecer los lazos de
colaboracién académica internacional.
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Palabras clave
Combinatoria, educacién estocistica, estadistica, probabilidad, sociedades de inves-
tigacién.

Abstract

Stochastic education is a key discipline in the 21st century because of its impact on
decision making and data analysis. This study examines the current state of stochastic
education in Spain and Mexico, analyzing research from the last ten years, in order
to strengthen the collaboration between the research societies SEIEM and
SOMIDEM. In both countries, research in stochastic education has mainly
addressed the understanding of statistical and probabilistic concepts in students,
teacher training and the analysis of curricular materials. The study of statistics
predominates over probability, and areas such as combinatorics or the use of tech-
nology in teaching have been little explored. Stochastic education is advancing in
both societies by promoting initiatives to structure research programs and to
strengthen international academic collaboration ties.

Keywords
Combinatorics, stochastic education, statistics, probability, research societies.

Introduccion

La estadistica y la probabilidad desempefian un papel central en el siglo
XXI, caracterizado por el manejo masivo de datos, la toma de decisiones
informadas y la comprensién de fendmenos complejos en diversos dmbitos
como la ciencia, la economia y la educacién. A medida que cambian las
formas de comunicacién y las maneras de presentar y recibir datos, también
cambia el conocimiento estadistico que los ciudadanos requieren en su
cotidianidad (Wild, 2017). Por ende, estas disciplinas no solo son funda-
mentales para la investigacién cientifica, sino también para el desarrollo del
pensamiento critico y el andlisis riguroso de la informacién en la vida
cotidiana. En el 4mbito educativo, su ensefianza y aprendizaje han cobrado
relevancia debido a la necesidad de formar ciudadanos capaces de leer,
analizar e interpretar datos, asi como comprender la incertidumbre inherente
a muchos procesos sociales y naturales.

La estadistica es una disciplina distinta de las matemadticas y existen
diferencias importantes en la forma en que se deben ensefiar ambas disci-
plinas (Cobb & Moore, 1997). Al hacer matemdticas, los estudiantes pueden
operar en completa abstraccién; esto no ocurre en la indagacién estadistica.
En la indagacién estadistica, segin los Lineamientos para la Evaluacién y
Ensefianza en Educacién Estadistica, Reporte GAISE II [Guidelines for
Assessment and Instruction in Statistics Education], los estudiantes deben
participar en un proceso de investigacién que incluye formular preguntas
estadisticas, recopilar o considerar los datos, analizar los datos e interpretar
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los resultados (Bargagliotti et al., 2020). Tres caracteristicas que distinguen
la estadistica de las matemadticas son la consideracién del contexto, la
omnipresencia de la variabilidad y la inferencia. Para atender estas tres
caracteristicas, la estadistica hace uso de la probabilidad.

El grupo de investigacién Didédctica de la Estadistica, Probabilidad y
Combinatoria (DEPC) de la Sociedad Espafiola de Investigacién en
Educacién Matemitica (SEIEM) y el Grupo de Trabajo Temitico 3:
Ensefanza y Aprendizaje de Estocisticos (GTT03) de la Sociedad Mexicana
de Investigacién y Divulgacién de la Educacién Matematica (SOMIDEM)
han generado aportes significativos al estudio de la educacién estocistica,
considerando los procesos de ensefianza y aprendizaje de la estadistica, la
probabilidad y la combinatoria. Sus investigaciones han contribuido a
identificar buenas pricticas, desafios pedagdgicos y estrategias diddcticas
innovadoras en diferentes niveles educativos. No obstante, a pesar de las
sinergias y coincidencias en sus objetivos y enfoques, los trabajos conjuntos
entre ambas sociedades han sido escasos. Al respecto, se reconoce como un
punto de encuentro entre ambas sociedades la invitacién realizada en 2015
al Dr. Ernesto Sdnchez al XIX Simposio de la SEIEM por la Dra. Carmen
Batanero (Sinchez & Valdez, 2015).

Con el objetivo de fortalecer los lazos entre la SEIEM y la SOMIDEM,
a continuacién, se presentan los resultados de un andlisis documental sobre
el estado actual de la investigacién y las lineas futuras de cada una de las
sociedades. Este capitulo representa un esfuerzo por fomentar un intercambio
de perspectivas que promueva la colaboracién académica e investigativa
internacional. Se busca impulsar un didlogo enriquecedor que fortalezca la
educacion estocdstica en ambos contextos y ofrezca una visién integral para
enfrentar los retos del siglo XXI.

Para establecer el estado actual de cada grupo de investigacidn, se llevé a
cabo una revisién sistemdtica de las contribuciones realizadas por los
miembros de ambas sociedades en los tltimos 10 afios, 2015-2024, en las
revistas Avances de Investigacién en Educacién Matemitica (AIEM) y
Revista Educacién Matemitica (REM), asi como en las actas de los congresos
de la SEIEM y de la SOMIDEM, considerando tnicamente las comunica-
ciones. Para la recoleccién de datos sobre tesis doctorales realizadas en
dicho periodo, se solicitd, por correo electrénico, a los miembros del GT'T03
informacién al respecto. En el caso del grupo DEPC, se consulté el repositorio
digital de tesis de la SEIEM. Ademis, se solicité a los miembros de los
grupos de investigacién de ambas sociedades informacién sobre las tesis
doctorales en desarrollo y las lineas de investigacién en las que trabajan o
prevén trabajar en el futuro.

Para el anilisis documental de las contribuciones seleccionadas, se siguié
una metodologia cualitativa de tipo descriptiva (Cohen et al., 2017); en
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particular, se utiliz6 la técnica de andlisis de contenido (Bernete, 2013). La
muestra de documentos, seleccionados por un muestreo no probabilistico
por conveniencia, estd conformada por 111 contribuciones, tanto en las
revistas como en las actas de los congresos mencionados, y 29 tesis doctorales
defendidas. Ademis, se consideré la informacién recopilada respecto a las
tesis doctorales en desarrollo y futuras lineas de investigacién.

El procedimiento de anilisis se realiz6 en tres etapas. En primer lugar, se
seleccionaron las contribuciones relacionadas exclusivamente con educacion
estocdstica tomando en cuenta la localizacién geogrifica de los autores, para
considerar aquellos estudios relacionados con Espafia y México, asi como su
adscripcién como miembros de la SEIEM y la SOMIDEM. En segundo
lugar, se realizé el andlisis de contenido de las contribuciones identificadas,
considerando como variables de andlisis: el objeto de estudio, el dmbito
(alumnado, profesorado, material curricular) y el nivel educativo. En tercer
lugar, mediante un proceso ciclico e inductivo, se extrajo la informacién de
acuerdo con las variables de anilisis; para garantizar la fiabilidad de este
proceso se realizé la comparacién sistémica de los resultados del andlisis
realizado por cada uno de los autores y, en caso de desacuerdo, se analizé
nuevamente hasta llegar a un consenso. Conviene sefialar que, durante todo
el proceso de elaboracién de este capitulo, las y los autores tomaron decisiones
metodoldgicas consensuadas que delimitaron su alcance, para lo cual se
realizaron varias reuniones en videoconferencia. Dado el espacio limitado
de este trabajo, no fue posible incluir todas las referencias, pero se ha
procurado realizar una seleccion representativa del panorama analizado. A
continuacién, se dan a conocer los principales hallazgos del estudio.

Estado actual de la investigacion

La investigacién en educacién estocastica en Espaiia

En los dltimos diez afios, se han defendido 17 tesis doctorales sobre educa-
cién estocdstica en Espafia, que reflejan un panorama diverso y multidi-
mensional en la investigacién en este campo, tanto por su temdtica como
por el dmbito en el que se desarrollan.

Un total de 9 de estas tesis doctorales centran su atencién en el alumnado,
considerando en algunos casos mas de una etapa: Educacién Primaria (4),
Secundaria y Bachillerato (6) y Educacién Superior (1). Todas ellas analizan
la comprensién del alumnado respecto a conceptos como los gréficos
estadisticos (Diaz-Levicoy, 2018) o el razonamiento probabilistico
(Hern4ndez-Solis, 2024; Nettle-Valenzuela, 2019) en Educacién Primaria,
el tratamiento de datos, el razonamiento légico y la estadistica descriptiva
(Pitarch-Andrés, 2016), el razonamiento probabilistico (Herndndez-Solis,
2024; Nettle-Valenzuela, 2019), las medidas de dispersién (del Pino-Ruiz,
2019), las tablas estadisticas (Diaz-Pallauta, 2022) o el muestreo (Begué,



L. MUNIZ-RODRIGUEZ, F. SEPULVEDA, M. M. GEA'Y J. I. GARCIA-GARCIA 203

2019; Ruiz-Reyes, 2020) en Educacién Secundaria y Bachillerato, y el
andlisis de la varianza (Vera, 2015) en Educacién Superior. Estas investiga-
ciones permiten, ademds, identificar y clasificar los principales conflictos
semidticos en torno a estos conceptos.

Las investigaciones sobre el profesorado ocupan también un lugar
destacado en el conjunto de tesis doctorales analizadas. De estas, 5 se centran
en profesorado en formacién desde Educacién Infantil hasta Secundaria y
Bachillerato, y 2 en profesorado de Educacién Primaria y Secundaria en
activo. En este contexto, se investiga el conocimiento matematico y pedagé-
gico de estos sujetos, asi como sus creencias, para la ensefianza de la estadis-
tica y la probabilidad en general (Anasagasti-Aguirre, 2019; Franco, 2024;
Ricart-Aranda, 2021), o en aspectos mds especificos relacionados con los
recursos diddcticos para la ensefianza y el aprendizaje del azar y la probabi-
lidad (Marrero-Santana, 2017), la creacién y resolucién de problemas de
probabilidad (Alonso-Castafio, 2021), o el conocimiento didictico-
matemdtico sobre inferencia estadistica (Lépez-Martin, 2021). Estas
investigaciones revelan la importancia de preparar a los futuros docentes
con herramientas sélidas y précticas que puedan aplicar en el aula y de
actualizar la formacién del profesorado en activo con el fin de asegurar una
ensefianza coherente con las demandas educativas actuales en lo que se
refiere a la educacion estocéstica.

Los documentos y materiales curriculares, como los libros de texto y las
pruebas de acceso a la universidad, han sido objeto de estudio en 5 tesis, con
un énfasis particular en la etapa de Educacién Secundaria y Bachillerato.
Algunas de estas investigaciones analizan, de forma global, la influencia de
estos elementos en el curriculo real frente al oficial (Diaz-Diaz, 2017),
mientras que otras plantean un enfoque mds especifico, al evaluar cémo se
trabajan las medidas de dispersién (del Pino-Ruiz, 2019), la inferencia
estadistica (Lépez-Martin, 2021), las tablas estadisticas (Diaz-Pallauta,
2022) o la probabilidad (Cotrado-Mendoza, 2024) en estos ambitos
curriculares. En general, se detecta una mayor investigacién en lo que se
refiere a la didictica de la estadistica (con 10 tesis doctorales), frente a la
didéctica de la probabilidad (5 tesis doctorales), habiendo 2 tesis que abordan
ambos dmbitos. Conviene sefalar que ninguna tesis defendida en los diez
ultimos afios atiende la did4ctica de la combinatoria.

Como resultado de la busqueda realizada, se identificaron un total de 78
documentos con autoria o coautoria espafiola. De estos, 20 corresponden a
articulos publicados en AIEM, 15 en REM, y 43 en actas de SEIEM. Estos
datos destacan la contribucién de la comunidad investigadora espafiola en el
ambito de difusién analizado. Algunos de estos trabajos suponen la difusién
en abierto de los resultados de las tesis doctorales comentadas con anterio-

ridad, en particular, 3 de AIEM, 2 de REM y 7 de actas de SEIEM.
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Al igual que las tesis doctorales, los 78 trabajos de investigacién analizados
se distribuyen de manera diversa segin el dmbito al que van dirigidos. Un
numero significativo de trabajos se enfoca en el alumnado (28 documentos),
seguido de los dirigidos al profesorado en formacién (23 documentos) y en
menor medida al profesorado en activo (9 documentos). Esto refleja un
interés predominante por el desarrollo y aprendizaje de los estudiantes, asi
como por la formacién inicial de los docentes. En cuanto a los materiales y
recursos didécticos, los libros de texto estin presentes en 12 documentos,
mientras que las orientaciones curriculares y las pruebas de evaluacién
tienen una representacién mds limitada, con 7 y 1 documento, respectiva-
mente. Este patrén podria indicar un enfoque menor en la investigacién
sobre herramientas curriculares especificas. Por etapa educativa, se observa
una mayor concentracién en la Educacién Primaria y Secundaria. Las
etapas de Educacién Infantil, Superior y Formacién Profesional muestran
una representacién mds reducida, sugiriendo dreas de oportunidad para
investigaciones futuras. La Figura 1 resume esta clasificacién. Conviene
sefialar que al sumar las frecuencias se obtiene un valor superior a 78, ya que
8 trabajos abarcan mds de un nivel.

Figural

Distribucion de trabajos segiin el dmbito

A la hora de analizar el objeto de estudio en cada uno de estos 4mbitos,
nos encontramos con resultados similares a los de las tesis doctorales, razén
por la cual solo se citardn aquellas lineas no tratadas con anterioridad. Se
observa, en muchos casos mayor énfasis en el contenido matematico, mds
que en el pedagégico o diddctico del contenido. La mayoria de las investi-
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gaciones sobre el alumnado se centran en la comprensién de conceptos
relacionados con la estadistica y la probabilidad, lo que evidencia un interés
predominante por el desarrollo del pensamiento estocéstico en los estudiantes.
Los temas pueden agruparse en las siguientes categorias:

*  Comprensién de conceptos estadisticos relacionados con la estadistica
descriptiva, en particular, media aritmética, mediana y medidas de
asociacién (Molero et al., 2019), los conflictos semiéticos en la
interpretacion de pardmetros como la mediana (Madrid et al., 2022),
aspectos relativos a la inferencia estadistica, como los intervalos de
confianza (Roldin Lépez de Hierro et al., 2020), y el uso de la
tecnologia para el anlisis de datos (Cujba & Pifarré, 2023).

* Comprensién de conceptos relativos a la probabilidad, desde la
nocién general de razonamiento probabilistico en situaciones como
la interpretacién de noticias (Lavela et al., 2021), hasta conceptos
mds especificos como la probabilidad condicionada y conjunta
(Huerta & Arnau, 2017) o el empleo del lenguaje en situaciones de
azar (Vasquez-Ortiz & Alsina, 2016).

* Comprensién de conceptos relativos a la combinatoria, en particular,
un andlisis de las estrategias de resolucién de problemas de permuta-
ciones sin repeticién (Gonzélez-Ruiz & Garcia-Moya, 2023).

En definitiva, se aprecia un predominio de trabajos sobre estadistica
descriptiva, interpretacién grafica y probabilidad. Si bien la mayoria se
centra en la comprensién conceptual, puntualmente se abordan dimensiones
metodoldgicas, como el uso de software y el trabajo colaborativo. Varios
trabajos sefialan dificultades de los estudiantes al interpretar representaciones
estadisticas y probabilisticas (conflictos semiéticos), lo que apunta a una
necesidad de enfoques didécticos que aborden explicitamente estas proble-
miticas. Aunque minoritarios, algunos trabajos abordan dreas complemen-
tarias, como el uso del lenguaje en contextos de azar y el impacto de la
metodologia o el uso de tecnologia. El estudio de los diferentes conceptos
se ajusta al nivel educativo en el que se ubican segin las orientaciones curri-
culares del contexto donde se llevé a cabo la investigacién.

Los trabajos centrados en el profesorado en formacién abordan princi-
palmente el conocimiento conceptual y didactico relacionado con la estadis-
tica y la probabilidad, asi como las competencias necesarias para su ense-
fianza. En el drea de la estadistica, las investigaciones examinan aspectos
especificos, como la distincién entre las categorias de una variable y las
frecuencias absolutas (Izagirre et al., 2023). Otras desarrollan un enfoque
més amplio, atendiendo a la evaluacién de la cultura estadistica y el sentido
estadistico del profesorado en formacién (Molina-Portillo et al., 2020), que
abarcan tanto el dominio conceptual como el impacto de factores socioafectivos
en la ensefianza. En lo que se refiere al conocimiento y dificultades relacio-
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nadas con la probabilidad, algunos trabajos se centran en la capacidad de los
maestros en formacién para disefiar problemas que involucren el razona-
miento proporcional a partir de una situacién en contexto probabilistico
(Tizén-Escamilla et al., 2024) o en el uso del sesgo de equiprobabilidad,
una dificultad frecuente entre los futuros docentes (Cardefioso et al., 2017).
Ademas del conocimiento técnico, varios estudios investigan la formacién
pedagégica y diddctica de los futuros profesores, como su capacidad para
ensefiar probabilidad y estadistica (Mufiz-Rodriguez et al., 2021). También
se disefian instrumentos para evaluar su actitud hacia la probabilidad
(Estrada & Batanero, 2015). En sintesis, las investigaciones en este ambito
se centran en analizar si los futuros docentes tienen una sélida base conceptual
y didactica, necesaria para ensefiar estadistica y probabilidad. Sin embargo,
también consideran aspectos contextuales y emocionales que influyen en
este proceso de ensefianza, reflejando la necesidad de desarrollar un enfoque
integral en la formacién docente.

El analisis de los trabajos centrados en el profesorado en activo revela
que la investigacion estd orientada, principalmente, hacia el conocimiento y
las actitudes relacionadas con la probabilidad, con una menor representacién
de temas centrados exclusivamente en la estadistica. Algunos de estos estudios
destacan cémo el conocimiento y las actitudes del profesorado pueden
influir en sus précticas pedagdgicas (Visquez et al., 2023), otros proponen
herramientas y estrategias diddcticas para mejorar la ensefianza de la
estadistica y la probabilidad, abordando asi las necesidades identificadas en
la investigacién previa.

Otro eje de investigacién clave, aunque con una representacién menor,
se desarrolla en el 4mbito de los libros de texto. Estos trabajos se centran en
cémo estos materiales abordan los conceptos de estadistica y probabilidad,
con especial atencién a las representaciones gréficas, el lenguaje utilizado y
los contextos de los problemas. En el dmbito estadistico, se analiza, por
ejemplo, cémo se presentan y trabajan los grificos estadisticos (Garcia-
Alonso, 2021) y los niveles de lectura asociados (Arteaga et al., 2021) o se
explora la medida en que los problemas de inferencia sobre la media estdn
contextualizados en situaciones propias del ambito de aplicacion (Gonzilez-
Ruiz et al., 2018).

El tratamiento de la probabilidad también es objeto de varias investiga-
ciones, destacando c6mo los libros de texto definen y presentan los enfoques
clasicos y frecuenciales de la probabilidad, asi como su contextualizacién en
problemas pricticos, y se estudia el lenguaje empleado para explicar los
conceptos de probabilidad y cémo este puede influir en la comprensién de
los estudiantes (Ortiz et al., 2016). Como eje transversal a la estadistica y la
probabilidad aparece el andlisis del lenguaje y los contextos utilizados en los
libros de texto. En general, los resultados destacan la importancia de mejorar
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los libros de texto para abordar conflictos semidticos y promover una
enseflanza mds significativa y comprensible.

El dmbito anterior se complementa con investigaciones que estudian la
presencia de la estadistica y la probabilidad en las orientaciones curriculares.
Aunque menos numerosas, estos trabajos también abarcan, especificamente,
cémo se presentan conceptos clave como los significados de la probabilidad
(Cotrado et al., 2022), el muestreo, los graficos estadisticos o la complejidad
semidtica de las tablas estadisticas, destacando la necesidad de un enfoque
mds coherente que favorezca su ensefianza y comprension.

Ademis, existen dos trabajos que abordan otros dmbitos: uno sobre las
pruebas de acceso a la universidad, en particular, se analizan los problemas
de probabilidad que aparecen en las evaluaciones nacionales espafiolas
(Lépez-Martin et al., 2016), y otro sobre el conocimiento del formador
sobre razonamiento inferencial informal (Pascual et al., 2024). La escasa
investigacién publicada en las fuentes consideradas en los dltimos diez afios
en estos dos dmbitos parece indicar la necesidad de explorar ambos contextos
en mayor detalle.

Se observa que algunas temdticas se han investigado desde todos los
dmbitos considerados. Es el caso, por ejemplo, del tratamiento de los grificos
y representaciones estadisticas. Tanto en el alumnado como en el profesorado
(en formacién y en activo), en los libros de texto y en las orientaciones
curriculares, se investigan aspectos relacionados con la lectura, interpretacién
y uso de grificos estadisticos. Este tema incluye andlisis de niveles de lectura,
conflictos semidticos, estrategias didacticas y adecuacién del lenguaje o del
contexto, reflejando su relevancia transversal en la investigacién en educacién
estocdstica en Espafia.

Al igual que ocurria con las tesis doctorales, las publicaciones en las
revistas AIEM y REM vy en las actas de SEIEM relacionadas con la didéctica
de la estadistica (42 en total) casi duplican las relativas a la didactica de la
probabilidad (28), habiendo 6 dedicadas al sentido estocistico en general y
solo 2 a combinatoria. Ademds, se aprecia un enfoque mayoritario en aspectos
relativos al conocimiento o las creencias de los distintos sujetos o las
metodologias para la ensefianza de la estadistica o la probabilidad. Sin
embargo, apenas existen trabajos de investigacion, en las fuentes consultadas,
cuyo objetivo sea la evaluacién o el uso de la tecnologia.

Conviene indicar que, si bien tanto las tesis doctorales como los trabajos
publicados son de autoria o coautoria espafiola, no todas consideran una
muestra en el contexto espafiol. Aunque Espafa es la localizacion geografica
mayoritaria de los estudios analizados (55), también predominan los trabajos
en el ambito chileno (17). Otros paises menos representados son Argentina,
Australia, Costa Rica, Estados Unidos, Nueva Zelanda, Pert, Portugal y
Singapur.
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La investigacién en educacién estocastica en México

En México, en los ultimos 10 afios, se han defendido 12 tesis doctorales
sobre ensefianza y aprendizaje de la probabilidad y la estadistica dirigidas
por algunos miembros del GTT03 de la SOMIDEM. Como ya se menciond,
la informacién de estas se obtuvo por correo electrénico, ya que dicha sociedad
no cuenta con un repositorio de tesis.

De estos estudios doctorales, 8 enfocan su atencién en el alumnado de
Bachillerato (7) y Educacién Superior (1). Con respecto al foco de estudio,
3 se centran en el desarrollo del razonamiento inferencial informal, conside-
rando temas como el contraste de hipétesis (Garcia-Rios, 2017), 1a correlacién
y la regresién lineal (Medina, 2021; Morgado, 2023); 4 se enfocan en el
razonamiento probabilistico, considerando el enfoque cldsico y frecuencial
de la probabilidad (Martinez, 2021), la variabilidad, la aleatoriedad, la
independencia (Valdez, 2016), la distribucién binomial (Garcia-Garcia,
2017), el muestreo y la distribucién muestral (Silvestre, 2019). El dnico
estudio desarrollado en Educacién Superior se enfoca en proponer un marco
conceptual para analizar el razonamiento de los estudiantes frente a situa-
ciones inferenciales (Tobias-Lara, 2019).

Las 4 tesis doctorales restantes centran su atencién en el profesorado.
De estas, 1 se enfoca en futuras profesoras de Telesecundaria (modelo de
ensefianza que combina la educacién a distancia con la educacién presencial),
2 en profesores universitarios en servicio, y 1 en formadores de docentes de
Educacién Secundaria. En esta linea, se indaga sobre las caracteristicas de la
enseflanza y evaluacién de la estadistica en cursos introductorios que imparten
profesores en diferentes carreras universitarias (Rivera, 2024), se analiza la
implementacién de proyectos estadisticos como estrategia para el aprendizaje
de futuras profesoras de Telesecundaria (Santana, 2020), asi como la
influencia de las decisiones del profesorado, tomadas fuera del contexto del
aula, en la ensefianza-aprendizaje de la probabilidad (Rodriguez, 2020).
Cabe destacar que, en el estudio con formadores de docentes, se fomenta el
trabajo interdisciplinar a través de la planificacién de un proyecto estadistico
(Espino, 2023).

En general, se observa un predominio de estudios doctorales en Bachi-
llerato y Educacién Superior, enfocados en educacién estadistica (8 tesis) y
en educacion probabilistica (4 tesis), con énfasis en promover el razona-
miento estocdstico. Es importante destacar que en ninguna tesis doctoral se
atiende la Educacién Infantil y Primaria, asi como el estudio de documentos
y materiales curriculares en México, en los dltimos 10 afios.

A partir de la busqueda realizada, se encontré un total de 33 documentos,
todos con participacién de autores o coautores pertenecientes a la SOMIDEM.
De estos, 13 son articulos, 9 publicados en la REM y 4 en la revista AIEM.

En relacién con publicaciones en actas, se identificaron 7 y 13 en actas de la
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SOMIDEM vy SEIEM, respectivamente. Algunos de estos trabajos repre-
sentan la publicacién de los resultados de las tesis doctorales previamente
mencionadas, especificamente 2 en REM, 1 en AIEM, 1 en actas de
SOMIDEM y 5 en actas de SEIEM. Estos resultados evidencian la parti-
cipacién de miembros de la SOMIDEM en el simposio de la SEIEM, asi
como la aportacién de la comunidad mexicana a la educacién estocistica.
Entre los 33 documentos analizados, 17 tienen como dmbito de estudio a
estudiantes de Bachillerato (Educacién Media), lo que representa aproxi-
madamente la mitad de estos. En contraste, solo se encontré un estudio
enfocado en estudiantes de Educacién Preescolar y ninguno en estudiantes
de Educacién Primaria o Secundaria.

El tinico estudio con estudiantes de Educacién Preescolar se centra en el
tratamiento de la informacién y toma de decisiones a partir de la misma
(Laguna & Block, 2020). De los estudios enfocados en estudiantes de
Bachillerato, la gran mayoria (15 de 17) se centran en analizar o caracterizar
su razonamiento. Los temas que tocan estos estudios son experiencias
aleatorias (Sdnchez et al., 2019), razonamiento probabilistico (Sinchez &
Valdez, 2015; Sdnchez et al., 2016), variabilidad (Orta & Sénchez, 2018),
muestreo y distribucién muestral (Silvestre et al., 2022), distribucién binomial
(Sanchez y Carrasco, 2018), intervalos aleatorios (Jiménez & Sénchez,
2024; Martinez-Pérez & Sénchez, 2018), pruebas estadisticas (Sinchez et
al., 2017; Sepulveda & Sénchez, 2023; Silvestre & Sdnchez, 2016), regresién
y recta de mejor ajuste (Morgado & Sinchez, 2024). Solamente dos estudios
se centran en las actitudes de los estudiantes hacia la estadistica (Salinas &
Mayén, 2015; 2016).

Cinco trabajos se realizaron con estudiantes universitarios. Los temas de
interés son similares a los de los estudios en Bachillerato. De nuevo aparece
el razonamiento sobre temas como probabilidad de eventos simples y
compuestos en un ambiente de modelacién computacional (Inzunza, 2017),
diagramas de dispersién (Inzunza, 2016; Inzunza & Ward, 2015) y distri-
buciones muestrales (Inzunza e Islas, 2019). Destaca un tnico trabajo sobre
el desarrollo del pensamiento estadistico a través de proyectos de investigacién
(Del-Callejo-Canal et al., 2020).

Se identificaron dos estudios con profesores en formacion, los cuales se
centran en la dispersién (Orta et al., 2015) y la alfabetizacién estadistica
(Serrano e Inzunza, 2024). En cuanto al profesorado en activo, se identificaron
cuatro estudios: uno enfocado en profesores de Educacién Secundaria sobre
el dominio en tépicos de estocistica elemental (Cuevas & Ramirez, 2018),y
dos con docentes de Bachillerato, uno explora cémo los profesores de
matemdticas desarrollan lecciones que promueven la comprensién de los
estudiantes de la distribucién normal (Salinas et al., 2018) y otro analiza las
explicaciones de profesores que dan a concepciones de estudiantes cuando
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trabajan pruebas de significacién (Sepulveda & Sanchez, 2024). Finalmente,
se identificé un estudio con docentes universitarios, enfocado en analizar sus
concepciones y creencias sobre la ensefianza de la estadistica (Eudave, 2024).

Por otro lado, entre los trabajos que no se centraron en estudiantes ni en
profesores, se identificé un estudio centrado en el anélisis de libros de texto
de Educacién Primaria, especificamente en las tareas que involucran grificos
estadisticos (Morales-Garcia et al., 2022), y dos enfocados en el estudio
curricular sobre la formacién docente de Educacién Secundaria; en concreto,
uno se centra en el andlisis del programa de estudio del curso denominado
Pensamiento Estocdstico (Elizarrards, 2024) y otro en los elementos del
razonamiento estadistico en el curriculo de formacién inicial del profesor de
matematicas (Verdstegui et al., 2024). Un dltimo estudio se consideré de
corte tedrico, en el que se presenta un acercamiento a la nocién de sentido
probabilistico desde una revisién de literatura (Ferndndez & Garcia-Garcia,
2024).

En resumen, al igual que en los estudios doctorales, se observa una
notable superioridad numérica de investigaciones en el nivel bachillerato,
seguido por el nivel universitario. Asimismo, se identifica una carencia de
estudios en niveles bdsicos. Destaca nuevamente la desproporcién entre
investigaciones en el dmbito de la probabilidad en comparacién con la esta-
distica. En cuanto al objeto de estudio, el razonamiento de los estudiantes
es el tema mds investigado, seguido de algunas investigaciones puntuales
sobre las creencias y actitudes de estudiantes y docentes. Ademds, un nimero
reducido de estudios analiza el curriculo, especialmente en niveles basicos.
Desde una perspectiva metodolégica, resalta la escasez de investigaciones
que utilizan la observacién de clase como fuente principal de datos, asi
como la falta de estudios sobre combinatoria y sobre la evaluacién del
conocimiento estocdstico. Estas dltimas representan dreas de oportunidad

para la SOMIDEM.

Iniciativas en desarrollo

En la actualidad, ambas sociedades siguen impulsando el campo de investi-
gacién en educacién estocdstica al reunir, al menos una vez al afio coinci-
diendo con el evento anual que celebra cada sociedad, a investigadores y
demis interesados en didactica de la estadistica, probabilidad y combinatoria.
En estas reuniones cientificas se presentan y discuten lineas o proyectos de
investigacién en desarrollo, se valoran tendencias o nuevas problemdticas de
interés y se establecen colaboraciones para la consecucién de objetivos que
fortalezcan el drea. En los siguientes apartados se resumen las iniciativas
que estdn desarrollando investigadores en cada sociedad, segtin la informacién
que nos suministraron, en respuesta a nuestra peticién, a propésito del
presente trabajo.



L. MUNIZ-RODRIGUEZ, F. SEPULVEDA, M. M. GEA'Y J. I. GARCIA-GARCIA 211

Planes de investigacién en educacién estocastica en Espaiia

En el XXVII Simposio de la SEIEM se evidencia el creciente interés y dedi-
cacién a la investigacién en educacién estocdstica en Espafia, pues de las 18
contribuciones presentadas, 8 corresponden a comunicaciones, lo que supera
la media (6,38) de comunicaciones por afio que obtienen De la Fuente y
Garrido-Martos (2024) al considerar las ediciones celebradas entre 2010 y
2023. Cabe destacar que las autoras en su estudio no diferencian la proce-
dencia de sus autores, que si hemos considerado en este trabajo; sin embargo,
en 2024, no hubo contribucién de miembros de SOMIDEM al simposio
de SEIEM.

En las recientes reuniones que han mantenido los miembros del grupo
DEPC de la SEIEM se han delimitado problematicas y propuesto lineas
que atender, promoviendo la creacién de redes de investigacién que impulsen
la educacién estocastica en Espafia. De las lineas propuestas, que actual-
mente se desarrollan, se encuentran el disefio, implementacién, evaluacién y
andlisis de tareas o propuestas de ensefianza y aprendizaje sobre sentido
estocdstico, dirigidas tanto al alumnado como a la formacién docente
(inicial o continua). Estas cubren cualquier etapa educativa, se encuentran
abiertas a la colaboracién, y las redes que se han establecido se extienden,
incluso, a investigadores a nivel internacional.

En cuanto a las tesis doctorales o proyectos de investigacion (con o sin
financiacién) que actualmente se desarrollan, considerando la informacién
recibida por los miembros del grupo DEPC de la SEIEM, la etapa menos
atendida es la Educacién Infantil, pues solo tenemos informacién del
desarrollo de dos tesis doctorales, que se desarrollan en la Universidad de
Girona. En una de ellas se aborda el sentido estocistico, mediante el disefio
y validacién de una trayectoria hipotética de aprendizaje dirigida a la etapa
de cero a ocho afios. En la otra se analizan las relaciones entre el ambiente
en el hogar, la autorregulacién y la matemdtica informal en nifios de entre 4
y 5 afos, con una especial atencién al pensamiento probabilistico.

Para la etapa de Educacién Primaria tenemos informacién de 4 tesis
doctorales en desarrollo, una en estadistica y el resto sobre muestreo, infe-
rencia y otra vinculando la alfabetizacién en datos y la probabilidad. La
primera se desarrolla en la Universidad de Girona, y trata de caracterizar el
aprendizaje de la estadistica en alumnado de entre 9 y 11 afios en diferentes
contextos (resolucién de situaciones problema reales de acuerdo con la
necesidad de los estudiantes, libros de texto y herramientas tecnoldgicas).
En la Universidad de Granada se busca evaluar y desarrollar el conocimiento
y competencia diddctico-matemadtica del profesorado en formacién inicial
en muestreo. El resto se desarrollan en la Universidad de Oviedo. En una se
estudian tareas sobre razonamiento inferencial informal y los rasgos que las
caracterizan, indagando en el conocimiento que manifiesta el profesorado
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en formacién a la hora de disefiarlas. En cuanto a la alfabetizacién en datos
y la probabilidad, se considera el disefio, implementacién y evaluacién de
situaciones de aprendizaje que aporten conocimiento sobre el desenvolvi-
miento tanto del profesorado como del alumnado, prestando especial
atencién al significado subjetivo y la relacién entre ambos conceptos.

Por otra parte, en lo que se refiere a la probabilidad, en la Universidad de
Oviedo se continta la linea de investigacién de Alonso-Castafio (2021),
mediante un estudio comparado sobre el conocimiento matemitico para su
ensefianza entre Espafia y Ankara; y se atiende a nuevas lineas de investigacién
en atencién al alumnado con necesidades especificas de apoyo educativo y
sobre el concepto de espacio muestral.

En la etapa de Educacién Secundaria se desarrollan 6 tesis doctorales,
una de ellas en sentido estocéstico, otra en estadistica y cuatro en probabilidad.
En la Universidad de Cédiz se abordan tanto la estadistica como la proba-
bilidad, mediante el disefio de una secuencia de ensefianza y aprendizaje
con un enfoque STEM (siglas en Science, Technology, Engineering, and
Mathematics — Ciencias, Tecnologia, Ingenieria y Matemdticas). Para la
estadistica, en la Universidad de Oviedo se busca analizar el uso de la
tecnologia en su enseflanza y aprendizaje mediante el disefio y andlisis de
una intervencién didéctica.

En cuanto a la probabilidad, en la Universidad de La Laguna se centra
la atencién en la esperanza matemitica, segin el tratamiento de la incerti-
dumbre, la toma de decisiones y el riesgo. En la Universidad de Zaragoza se
pretende identificar saberes clave para disefiar una propuesta de ensefianza y
aprendizaje idénea en probabilidad condicional, considerando las dificultades
asociadas a su aprendizaje. En la Universidad de Granada, se realizan dos
tesis doctorales, una sobre el andlisis de textos escolares para observar si se
manifiestan cambios, segun las nuevas directrices curriculares; y otra, sobre
evaluar y desarrollar el conocimiento y competencia didictico-matematica
de profesorado en formacién sobre probabilidad en contextos no escolares.
En la formacién universitaria, se estd desarrollando una tesis doctoral para
analizar el conocimiento del formador de profesorado, en la Universidad de
Oviedo, que incluye temas como la didéctica de la estadistica y probabilidad.

Atendiendo a lineas de investigacién que abarcan diferentes niveles
educativos, en la Universidad de Barcelona se estin desarrollando propuestas
de ensefianza con las que hacer realidad la interdisciplinariedad en la
estocdstica, la indagacién como medio de ensefianza y favorecer la formacién
docente tanto en Educacién Primaria, Secundaria como Universidad (p.ej.,
Freixanet et al., 2024; Hakamata et al., 2024; Verbisck et al., 2024). Se disefian
y analizan lo que se denominan Recorridos de Estudio e Investigacién
(REI) y se encuentran en desarrollo dos tesis doctorales y un proyecto de
investigacién, que abordan tanto la formacién docente inicial como continua.
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En la Universidad de Granada se continda la linea de investigacién
sobre sentido estocdstico y razonamiento proporcional y algebraico. En
particular, se centra la atencién en la probabilidad y se aborda su anilisis
curricular; se reinterpretan las dificultades en probabilidad, segin el razo-
namiento proporcional y algebraico implicado; y se disefian y analizan
acciones formativas para desarrollar y evaluar el conocimiento y competencia
del profesorado, en Educacién Primaria y Secundaria, sobre razonamiento
proporcional y algebraico al trabajar en probabilidad.

También, con el foco de atencién en la formacién docente, diversos
investigadores espafioles colaboran con la Dra. Claudia Visquez (p.ej.,
Visquez et al., 2023) para integrar el sentido estocdstico y la educacién para
el desarrollo sostenible, sobre todo, en las primeras edades.

Planes de investigacion en educacién estocistica en México

En el marco del primer congreso de la SOMIDEM, nace el Grupo de
Trabajo Temitico 3 (GTT3): Ensefianza y Aprendizaje de Estocisticos,
con el propésito de promover la discusién de los problemas relacionados
con la investigacién y el desarrollo de la didéctica de la estocastica en México.
En la primera versién del congreso, SOMIDEM1, se recibieron 9 propuestas
para ser presentadas en dicho evento; para su segunda versién, SOMIDEM?2,
se recibieron 18 contribuciones, lo que demuestra el interés creciente de la
comunidad cientifica por la ensefianza y aprendizaje de la probabilidad y la
estadistica.

Producto del congreso SOMIDEM]1, el GTT3 (Sinchez et al., 2024)
sefiala la construccién de un programa de investigacién sobre estocdsticos;
en concreto, propone algunos proyectos de investigacién considerando la
necesidad de la elaboracién de teorias e informes de investigacién empirica,
asi como la importancia de la prictica aplicada y la contextualizacién dentro
del salén de clases. Dentro de las lineas futuras de investigacién, se propone:
a) la indagacién de propuestas de intervencién educativa derivadas de los
planes y programas de estudio actuales, desde Educacién Preescolar hasta
Superior; &) la investigacién sobre estocdsticos en Bachillerato, dada la
inclusién de un curso enfocado en el desarrollo del pensamiento estocdstico
del alumnado; ¢) el analisis amplio del curriculo, especialmente en temas de
probabilidad y estadistica, para formular un posicionamiento fundamentado
sobre los cambios curriculares en la educacion obligatoria; y d) la creacion
de un programa de investigacién nacional que aborde la problemitica de la
ensefianza de estocdsticos en los diferentes niveles educativos. Estas lineas
futuras de investigacién propuestas convergen con los proyectos que se
encuentran en desarrollo por otros miembros de la SOMIDEM.

En el Centro de Investigacién en Ciencia Aplicada y Tecnologia
Avanzada del Instituto Politécnico Nacional se encuentran en desarrollo 3
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tesis doctorales: la primera enfocada en la coordinacién entre una perspectiva
de la distribucién centrada en los datos y la distribucién de modelizacién en
bachillerato; la segunda centrada en el desarrollo de un curso para la
ensefianza de Ciencia de Datos, enmarcado en las ideas conceptuales del
ciclo del Proceso de Investigacién de Datos (PID) dirigido a profesores de
Educacién Media, y la tercera indaga la ensefianza de probabilidad condi-
cional por parte de profesores de ingenieria. En la Universidad Auténoma
de Zacatecas estin en desarrollo dos proyectos de investigacién: uno
enfocado en la comparacién de significados y en el planteamiento de
perspectivas de aprendizaje del concepto y contenido matemadtico escolar de
probabilidad; y otro sobre la linea del pensamiento y lenguaje variacional,
uso de grificas en estadistica con recursos tecnoldgicos, etnomatemadtica y
uso del conocimiento matemadtico en campos profesionales.

Mientras, en la Universidad Auténoma de Guerrero se estin desarro-
llando estudios sobre: las ideas fundamentales estocdsticas en estudiantes de
Educacién Media a través de la simulacién de un modelo de urna; la ley de
los grandes nimeros y los enfoques de la probabilidad; y un experimento de
enseflanza para fomentar las ideas fundamentales estocdsticas en profesores
de matemadticas en activo. Finalmente, en el Centro de Investigacién y de
Estudios Avanzados, se desarrolla un seminario bajo la tutela del Dr. Ernesto
Sanchez, centrado en el desarrollo del razonamiento sobre probabilidad
frecuencial en estudiantes de Educacién Media.

Puntos de encuentro y sinergias

Como puntos de encuentro entre la SEIEM y la SOMIDEM destacamos
las diversas participaciones mexicanas en el simposio de la SEIEM, asi
como las publicaciones de autores mexicanos en la revista AIEM y de autores
espafioles en la revista REM, lo que evidencia un intercambio de trabajo
entre ambas sociedades. Sin embargo, a pesar de este intercambio de
conocimientos, se identificé solo un trabajo desarrollado en colaboracién
entre autores espafioles y mexicanos (Salinas et al., 2021). En este trabajo,
los autores desarrollaron un experimento de ensefianza para introducir a
estudiantes de Bachillerato en nociones de probabilidad mediante el muestreo
repetido en Fathom, poniendo el foco en el concepto de distribucién. Cabe
destacar que tampoco se registré ninguna participacién de miembros de la
SEIEM en el congreso SOMIDEMI.

Tanto en Espafia como en México, se observa un interés creciente por la
investigacién en educacién estocdstica, con lineas de trabajo que incluyen el
disefio y anlisis de tareas de ensefianza y aprendizaje, la formacién docente
y el desarrollo del pensamiento probabilistico y estadistico en distintos
niveles educativos. En ambos paises, los grupos de investigacién en didéctica

de la estadistica, probabilidad y combinatoria de SEIEM y SOMIDEM
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promueven iniciativas para estructurar programas de investigacién, lo cual
refleja una base comun para el intercambio académico. Ademds, en las dos
comunidades se estdn impulsando estudios sobre probabilidad condicional,
alfabetizacién estadistica y probabilistica, dreas en las que se podrian
establecer proyectos conjuntos que integren perspectivas y contextos diversos.
Una mayor colaboracién entre los investigadores de ambos paises, mediante
redes internacionales, intercambios académicos o el desarrollo de estudios
comparativos, permitiria enriquecer las metodologias y enfoques, generando
sinergias que fortalezcan la educacién estocistica en Iberoamérica.

Conclusiones

En este trabajo se presenta el estudio realizado sobre investigaciones en
educacién estocdstica presentadas por miembros de las sociedades SEIEM
y SOMIDEM de Espana y México, respectivamente. La revisién realizada
es de tipo documental y se ajusté a las contribuciones de los miembros de
ambas sociedades en los dltimos 10 afios, 2015-2024, considerando como
fuentes de informacién los repositorios de las revistas AIEM y REM, asi
como las actas de los congresos de la SEIEM y de la SOMIDEM, donde
solo se escogieron las comunicaciones orales para su andlisis debido a la
extensa informacién que aportaban respecto a otro tipo de contribucién
(poster o participacion de los miembros de cada grupo de investigacién en
educacion estocdstica en las respectivas sesiones de simposios celebrados en
el periodo considerado). Ademds, se llevé a cabo una consulta para recolectar
datos sobre tesis doctorales (defendidas y en desarrollo) y planes de investi-
gacién futuros, para completar nuestra mirada hacia el estado actual de
investigacién en educacién estocdstica de cada sociedad.

Con un mismo enfoque, se describieron los resultados de nuestra inves-
tigacién por los autores de ambas sociedades, organizados, en primer lugar,
para ofrecer una mirada hacia la literatura desarrollada y, en segundo lugar,
para proporcionar una mirada en perspectiva de futuro, lo cual nos ha
permitido establecer ciertas sinergias entre ambas sociedades.

En cuanto a la dedicacién a la formacién en la trayectoria investigadora
en el campo de investigacién en educacién estocdstica, consideramos que es
practicamente similar en Espafia y México, pues se han defendido 17 y 12
tesis doctorales en esta drea de conocimiento, respectivamente, en los dltimos
diez afios. En cuanto a las temdticas abordadas, se ha considerado un amplio
espectro de contenidos en probabilidad y estadistica en ambos paises,
aunque se comparte la necesidad de prestar mds atencién a la combinatoria.
Ademais, destacamos que la intensidad de los temas de interés abordados
difiere en ambos paises, puesto que en México destacan las lineas de inves-
tigacién en razonamiento inferencial informal, muestreo y modelizacién en
variables aleatorias, mientras que en Espafia el interés no se ha concentrado
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tanto en una linea especifica. Eso si, en ambos paises el centro de interés es
mayoritariamente el alumnado, siguiendo con el profesorado en formacién y
en menor medida el profesorado en activo, sobre todo en el contexto espafol.
Al respecto, en Espafia se presta mds atencién al alumnado de las primeras
edades que en México, donde la investigacién se centra mds en alumnado
de niveles educativos superiores.

Las mismas lineas de investigacién que emprenden o desarrollan las
tesis doctorales, en el periodo de andlisis en nuestro estudio, son practica-
mente las que identificamos en el conjunto de contribuciones analizadas en
las fuentes de informacién consultadas. Al respecto, destacamos que en
Meéxico se ha prestado menos atencién al estudio de documentos y materiales
curriculares que en Espafa. Con la mirada puesta en una perspectiva de
futuro, ambas sociedades evidencian el creciente interés y dedicacién en la
investigacién en educacién estocdstica. Los grupos de investigacién en
educacién estocdstica en SEIEM y SOMIDEM siguen mostrando su
compromiso, proponiendo iniciativas para establecer redes de investigacidn;
en particular, este trabajo es una evidencia de ello.

Consideramos que la informacién que aporta este estudio nos permite
establecer tendencias compartidas por ambas comunidades, por ejemplo, al
detectar la dedicacién a la estadistica frente a la probabilidad, y en menor
medida hacia la combinatoria, no solo en la elaboracién de tesis doctorales
sino también en las diferentes investigaciones consultadas.

Al identificar qué conocimiento se espera ofrecer a la comunidad en
educacién estadistica, segtin los planes de investigacién que actualmente se
encuentran en desarrollo por miembros de ambas sociedades, se posibilita
su encuentro. Ello no se limita a conocer esta informacién sino que incita al
didlogo para impulsar sendas lineas en desarrollo. En particular, en ambas
comunidades se estd impulsando el desarrollo de estudios sobre el impacto
de la tecnologia en la ensefianza de la estadistica, dreas en las que se podria
colaborar integrando perspectivas y contextos diversos, puesto que en México
se evidencia mds tradicién investigadora en esta linea que en Espafia. En
cuanto al estudio de materiales curriculares, Espafia evidencia mayor
tendencia investigadora que México, aunque en ambos contextos se presenta
una escasa investigacién sobre herramientas curriculares especificas y pruebas
de acceso estandarizadas en evaluaciones nacionales. La tradicién investi-
gadora sobre el profesorado en ejercicio estd mas desarrollada en el contexto
mexicano, por lo que una linea de investigacién futura podria orientarse en
fortalecer una colaboracién en este sentido.

Finalmente, concluimos que las sinergias que identificamos en nuestro
estudio, con base en la informacién descrita a lo largo de este trabajo, son
una invitacién al encuentro entre ambas sociedades que, sin duda, permitirin
enriquecer un trabajo conjunto y potenciar el inicio de otras nuevas.
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Abstract

This chapter reviews the work developed in the Research Group on Didactics of
Mathematical Analysis (GIDAM) and the Thematic Working Group 5 - Teaching
and Learning of Calculus (GTT5), as well as the background linked to each of
them, both in terms of their trajectory and the researchers linked to them. The
future perspectives to be developed in both groups are also presented. Finally, the
similarities and differences are exposed, as well as the existence of possible ways of
collaboration.

Keywords
Didactics of mathematical analysis, didactics of calculus, GIDAM, GTT5.

Introduccién

En este capitulo se hace una revisién de parte del trabajo que se ha realizado
en el Grupo de Investigaciéon de Didéctica del Anilisis Matemitico, en
adelante GIDAM, y en el Grupo de Trabajo Temitico 5 - Ensefianza y
aprendizaje del célculo, en adelante GT'TS5, pertenecientes a la Sociedad
Espafiola de Investigacion en Educacién Matemitica (SEIEM) y a la
Sociedad Mexicana de Investigacién y Divulgacién de la Educacién
Matemitica (SOMIDEM), respectivamente.

Los objetivos del GIDAM son: establecer una red entre los investigadores
que comparten la Didéctica del Anilisis Matemidtico como centro de su
investigacién; identificar las lineas de investigacién relacionadas entre los
miembros del grupo, favoreciendo la comunicacién, las colaboraciones y las
estancias de investigacidn, etc.; participar activamente en los seminarios
especificos de la SEIEM; y difundir las investigaciones realizadas por los
distintos miembros del grupo. Para intentar alcanzarlos, existe una reunién
anual durante el Simposio de la SEIEM cada mes de septiembre, que
permite la presentacién de trabajos en diferentes momentos de desarrollo.

Asimismo, el objetivo principal de GTT5 es impulsar la investigacién en
torno a la ensefianza y el aprendizaje del cilculo, considerado una de las
dreas mds relevantes dentro de la educacién matemadtica, especialmente por
su relevancia en los programas de estudio en los niveles medio superior y
superior, asi como en carreras relacionadas con la ingenieria y las ciencias
exactas. A través de un enfoque desde la matemadtica educativa, se pretende
identificar y analizar las problemadticas que enfrentan tanto docentes como
estudiantes en el proceso de ensefianza y aprendizaje del cdlculo. Ademis, el
grupo se propone valorar y recuperar los aportes realizados por investiga-
ciones previas en el drea, con el fin de consolidar un cuerpo teérico que sirva
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de base para el desarrollo de nuevas propuestas y estrategias didacticas. En
este sentido, se enfatiza la importancia de construir un didlogo constante
entre la prictica docente y la teoria en matemadtica educativa, que permita
enriquecer la linea de investigacién del cdlculo desde una perspectiva critica,
reflexiva y contextualizada.

Las investigaciones en GIDAM se apoyan en tres pilares fundamentales:
temas de contenido matemadtico en torno al andlisis matemadtico (los nimeros
reales, las funciones, el infinito, la continuidad, los limites, las series, el
cilculo diferencial, el cdlculo integral y las ecuaciones diferenciales), los
procesos matemdticos involucrados en la transicién entre el pensamiento
matemidtico elemental (PME) y el pensamiento matemidtico avanzando
(PMA) (abstraer, analizar, categorizar, conjeturar, definir, demostrar, forma-
lizar, generalizar y sintetizar), y los temas de desarrollo cognitivo procedentes
de la distincién entre los conceptos definidos formalmente y los procesos
cognitivos que los conciben (las representaciones mentales, las estructuras
cognitivas, los esquemas conceptuales, la dualidad proceso-objeto, la dialéctica
instrumento-objeto, el pensamiento estructural versus el pensamiento
operacional, la visualizacién y los modelos visuales). Los niveles educativos
en los que se desarrollan son tanto la educacién secundaria como la terciaria
(grados en matematicas, ciencias o ingenieria, grados y mésteres de formacién
de profesores de matemiticas).

Las investigaciones en GT'TS5 se focalizan en la ensefianza y aprendizaje
del célculo, desde los niveles medio superior hasta el superior en carreras de
ingenieria y ciencias exactas. En el seno del grupo se busca promover un
mayor acceso a las herramientas y el conocimiento del célculo, a partir de las
habilidades presentes y potenciales del profesor y el alumno. Algunos ejemplos
de los temas abordados en el grupo son el pensamiento variacional, el cilculo
diferencial como herramienta para resolver problemas, la ensefianza de las
dreas planas a través de un enfoque multidimensional, las conexiones entre
conceptos, teoremas y aplicaciones, y la interpretacién y aplicaciéon del
concepto de integral definida.

Las similitudes en los temas de interés de ambos grupos son notables,
aunque también pueden apreciarse ciertas diferencias. Un ejemplo es la
presencia explicita en GIDAM de algunos procesos matemidticos clave
propios del PMA que en los grupos de trabajo tematico de la SOMIDEM
quedan encuadrados en otros grupos (por ejemplo, en el grupo GTT13 de
Razonamiento, argumentacién y prueba en Educacién Matematica). Otro
ejemplo es la distincién entre cdlculo y andlisis matemdtico que considera el
grupo GT'T5 y que suele ser habitual al organizar la ensefianza de estos
contenidos en México, estando el cdlculo mis orientado a las técnicas de
cdlculo de limites, derivadas o integrales y una comprensién instrumental
(en el sentido de Skemp, 1978) de los conceptos, mientras que el andlisis
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matemadtico se orienta mds a desarrollar una comprensién mds relacional
(Skemp, 1978) de qué son esos conceptos, como se construyen y la justifi-
cacién de reglas o teoremas vinculados con estos contenidos. Esta distincién
no suele hacerse explicitamente en la organizacién de la ensenanza de estos
contenidos en Espafia (Ministerio de Educacién y Formacién Profesional,
MEFP, 2022), donde tienden a usarse de forma sinénima (otra cuestién es
cémo se enfoque en el aula su tratamiento).

El trabajo desarrollado en ambos grupos, asi como las investigaciones de
los dltimos afios por parte de miembros de SEIEM y SOMIDEM vinculados
a las lineas de interés sefialadas con anterioridad, se han tenido en cuenta
para la presentacién de las secciones siguientes.

Estado actual de GIDAM

Los contenidos matematicos presentes en GIDAM en los ultimos afios han
girado en torno a las funciones, los limites, la derivada de una funcién, y el
célculo integral, y hemos partido de este hecho para organizar las diferentes
subsecciones de este apartado. Ademads, existen otras nociones matematicas,
como por ejemplo las funciones, que permiten a GIDAM establecer sinergias
con el grupo de Pensamiento Numérico y Algebraico (PNA) de la SEIEM.
Asimismo, y dado que en la ensefianza y aprendizaje de contenidos préximos
al andlisis matemdtico se encuentra un foco en los procesos de razonar y
demostrar, poniendo en juego caracteristicas propias del PMA (Tall, 1991),
estos también han sido incluidos en la revisién, en una subseccién concreta.

Para conocer el estado del arte actual, se ha partido del trabajo ya hecho
en revisiones previas como las de Azcdrate et al. (2015) y Camacho-Machin
(2021), y a partir de ellas se han realizado dos busquedas bibliogrificas: una
de ellas de contribuciones vinculadas con las temdticas del GIDAM publi-
cadas en las actas de la SEIEM desde 2020 y otra de articulos publicados
sobre estas temdticas en revistas indexadas en las principales bases de datos
(Web of Science y Scopus) desde el afio 2020 y donde haya autoria de
personas vinculadas con el GIDAM vy su actividad. En cada contribucién,
hemos extraido los objetivos de investigacién, marcos teéricos o conceptuales
utilizados, método y principales resultados como base para el andlisis y
organizacién de la revisién. Esta se presenta a continuacién, pudiendo usar
otras referencias relevantes que sirvan de antecedente de la informacién o
los resultados presentados en cada caso.

En global, esta revisién bibliografica realizada evidencia que los marcos
tedricos utilizados en GIDAM son variados. Esto también, como comenta
Camacho-Machin (2021), ha permitido un fortalecimiento progresivo de
marcos tedricos y conceptuales fruto de las diferentes investigaciones.
Algunos de los marcos teéricos utilizados han sido: APOE (Accién-Proceso-
Objeto-Esquema, Arnon et al., 2014), EOS (Enfoque Ontosemidtico,
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Godino et al., 2007), andlisis didictico (Rico et al., 2013), professional
noticing (Jacobs et al., 2010; Llinares, 2016), fenomenologia (Freudenthal,
1983), la teoria de representaciones semidticas (Duval, 2017) y la teoria
extendida de conexiones matemaiticas (Dolores-Flores & Garcia-Garcia,
2017). Incluso se han desarrollado sinergias entre teorias, como EOS y
APOE para el caso particular de la derivada (Font et al., 2016).

En los trabajos que han formado parte de esta revisién bibliogrifica
predominan disefios de investigacién con un paradigma cualitativo. Tienen
una presencia muy importante investigaciones basadas en el andlisis de
producciones de los estudiantes para resolver tareas, aplicando metodologias
de andlisis de contenido. Estos datos se complementan en ocasiones con
entrevistas o grabaciones a los participantes, que posibilitan andlisis en
mayor profundidad, con enfoques mds préximos a estudios de caso. Es
importante resaltar que, en algunos casos, esta recogida de datos se produce
como parte de experimentos de ensefianza para mejorar el aprendizaje de
los diferentes objetos matemdticos (en estudiantes) o el desarrollo de
competencias profesionales (en docentes en formacién). Investigaciones de
este tipo han incrementado su presencia (Camacho-Machin, 2021), y favorecen
una transferencia progresivamente mds directa al aula del conocimiento
generado. Por ltimo, encontramos también investigaciones centradas en el
andlisis de libros de texto, desde el siglo XIX hasta la actualidad, o de
documentos curriculares vinculados con la derivada.

En este capitulo se destaca que buena parte de las investigaciones
presentadas en esta seccién comenzaron con tesis doctorales dirigidas o
realizadas por miembros de la SEIEM. Sin pretender olvidar ninguna, a
continuacién, se indican, por orden cronoldgico, las defendidas en los dltimos
15 afios recogidas en la web de la SEIEM: Javier Claros, Mario Porres,
Teresa Sinchez, Luis Pino-Fan, Joan Pons, Carmen Aranda, José Antonio
Fernindez, Laura Conejo, Mauro Mira, Matias Arce, Astrid Cuida, Claudio
Fuentealba, Abilio Orts, Luis Vidal, Ménica Arnal, Yosenith Gonzilez y
Gabriela Calderén.

A continuacién, se presentan subsecciones que permitan presentar las
investigaciones sobre el concepto de limite, derivada de una funcién, cédlculo
integral, otras nociones estrechamente vinculadas al analisis matematico, y
procesos matemdticos clave en la diddctica del andlisis matemdtico.

Investigaciones sobre el concepto de limite

Ya son casi 50 afios en los que se han venido realizando numerosos trabajos
estrechamente vinculados a la nocién de limite que han permitido profundi-
zar en las dificultades que se presentan en el aula desde distintos puntos de
vista. Esto tampoco ha sido ajeno para la SEIEM. En estas primeras lineas
destacamos algunos de los estudios en los que se fundamentan los trabajos
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recientemente elaborados o todavia en curso. Algunos de ellos se funda-
mentan en estudios anteriores, como por ejemplo el anilisis de libros de
texto (Sierra et al., 1999), las concepciones de los alumnos de bachillerato
sobre el limite funcional y la continuidad (Sierra et al., 2000) y los fenémenos
que organiza la nocién de limite (Claros et al., 2007).

Precisamente tomando como punto de partida este ultimo trabajo, y
tomando como marco tedrico la fenomenologia, entendida en el sentido
dado por Freudenthal (1983), que organiza la nocién de limite, se han
desarrollado tres lineas de trabajo que han tenido lugar dentro del mismo
equipo de investigacién y que comenzaron con las tesis doctorales de sus
componentes. En primer lugar, se desarrollaron los trabajos sobre el limite
finito de una sucesién y el limite finito de una funcién en un punto (Claros
et al., 2016). Dado el estudio de manera particular para cada tipo de limite
que en estos trabajos se promueve, mds recientemente se han estudiado los
fenémenos organizados por el limite finito de una sucesién (Arnal-Palaciin
et al., 2020a) y el limite infinito de una funcién en el infinito (Arnal-
Palacidn, 2022). La primera fase de estas investigaciones comienza de
manera similar: caracteriza los fenémenos intuitivos y formales organizados
a partir de cada uno de estos limites. Posteriormente se han realizado dife-
rentes estudios empiricos que han considerado tanto a los libros de texto
como al profesorado en formacién. En relacién con los libros de texto,
Claros et al. (2016), Arnal-Palacian et al. (2020b) y Arnal-Palaciin et al.
(2024) abordan una investigaciéon documental de caricter exploratorio y
descriptivo de libros de texto desde el siglo XIX hasta la actualidad. En el
primer estudio, se tomaron 40 libros de texto para analizar el limite finito
de una sucesién y el limite finito de una funcién en un punto. Entre los
resultados se muestran cémo algunos periodos temporales se caracterizan
por un enfoque formal mientras que en otros se abordan estas nociones
desde una perspectiva mds intuitiva. En el segundo estudio se analizaron
libros de texto teniendo en cuenta el limite infinito de una sucesién, pudiendo
asi completar el estudio anterior. Se identificaron los fenémenos anterior-
mente descritos en diferentes sistemas de representacién. Ademds, entre
otros resultados de este trabajo, se refleja como los diferentes periodos legis-
lativos en Espafia afectan al enfoque que se promueve (formal o intuitivo),
la presencia o ausencia de definiciones y/o ejemplos, y la manera en que la
nocién de limite es presentada. En el tercer estudio, se abordé el analisis de
27 obras del siglo XIX, momento en el que tuvo lugar la formalizacién del
limite. Entre los resultados de este trabajo se aprecia una clara tendencia a
incluir el limite en obras de aritmética y dlgebra, alejado de la percepcién
actual de ubicarlo en el andlisis matemdtico.

Dada la importancia del concepto de limite en el curriculo espafiol de
Bachillerato, correspondiente a la etapa comprendida entre los 16 y los 18
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afios, Ferndndez-Plaza et al. (2015) abordaron una investigacién sobre los
razonamientos basados en el concepto de limite finito de una funcién en un
punto. Para ello, analizaron las concepciones que los estudiantes de educacién
secundaria postobligatoria tienen sobre el concepto de limite finito de una
funcién en un punto a partir de su representacién gréifica. Previamente, este
mismo equipo de investigacién (Ferndndez-Plaza et al., 2013) habia descrito
e interpretado las definiciones aportadas por este mismo tipo de alumnado.
Entre los resultados obtenidos resaltaron la riqueza del significado de estas
definiciones y su consideracién dual como objeto y proceso. Recientemente,
y dando continuidad a este trabajo, Gonzilez-Flores et al. (2021, 2024)
analizan los significados que atribuyen estudiantes de primer curso universi-
tario, durante y al finalizar el proceso de ensefianza, al limite en un punto de
una funcién real de variable real.

Asimismo, la investigacién en educacién matemdtica ha puesto de
manifiesto la necesidad de examinar c6mo los futuros profesores de secun-
daria abordan el pensamiento matematico de los que serdn sus futuros estu-
diantes. En este sentido, Ferndndez et al. (2024) se fundamentan en la
conceptualizacién del professional noticing establecido por Jacobs et al.
(2010): atender a las estrategias, interpretar la comprensién y decidir c6mo
responder. Asimismo, esta investigacién se apoya en la importancia del
conocimiento de los futuros profesores sobre el pensamiento de sus futuros
estudiantes en términos de anticipacién de las respuestas que puedan
producirse (Ferndndez et al., 2018; Llinares et al., 2016). Durante la misma,
elaboraron un médulo de ensefianza para que los futuros docentes aprendan
a identificar las caracteristicas de la comprensién de los estudiantes sobre el
limite de una funcién en un punto y a proporcionar decisiones instructivas
que ayuden a los estudiantes a progresar en su comprensién. Con la aplicacién
de este médulo, identificaron un cambio en la manera en la que los futuros
docentes conciben la comprensién del concepto de limite y un cambio en
las decisiones instructivas. Utilizando este mismo marco tedrico, professional
noticing, y apoyado en el conocimiento didéctico del contenido del formador
de docentes (MTEPCK), Pérez-Montilla y Arnal-Palacidn (2023) analizaron
la habilidad para comprender e interpretar las estrategias por parte de futuros
docentes en dos tareas en las que aparecia el limite finito de una funcién en
el infinito y el limite infinito en un punto. Esto dio lugar a la identificacién
de tres posibles niveles de desarrollo en relacién con las representaciones
semidticas: desde aquellos que solamente hacen comentarios valorativos
sobre la correccién de la tarea hasta aquellos que identifican tratamientos y
conversiones entre registros de representacion.

Las tecnologias no han sido ajenas al desarrollo de la ensefianza y el
aprendizaje de este objeto matemadtico. Barreras et al. (2022) y Dubarbie-
Fernandez et al. (2025) analizaron la idoneidad didictica de applets de
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GeoGebra para la ensefianza del limite de una funcién. Para ello, utilizaron
como marco teérico el EOS, considerando los seis tipos de objetos mate-
miticos primarios que permiten describir la actividad matematica. Asimismo,
se apoyaron en los trabajos de Tall y Vinner (1981) y Przenioslo (2004) para
poder utilizar como variable de anélisis la imagen conceptual, asi como en
los de Blazquez y Ortega (2001) para la categorizacién de los registros de
representacion.

Investigaciones sobre la derivada de una funcién

La derivada de una funcién sigue teniendo una importante presencia entre
las investigaciones en Didéctica del Analisis Matemitico, por su importancia
y sus numerosas aplicaciones para el andlisis de modelos matematicos y el
estudio de su evolucién y cambios. No en vano, el desarrollo histérico de las
ideas relacionadas con el cdlculo de derivadas (tangentes, maximos, minimos)
fue el que condujo al concepto de limite (Ortega y Sierra, 1998), tratado en
el apartado anterior.

Tradicionalmente, las investigaciones sobre la derivada en el grupo
GIDAM se han desarrollado desde un enfoque mayoritariamente cognitivo,
buscando conocer y caracterizar cémo se desarrolla la comprensién de la
derivada o cudles son las concepciones de los estudiantes sobre ella
(Sanchez-Matamoros & Garcia, 2015), teniendo en cuenta la dificultad
que presenta el aprendizaje de este concepto para el alumnado (Sdnchez-
Matamoros et al., 2008). En estos ultimos afios, ha continuado la especiali-
zacién en estas lineas de investigacién, pero también se ha combinado con
dos focos que van ganando progresivamente mayor presencia:

* La atencién hacia los procesos clave en matematicas (National Council
of Teachers of Mathematics, NCTM, 2000), que se han constituido
como ejes de las competencias especificas en matematicas en el actual
curriculo espafiol de la LOMLOE (MEFP, 2022).

* La transferencia a la formacién inicial de docentes del conocimiento
desarrollado sobre el aprendizaje de la derivada, y la caracterizacién de
ese desarrollo profesional en docentes en formacién inicial.

La derivada de una funcién comienza a estudiarse en Espafa en Bachi-
llerato, continuando su estudio en muchos grados universitarios vinculados
con matemdticas, ciencias e ingenierias. Esto se refleja en que el alumnado
participante es, o bien alumnado de Bachillerato, o bien alumnado univer-
sitario de matemdticas o de diversas ingenierias. También hay estudios
centrados en la formacién inicial de tipo didéctico para docentes de mate-
miticas de educacién secundaria, que en Espafia tiene lugar en un master
profesionalizante.

La trayectoria de investigacién de varios miembros activos en la trayec-
toria de GIDAM, como Carmen Azcirate, Viceng Font, Mar Moreno,
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Edelmira Badillo o Gloria Sinchez-Matamoros, ha estado vinculada con el
aprendizaje de la derivada (o de las ecuaciones diferenciales), generando
trayectorias fructiferas y lineas de investigacién que contintdan desarro-
llandose. Como indican Sédnchez-Matamoros et al. (2008), un aprendizaje
sélido de la derivada requiere comprender y relacionar las diferentes inter-
pretaciones de la misma (como limite del cociente incremental y como
pendiente de la recta tangente a una curva), normalmente asociadas a dife-
rentes sistemas de representacion de la funcién (analitica en el primer caso,
grifica en el segundo), asi como diferenciar su caricter puntual (derivada en
un punto) del global (funcién derivada como un nuevo objeto) y manejar
adecuadamente el cilculo de derivadas, especialmente la regla de la cadena.
Las investigaciones relacionadas con la derivada en GIDAM profundizan
en algunos de estos aspectos.

Un primer aspecto relevante es que los propios documentos curriculares
o recursos ampliamente utilizados, como los libros de texto, recojan toda esa
variedad de interpretaciones y aplicaciones de la derivada. Galindo-Illanes y
Breda (2022) analizan, con el apoyo del marco EOS, el significado preten-
dido para la derivada en ocho programas de asignaturas de cilculo en carreras
de Ingenieria Comercial en Chile, encontrando diferencias en el significado
que se prepondera (derivada interpretada como razén de cambio o como
pendiente de la recta tangente) y en los campos de problemas de aplicacién
de la derivada que se abordan. Vargas et al. (2020a, 2020b) identifican los
significados (entendidos en el sentido del andlisis diddctico de Rico et al.,
2013) de la derivada que ponen de manifiesto libros de texto de 1.° de
Bachillerato (16-17 afios) a través de las tareas que plantean, observindose
un claro predominio de tareas algoritmicas, de un sistema de representacién
simbdlico y de aplicaciones en contextos meramente matematicos.

Ademis de lo anterior, el docente de matemdticas también ha de ser
consciente y manejar con solvencia las interpretaciones y aplicaciones de la
derivada. Sin embargo, Badillo et al. (2011) ya pusieron de manifiesto algunas
inconsistencias en docentes de matemdticas en ejercicio al manejar la
funcién derivada como un objeto global. Vargas et al. (2023a) han detectado
cinco perfiles en el profesorado de educacién secundaria en formacién
inicial segun el significado de la derivada en un punto que explicitan en un
cuestionario semdntico, mostrando en general solo un dominio parcial de
esta. Dificultades en este dominio del conocimiento matematico pueden ser
un obstdculo para desarrollar las competencias docentes de identificar los
elementos matemdticos e interpretar las caracteristicas de la comprensién
de la derivada que ponen de manifiesto los estudiantes, competencias que,
como muestran Sinchez-Matamoros et al. (2019), son fundamentales en la
propuesta de acciones docentes adecuadas para promover el avance en la
comprensién conceptual de la derivada por los estudiantes.
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La introduccién de la derivada suele hacerse en las aulas tras haber
trabajado el concepto de limite de una funcién, en muchos casos con una
presencia importante del sistema de representacién simbélico y un enfoque
procedimental, que se refuerza ain mds en los registros de las clases que
toma el alumnado (Arce et al., 2016). Propuestas didicticas como las de
Azcarate et al. (1996), que proponen la introduccién de la derivada apoyan-
dose en el contexto de la velocidad media e instantinea y la pendiente de la
recta tangente, ayudarian a conectar los sistemas simbdélico y gréfico y a dar
sentido a la derivada fuera del contexto matemdtico. Esto tltimo no es
sencillo, pues como muestran Bermejo-Luna y Sdnchez-Matamoros
(2022), a partir de la propuesta de tareas sobre la derivada en un contexto
de cinemitica, tener un buen desarrollo del esquema de la derivada (en el
sentido del marco APOE) es lo que permite la transferencia de ese conoci-
miento al contexto fisico.

El establecimiento de una interpretacién adecuada y de conexiones entre
los registros analitico y grafico, y entre las interpretaciones de la derivada,
son claves en el desarrollo de la comprensién de la derivada. Por ejemplo,
Orts et al. (2018) destacan la relacién entre los registros analitico y grafico a
través de una concepcién leibniziana de la recta tangente (como recta que
mejor aproxima a la funcién en un entorno del punto) como clave en la
comprensién de la recta tangente. Los trabajos de Gloria Sanchez-Matamoros
han sido continuados por Claudio Fuentealba, refinando los niveles inter,
intra y trans de desarrollo del esquema de la derivada a través de diferentes
subniveles (Fuentealba et al., 2019) y avanzando en la caracterizacién de la
tematizacién de la derivada (es decir, cuando la funcién derivada se convierte
en un objeto sobre el que aplicar nuevas acciones o procesos), a través de
tareas que provocan la reestructuracién de ese esquema de la derivada y la
aplicacién de acciones sobre él (Fuentealba et al., 2022). El trabajo de
Trigueros et al. (2024) continda la caracterizacién de esta tematizacién, a
través del andlisis de las actuaciones de graduados en matemadticas al resolver
problemas complejos que involucran el manejo de derivadas de orden supe-
rior en un contexto grifico.

Las conexiones que realizan los estudiantes universitarios de matematicas
al resolver problemas vinculados con la derivada son el foco de los trabajos
de Rodriguez-Nieto et al. (2023a, 2023b), en los que se articula el marco
EOS con la teoria extendida de las conexiones matemdticas para identificar
y analizar esas conexiones, en un caso asociadas a un problema de lanza-
miento de un proyectil y en el otro al dibujo e interpretacién de la funcién
derivada f~ a partir de la representacién gréfica de f y viceversa. En este
ultimo caso (Rodriguez-Nieto et al., 2023b), se destaca la reversibilidad
existente entre las graficas de /'y /' de forma bidireccional como aspecto
clave, pero cuyo desarrollo es complejo por la cantidad y variedad de



M. ARNAL-PALACIAN, H. CHAVIRA, M. ARCE, & J. VIRAMONTES-MIRANDA 237

conexiones necesarias para establecerla. Otro ejemplo importante de articu-
lacién de marcos se muestra en Borji et al. (2021), en el que se articulan los
marcos APOE y EOS para caracterizar la comprensién de estudiantes
universitarios al resolver ejercicios de derivacién implicita.

Destacamos en esta ultima parte investigaciones sobre la derivada de
una funcién en las que tiene una presencia importante el rol de TIC especi-
ficas, como los programas de geometria dindmica o calculadoras simbdlicas.
Galindo-Illanes et al. (2022) muestran los resultados positivos de un expe-
rimento de ensefianza de la derivada con estudiantes universitarios de inge-
nierfa, especialmente en lo relativo a la conceptualizacién de la recta
tangente y su relacién con la derivada. En un nivel educativo més bajo (1.0
de Bachillerato), Lillo et al. (2023) implementan otro experimento de ense-
fianza sobre la construccién de la grafica de la funcién derivada con activi-
dades apoyadas en applets de GeoGebra. Estos autores identifican dos
caracteristicas determinantes para pasar de una comprensién de la gréfica
de /” como proceso a objeto: el conocimiento del proceso limite de la tasa de
variacién media y la reflexién sobre la relacién actividad-efecto al usar
GeoGebra. Recientemente, Santos-Trigo et al. (2024) han planteado una
reflexién tedrica en la que, partiendo de las dificultades que muestran los
estudiantes al comprender las ideas fundacionales del cilculo y los problemas
que involucran cilculo variacional, se discuten las posibilidades que ofrece la
resolucién de estos problemas a través de programas de geometria dinimica
para profundizar en la comprensién de los conceptos y obtener nuevos
caminos de pensamiento para abordar y resolver estos problemas.

Investigaciones sobre el célculo integral

El cdlculo integral se encuentra en la legislacién educativa espafiola en el
segundo curso de Bachillerato (17-18 afios). Esta legislacion determina que
debe impartirse la integral definida como el drea bajo una curva y técnicas
elementales para el cilculo de primitivas, asi como técnicas que permitan la
aplicacién del concepto de integral a la resolucién de problemas. A pesar de
esta importancia curricular, la investigacién realizada desde la SEIEM, y en
particular en GIDAM], no es tan abundante como para el limite y la derivada.
Entre los estudios que han promovido la investigacién sobre el cilculo
integral se encuentran los trabajos de Ortega y Porres-Tomé (2016), Aranda y
Callejo (2017) y, més recientemente, Esteve-Blasco et al. (2024). Los resul-
tados de estas investigaciones se resumen a continuacion.

Con el uso de herramientas tecnoldgicas, Ortega y Porres-Tomé (2016)
presentaron una investigacién sobre la comprensién de una integral definida
y el teorema fundamental del cdlculo, considerando fundamental el
dinamismo de las sumas finitas de Darboux con un ndmero escaso de su-
mandos. Para ello, se apoyaron en la herramienta tecnolégica DERIVE,
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permitiendo que el trabajo simultineo de los registros de representacién
numérico y grafico fuese el paso previo a la generalizacién y la sistematizacién
tanto de la integral definida como del teorema fundamental del cilculo. Por
su parte, Aranda y Callejo (2017) identificaron cémo los estudiantes de
Bachillerato construyen el concepto de integral en un estudio empirico
utilizando applets, disefiando una trayectoria hipotética de aprendizaje.
Entre los resultados arrojados por este estudio se encuentra que el concepto
de funcién integral puede ser utilizado para disefiar materiales curriculares
apoydndose en el razonamiento covariacional.

En los ultimos afios, Esteve-Blasco et al. (2024) han contribuido al
cilculo integral desde la historia de la matemadtica. Dentro de GIDAM
presentaron un taller en el que expusieron el método de exhauscién, asi
como diferentes actividades en las que se abordaron los siguientes aspectos:
los inconmensurables pitagéricos (perspectiva corpuscular), la divisibilidad y
“llenado” del espacio: Paradojas de Zenén, y la contraposicién entre infinito
potencial e infinito actual. Posteriormente, con una metodologia de inge-
nieria didédctica, este equipo de investigacién ha utilizado las series de dife-
rencias de Leibniz para comprender el concepto de integral como un proceso
de suma infinita de diferencias infinitamente pequefias utilizando la historia
para obtener un conocimiento profundo del concepto y dotar a los estudiantes
de un conocimiento de integral definida a partir de una aproximacién por
modulos.

Investigacién sobre otras nociones estrechamente vinculadas al
analisis matematico

Las investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje de las funciones se
desarrollan en paralelo por miembros de SEIEM que participan tanto en
GIDAM como en el grupo PNA. En el caso de la investigacién de Vargas
et al. (2023b), se enfocaron en caracterizar un conjunto de tareas sobre
funciones propuestas por profesores en formacion. Analizaron aspectos de
contenido matematico y su significado, y entre los aspectos de aprendizaje o
cognitivos observaron una dificultad para plantear este tipo de tareas,
ademds de un predominio de la representacién simbélica y tareas con baja
demanda cognitiva. Asimismo, Inglada et al. (2023), utilizando como marco
tedrico el EOS, analizaron la reflexién de profesorado en formacién sobre
su préctica docente cuando abordan el tema de funciones en su Trabajo Fin
de Mister.

Por otra parte, Arce y Conejo (2021) examinaron los procesos de ense-
fianza y aprendizaje de los intervalos de la recta real en libros de texto,
editados durante dos leyes educativas espafiolas. Los resultados determinan
que aparecen algunos comportamientos globales que podrian llegar a
comprometer la riqueza y variedad de oportunidades de aprendizaje de las
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conversiones provistas, y una frecuencia de aparicién muy desigual entre
unas conversiones y otras, ademds de la falta de consideracién del registro
verbal y el abuso de expresiones algebraicas y verbales. Estos mismos autores,
en el seno de GIDAM, presentaron un taller sobre el tratamiento de los
intervalos en libros de texto y la generacién de un instrumento que permitiera
analizar la presentacién de este contenido.

Ademais, Martin-Barcala y Gonzilez-Astudillo han desarrollado inves-
tigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje del logaritmo. Estos autores
han detectado errores habituales en estudiantes de ensefianza secundaria
relacionados con el uso de una definicién distorsionada de logaritmo o la
generalizacién inadecuada de sus propiedades (Martin-Barcala y Gonzélez-
Astudillo, 2019). Estos mismos autores, en el seno del GIDAM, presenta-
ron un taller donde expusieron una investigacién en la que se pretende
determinar si una ensefianza del logaritmo que contemple mds definiciones,
ademds de la inversa de la exponencial, favorece la comprensién y el apren-
dizaje de los alumnos.

Otros conceptos matemdticos abordados han sido el aprendizaje sobre la
densidad numérica (Sudrez-Rodriguez & Figueras, 2022; Sudrez-Rodriguez
& Sacristin Rock, 2002), y las sucesiones numéricas (Bajo-Benito et al,,
2023), en las que se trata de caracterizar el desarrollo de la comprensién de
las sucesiones numéricas en estudiantes de ensefianza secundaria a partir de
las conversiones entre diferentes representaciones del concepto matematico.

Procesos matemiticos clave en la didactica del analisis matematico
La influencia de los estindares del NCTM (2000) ha provocado que procesos
matemiticos fundamentales al hacer matemdticas, como la resolucién de
problemas, el razonamiento y la prueba, las conexiones (intramatemadticas y
extramatemdticas), y la representacién y la comunicacién de ideas matemd-
ticas, se hayan constituido como ejes de las competencias especificas en
matemiticas del actual curriculo espafiol de la LOMLOE (MEFP, 2022).
Su importancia progresivamente mayor ha aumentado la presencia de
investigaciones con un foco especifico en estos procesos, aunque algunos
como la representaciéon de ideas matemiticas, las conexiones o la resolucién
de problemas han sido muy importantes en investigaciones sobre la ense-
fianza y aprendizaje de tépicos propios del andlisis matemadtico, y contindan
en auge como ponen de manifiesto los epigrafes previos.
Complementaremos lo anterior con una breve revisién, en este apartado,
de investigaciones recientes con foco en los procesos de razonar y demostrar
y con contenidos préximos al andlisis matemdtico, que requieren poner en
juego caracteristicas propias del llamado pensamiento matemdtico avanzado
(Tall, 1991), uno de los pilares que describe GIDAM. En GIDAM han

tenido presencia investigaciones que han analizado la presencia en libros de
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texto de procesos de demostracién al abordar temas de andlisis matemadtico,
al ser un recurso con una alta influencia en lo que se realiza en las aulas.
Con el antecedente de las investigaciones de Laura Conejo (ver Conejo y
Ortega, 2014; Conejo et al., 2015), que evidenciaban la disminucién paulatina
en libros de texto espafioles de Bachillerato de demostraciones deductivas al
trabajar los teoremas de limites y continuidad, y su sustitucién por ejemplos
grificos con funciones particulares; en la actualidad se han desarrollado
investigaciones como las de Milanesio y Markiewicz (2023) o Milanesio y
Burgos (2024). Estas autoras muestran la existencia de algunos conflictos
semidticos potenciales que se pueden plantear al trabajar con libros de texto,
como el uso no diferenciado de multiples términos asociados a la demos-
tracién (probar, demostrar, justificar, comprobar, estudiar) al abordar los
teoremas de continuidad de una funcién, o conflictos semidticos al abordar
una demostracién por induccién matematica.

Son relevantes también las investigaciones sobre las concepciones que
tiene el alumnado y el profesorado sobre estos procesos, por su complejidad
y por su importancia para construir matemdticas. En Camacho-Machin
(2021) se recogen los resultados principales de una investigacion con alumnado
universitario de 1.° de los grados de Matematicas y Fisica, que muestra una
preferencia por justificaciones de tipo deductivo-simbdlico, por considerarlas
mds claras y rigurosas, y una mayor resistencia hacia justificaciones basadas
en argumentos visuales o gréficos. Entre el profesorado, Arce et al. (2019)
muestran la existencia de perfiles muy distintos seguin el rol y funciones que
asignan profesores de Espana y Portugal a la demostracién en las aulas de
matemdticas de Educacién Secundaria y Bachillerato (12-18 afios), que
tienen incidencia en las précticas vinculadas al razonamiento y la demostracién
que se plantean. La presencia de estas pricticas también puede estar influen-
ciada por el conocimiento de estas que tenga el profesorado. Como muestran
Vargas et al. (2020¢) en un estudio con profesores en formacién de mate-
miticas de Educacién Secundaria, en ocasiones hay dificultades para
construir argumentos vilidos en enunciados sobre la derivabilidad de una
funcién en un punto, al recurrirse a enunciados o reglas sin respaldo o por
no tener en cuenta las condiciones necesarias para que una funcién sea
derivable.

Otra linea de trabajo desarrollada muy recientemente, y vinculada con el
razonamiento y prueba, es la de Ferndndez-Leoén et al. (2021), Fernandez-
Leén y Gavilan (2022) y Gavilan y Ferndndez-Leén (2023). Estos autores,
a partir de la adaptacién de los conceptos de matematizacién horizontal y
vertical que realizan Rasmussen et al. (2005), y a través de estudios de caso
con una investigadora en andlisis matemdtico como informante, caracterizan
las actividades desarrolladas por esta matemadtica profesional al conjeturar y
demostrar nuevos resultados. Se destaca el rol e importancia en estas practicas
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de los ejemplos, y en concreto de los ejemplos genéricos, para facilitar la
transicién entre lo empirico y lo deductivo. Avanzar en esta caracterizacién
es una fuente de informacién importante para el disefio de una instruccién
adecuada vinculada a la ensefanza y aprendizaje de estos procesos.

Lineas futuras de GIDAM

El desafio inmediato del grupo GIDAM es la consolidacién de las investi-
gaciones en curso, asi como la apertura a otras nuevas lineas que permitan
su revitalizacién. Para ello, ademds de la reunién anual durante el Simposio
de la SEIEM, se pretende dinamizar e impulsar la actividad del grupo con
la recuperacién, después de diez afios, de un encuentro intermedio que
permita ser un espacio no solo para la difusién de los trabajos sino también
de formacién de grupos de discusién y equipos de colaboracién. Este primer
paso ha tenido lugar durante el afio 2025, y se espera su fortalecimiento en
afios venideros.

Aunque es dificil predecir la aparicién de nuevos estudios de investigacién,
se espera que los trabajos mds recientes expuestos en el apartado anterior
tengan una continuidad y profundizacién en aspectos afines a los ya presen-
tados. Asimismo, se espera que esta revisién favorezca el desarrollo de futuras
sinergias entre los diferentes equipos de trabajo.

Asi, y siguiendo el orden de la seccién anterior, en relacién con los limites,
se espera que la tesis doctoral de Yosenith Gonzilez, dirigida por Juan
Francisco Ruiz-Hidalgo y Ana Belén Montoro, continde ahondando en los
significados del limite atribuidos por estudiantes universitarios. Asimismo,
que los trabajos recientes de Moénica Arnal-Palacidn y Andrés Pérez-
Montilla prosigan con el estudio del profesorado en formacién en relacién
con las imdgenes conceptuales de diferentes tipos de asintotas. Ademis, es
esperable que el equipo formado por Alvaro Barreras, Luis Dubarbie-
Ferndndez y Antonio M. Oller-Marcén continte con el estudio del uso de
GeoGebra en la ensefianza del limite.

Vinculado a las lineas de futuro de la nocién de derivada, se confia que,
dados los multiples y recientes trabajos en dos equipos de investigacion,
formados por Camilo Rodriguez-Nieto, Flor Rodriguez-Visquez, Viceng
Font y Luis Pino-Fan, y por Fernanda Vargas, José Antonio Fernindez-
Plaza y Juan Francisco Ruiz-Hidalgo, estos trabajos permitan seguir con un
fortalecimiento de los marcos teéricos EOS y anilisis didéctico, respectiva-
mente.

Con los recientes trabajos de Miguel Esteve-Blasco, M. Teresa Gonzalez-
Astudillo y Miguel Angel Fuertes-Prieto presentados en la SEIEM, y
citados con anterioridad, sobre sumas y diferencias de Leibniz se espera una
nueva linea de investigacién que permita trabajar la ensefianza y aprendizaje
de la integral.
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Aportando a otro de los pilares fundamentales de GIDAM, los procesos
matematicos, se confia en una continuidad del equipo de trabajo formado
por José M2 Gavildn y Aurora Fernindez-Leén, en el que se prosiga con la
caracterizacién sobre cémo conjeturan y demuestran los investigadores de
matemadticas.

Finalmente, y dada la exposicién de talleres o presentaciones de estudios
en curso en GIDAM durante el Simposio de la SEIEM en los dltimos
afos, se esperan nuevos resultados de la tesis doctoral en curso de Antonio
Martin-Barcala, dirigida por Teresa Gonzalez-Astudillo, sobre la ensefianza
del logaritmo; de la tesis doctoral en curso de Ana Maria Correal, dirigida
por Pablo Beltran-Pellicer y Ménica Arnal-Palacidn, sobre el andlisis de
videos de funciones cuadriticas; y del equipo investigador formado por Ma-
tias Arce y Laura Conejo sobre el tratamiento de los intervalos en los libros
de texto.

Estado actual de GTT5

En el Congreso SOMIDEMI1 se lanz6 la convocatoria a todos los interesados
en temdticas relacionadas con la ensefianza y aprendizaje del célculo, a fin
de formar el GTT5: Ensefianza y Aprendizaje del Cilculo. Se estableci6
como eje conductor para las propuestas el considerar al cdlculo como una de
las dreas de mayor importancia para la investigacién en la educacién mate-
mitica superior por su presencia en los curriculos escolares actuales desde
los niveles medio superior hasta el superior en carreras de ingenierfa y ciencias
exactas.

El objetivo es evidenciar la relevancia de la ensefianza y el aprendizaje
del calculo. Por esta razén, el grupo de trabajo pretende colaborar en la
investigacién sobre las problematicas en esta rama de las matematicas, desde
el punto de vista de la matemitica educativa y con el fin de promover un
mayor acceso a las herramientas y el conocimiento del cilculo, a partir de las
habilidades presentes y potenciales del docente y el alumno.

Ademis, el GTTS5 busca ser un espacio tanto de discusién como de
difusién de los resultados y aportaciones de investigaciones previas, por lo
que se consideraron como parte de los objetivos del grupo de trabajo, las
aportaciones teéricas que contribuyeron al desarrollo de la linea de investi-
gacién en la ensefianza y el aprendizaje del cilculo.

El GTTS5 establecié en su convocatoria, que se aceptaban articulos que
abordan las discusiones mds recientes dentro de la linea de investigacién en
la ensefianza y aprendizaje del cdlculo, asi como también reportes de expe-
riencias de implementacién en la prictica en pequefia o gran escala, articulos
tedricos que aportaran al desarrollo de la linea de investigacién y reportes
de estudios de replicacién. Es decir, se ofrecia un espectro variado de apor-
taciones para los interesados en discutir sus ideas, la dindmica del grupo de
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trabajo se bas6 en el envio con antelacién de todas las propuestas a los
participantes en el GT'TS5 para su lectura antes de la presentacién, con el fin
de tener elementos que desencadenaran la reflexién y discusién de ideas.
Como segundo paso los participantes tuvieron la oportunidad de volver a
enviar sus escritos para publicacién, después de escuchar las observaciones,
opiniones, sugerencias, reflexiones que los participantes realizaron durante
las sesiones de trabajo.

Como resultado a esta convocatoria se recibieron cinco propuestas de
estudiantes e investigadores de México o Colombia, cuyas temdticas se
enfocan en diferentes niveles educativos, contenidos matemiticos y funda-
mentacién teérica. Los trabajos involucraron diferentes contenidos de
cilculo como el pensamiento variacional, el cdlculo diferencial, la integral
definida, drea de regiones planas y el concepto de derivada, estas aportaciones
ademds proponian propuestas diddcticas, interpretaciones del proceso de
construccién de conocimiento por parte de estudiantes y un enfoque tedrico,
como el Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) a través
de una leccién o estudio de clase.

Evidentemente estas temdticas y aproximaciones teéricas no son las Gnicas
que se encuentran presentes en las investigaciones que desde hace afios se
llevan a cabo en torno a la ensefianza y aprendizaje del cilculo, sin embargo,
dan una muestra de los intereses actuales de investigadores noveles y
experimentados de diferentes paises, dando esto cuenta de la importancia
de la labor del GT'TS5 a través de la SOMIDEM para ser un foro de discu-
sién y reflexion sobre este tema.

Para el Congreso SOMIDEM a desarrollarse en marzo 2025, se recibieron
cinco propuestas, las cuales se encuentran en proceso de revisién por lo cual
no se pueden declarar atn, pero si se puede destacar que estas propuestas
nuevamente se enfocan en el nivel medio superior y superior, lo cual muestra
la relevancia del desarrollo de los conceptos del cdlculo desde el nivel medio
superior para crear puentes que faciliten la continuidad de este desarrollo en
el nivel superior.

Como asociacién la SOMIDEM es muy joven, se constituyé hace
alrededor de cinco afios, teniendo su primer congreso en 2023 de manera
virtual y teniendo en puerta el préximo en marzo del 2025. La SOMIDEM
nace como un esfuerzo al interés de investigadores adscritos a diferentes
instituciones académicas o escolares, interesados en dar a conocer las apor-
taciones que la investigacién en matemdtica educativa pueda ofrecer a las
personas interesadas en la mejora en la calidad de la educacién matemitica
en México.

En este esfuerzo por ser un foro que promueva el desarrollo y la consoli-
dacién de la investigacién en matemitica educativa, la SOMIDEM ha
planteado una serie de proyectos para cumplir este objetivo: Proyecto de la
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Pigina web, Proyecto de Alianzas con Asociaciones Nacionales e Interna-
cionales de Educacién Matemadtica, Proyecto de Publicaciones SOMIDEM
y por ultimo el Proyecto Charlas con Matemiticos Educativos. Todos estos
proyectos de naturaleza y dindmica diferente mantienen la esencia del
objetivo de la sociedad.

Un esfuerzo mds que realiza la sociedad es la creacién de un comité
Editorial SOMIDEM, conformado por reconocidos investigadores del
drea, y esta editorial promueve la creacién de puentes entre la teoria y la
préctica con el fin de impulsar la educacién matematica, hasta la fecha la
editorial ha publicado tres series de libros con temaiticas relevantes en
educacién matematica.

Como resultado de los esfuerzos continuos y visionarios del comité
editorial, se ha creado a finales del 2024 la Revista Ensefianza de las Mate-
miticas y Experiencias Docentes, enfocada en la difusién de experiencias
docentes, e intercambio de propuestas y la reflexién critica en la ensefianza
de las matemiticas, y esta revista viene a dar voz a los docentes y su préctica
a través de los resultados de la matematica educativa.

Como mencién aparte nos referiremos a los eventos que organiza la
SOMIDEM, uno de ellos es la Escuela SOMIDEM la cual se llevé a cabo
por primera vez en 2024, este espacio permitié a los investigadores ofrecer
una serie de talleres y cursos en linea a las personas involucradas en la
ensefianza de las matematicas, la modalidad a distancia y la variedad de
cursos y talleres que se ofrecieron en esta primera edicién permitieron a los
asistentes atender las temdticas de su interés, ademds de acercar la investi-
gacion a la préctica docente.

El principal evento de la sociedad es el Congreso SOMIDEM, en este
evento se dedica un espacio especial a los Jévenes Investigadores, para el
desarrollo de conversatorios, talleres y salas de discusién sobre sus proyectos.
El congreso ofrece un espacio de trabajo colectivo organizado por Grupos
de Trabajo Temitico (GT'T), se propusieron 18 grupos con temiticas de
relevancia en la matemadtica educativa y para el Congreso SOMIDEM 2 se
mantuvieron los mismos grupos de trabajo dados los excelentes resultados
que se obtuvieron con las contribuciones de estudiantes, profesores e
investigadores en el primer congreso, los cuales culminaron con la publicacién
del libro Perspectivas actuales de la educacién matematica (2024).

Estos proyectos y eventos brevemente descritos muestran la visién que la
SOMIDEM tiene, sobre cémo aportar a la calidad de la educacién en
matemadticas no solamente en México, promoviendo una serie de actividades
que permiten la difusién, intercambio y reflexién de ideas, experiencias y
resultados de investigacién. Todo esto abona a la consolidacién de la
matemdtica educativa como un referente a los desarrollos curriculares y
politicas educativas.
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Panorama de las principales temdticas sobre la ensefianza y aprendizaje
del cilculo

Como parte también de los proyectos vertebrales de la sociedad estd el dar
continuidad a los mds de 30 afos de la publicacién internacional arbitrada
Revista Educacién Matematica con el objetivo de difundir los resultados de
las investigaciones de los miembros de la sociedad y de otros colegas de la
regién iberoamericana. Las aportaciones que se han publicado en esta revista
ofrecen también un panorama sobre las investigaciones que se han realizado
en México en los ultimos 30 afios. La Revista Educacién Matemitica ha
abordado diversas tematicas relacionadas con la ensefianza y aprendizaje del
clculo a lo largo de los afios. Sin pretender ser una relacién completa y
exhaustiva de lo publicado en sus 36 volimenes, a continuacién, se destacan
algunos de los enfoques teéricos y temdticas presentes.

Perspectivas teéricas: las investigaciones publicadas se apoyan en dife-
rentes perspectivas tedricas como lo son el EOS, Teoria Antropolégica de lo
Didactico, aprendizaje significativo, resolucién de problemas y visualizacién
matemdtica, por mencionar algunos, lo que permite poner sus propuestas y
resultados a la vista de la comunidad de matemdtica educativa para su
discusién y retroalimentacién, contribuyendo asi al cuerpo de conocimiento
del 4rea.

Enfoques histéricos y filoséficos

Se ha explorado la evolucién histérica del célculo y su ensefianza, enfati-
zando la importancia de comprender los procesos histéricos en la formacién
de conceptos matemiticos. Por ejemplo, el articulo “La ensefianza del cilculo
- una cuestién de involucramiento” de Rodrigues y Bozola (1995), el cual
estd presentado como notas de clase; “Interpretaciones erréneas sobre los
conceptos de maximos y minimos en el Cilculo Diferencial” (Moreno
Guzmin y Cuevas Vallejo, 2004) en donde se trata de identificar los errores
de concepcién sobre este tema en estudiantes y profesores e “Introduccién
de los Conceptos Fundamentales del Cilculo Diferencial e Integral”
(Wenzelburger, 1993) presentado como una propuesta didéctica que discute
cémo la ensenanza del cilculo debe orientarse en la génesis histérica de la
ciencia, promoviendo una formacién lenta de conceptos matemadticos a través
de la liberacién de percepciones sensoriales y la intuicién primaria.

Uso de tecnologia en la ensefianza

Se han investigado métodos visuales y el uso de herramientas tecnolégicas
para facilitar la comprensién de conceptos de cilculo. El articulo “Recursos
para el célculo visual de integrales” (Martinez de la Rosa, 2014) presenta
métodos visuales de integracién que utilizan la simetria de las funciones y
las funciones inversas, recuperando el concepto de subtangente para la
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computacién visual de dreas. La idea de tecnologia no solo se centra en
computadoras o software especializado de matematicas, también hay publi-
caciones que rescatan el uso de las calculadoras, por ejemplo, en el estudio
“Cilculo diferencial: aprendizaje cooperativo con base en las representaciones
que se logran en calculadoras de tipo avanzado” (Balderas Canas, 1995),
presenta una investigacién con alumnado de nivel medio superior durante
un curso semestral. Guarin Amorocho y Parada Rico (2023), en “Acciones y
expresiones de la comprensién del limite de una funcién en un punto, por
estudiantes de célculo diferencial”, presentan un estudio con el uso del
software GeoGebra para buscar evidencia sobre la comprensién de los estu-
diantes sobre el concepto del limite de una funcién en un punto. Como se
puede notar, el uso de la tecnologia en la ensefianza y aprendizaje del calculo
es un elemento presente de manera permanente en las investigaciones ya
sea como eje central o como mediador del conocimiento.

Propuestas de innovaciones didacticas

Se han propuesto enfoques alternativos para la ensefianza del cilculo, como,
por ejemplo, el disefio de secuencias diddcticas orientadas al descubrimiento
del Teorema Fundamental del Cilculo. El articulo “Una propuesta de
acercamiento alternativo al teorema fundamental del cilculo” (Robles
Arredondo et al.,, 2014) presenta el disefio de una secuencia didactica de
tareas que promueve, mediante la utilizacién de ambientes interactivos, el
acercamiento intuitivo y la conjetura del teorema. En muchas ocasiones las
propuestas vienen acompaifiadas con el uso de la tecnologia (Martinez de la
Rosa, 2014). Si bien el panorama presentado no se refiere a investigaciones
originadas directamente en el seno de la SOMIDEM, permite observar la
trayectoria de uno de sus proyectos institucionales mds estables: la Revista
Educacién Matematica. Esta publicacién ha funcionado como un referente
importante para quienes investigan en la ensefianza y el aprendizaje del
célculo, particularmente en lo que respecta a la formulacién de problemas
de investigacién, la discusién de marcos teéricos y la presentacién de pro-
puestas didécticas. En este sentido, los trabajos que hoy se desarrollan en el
GTTS5 son pertinentes de acuerdo con investigaciones previamente publi-
cadas en dicha revista, lo que ha favorecido una cierta continuidad temdtica y
metodoldgica. Asi, la revista ha servido como una fuente de consulta y como
un punto de partida para quienes posteriormente se integraron al GTTS,
sin que ello implique que las investigaciones del grupo dependan de esta
publicacién o se limiten a su orientacién editorial.

Lineas futuras de GTT5
Un aspecto importante que estd presente en varias investigaciones sobre la
ensefianza y aprendizaje del cdlculo es el papel o el uso de las TIC, hasta
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este momento no se han recibido propuestas en las dos ediciones del
congreso que tengan esta variable como un aspecto relevante de la investi-
gacién. Para atender esto, es necesario en la siguiente convocatoria hacer
explicita la necesidad de incluir en la discusién del GT'T el rol de las TIC.

En este sentido, también es importante traer a discusién el efecto que
tienen o tendrdn la inteligencia artificial (IA) en el drea de interés del grupo
y cémo esto se puede interpretar o apoyar a través de los diferentes marcos
tedricos de la matemdtica educativa, lo cual podria dar lugar a nuevas
propuestas o reformulaciones tedricas, por eso es importante promover este
tipo de discusiones dentro del GTT5.

Es importante reconocer que en México desde hace 15 afios se lleva a
cabo el Encuentro Internacional Sobre la Ensefianza del Calculo, Matematicas
y Ciencias (EICAL). Los primeros 10 afios el énfasis fue solo sobre la
ensefianza del cilculo, pero en las ultimas ediciones se decidié incluir
matemdticas y ciencias, por la estrecha relacién que el cilculo tiene con
otras dreas del conocimiento y también en atencién a la necesidad de espacios
de colaboracién y difusién de los resultados de investigacién, asi como de
acercar estos resultados a la prictica de los docentes, Si bien este evento
nace de la inquietud de investigadores de todo México desde hace casi 20
afos, a través de los cuales se fueron incorporando importantes investigadores
de Francia, Espafia, Colombia, Chile, algunos de los cuales también somos
miembros de la SOMIDEM, hace falta seguir promoviendo la colaboracién
mis estrecha entre el GT'TS5 y el EICAL para seguir promoviendo la calidad
en la investigacion, especificamente del cdlculo.

Como mostramos, a pesar del corto tiempo que lleva trabajando la
SOMIDEM con respecto a la SEIEM, la sociedad tiene una visién clara de
cémo aportar a la consolidacién de la matemitica educativa desde diferentes
frentes con proyectos, eventos, foros y publicaciones, siendo inclusiva a
todos los actores de los procesos educativos.

Conclusiones
En toda esta panordmica de investigaciones actuales, se observa que no en
pocos casos existen trabajos en los que colaboran investigadores de Espafia
y de Latinoamérica y, en concreto, también de México. Centrindonos en
esa colaboracién Espafia-México, podemos destacar las colaboraciones ya
existentes y fructiferas entre Edelmira Badillo, Gloria Sdnchez-Matamoros
y Maria Trigueros; entre Matias Camacho y Manuel Santos-Trigo, o entre
Viceng Font y Flor Rodriguez-Visquez; que son una muestra del potencial
que pueden tener las investigaciones compartidas entre ambos paises.

En la extensién de las investigaciones mencionadas por ambas partes
podemos observar la diferencia de edades en la creacién de ambas sociedades,
en GIDAM ya se cuenta con tres pilares fundamentales que rigen su trabajo,
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pero es necesario revitalizar las dindmicas de trabajo que permitan la sinergia
con otros equipos de trabajo, asi como seguir fortaleciendo las temdticas que
ya se trabajan, sin perder de vista las nuevas posibles temiticas en torno a la
ensenanza y aprendizaje del andlisis matematico.

Si bien en México hay desde hace muchos afios investigaciones sobre el
célculo, dentro de la SOMIDEM se empieza gestar un grupo de investiga-
dores noveles en matemadtica educativa, interesados en aportar a la proble-
mitica y que encuentran en la dinimica de trabajo del GTTS5 un espacio de
interlocucién enriquecedor para sus propuestas e investigaciones. Dada la
forma de organizacién de los GTT de la SOMIDEM, en este capitulo nos
hemos enfocado solo en el GT'TS5, ya que las temiticas relacionadas con el
desarrollo del pensamiento matemadtico avanzado caen fuera de su alcance,
que si son estudiadas en GIDAM. Estas temadticas se encuentran en GT'T13
de Razonamiento, argumentacién y prueba en Educacién Matematica,
asi como posiblemente en otros con temdticas mds amplias o aplicadas.

Mis alld de la diferencia en el tiempo de actividades en ambas asocia-
ciones, en el recorrido mostrado, se puede dar cuenta de la coincidencia en
temdticas de interés y de gran relevancia para la ensefianza y aprendizaje del
cilculo. Definitivamente ain no tenemos todas las respuestas y si bien
actualmente se pueden encontrar propuestas que aportan a la préctica
docente y reflexiones que nos llevan a seguir trabajando e investigando, es
necesario establecer puentes de comunicacién para reconocer y conocer el
trabajo realizado en ambas sociedades y seguir aportando a la matemadtica
educativa de manera conjunta.
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Palabras clave
Pensamiento algebraico, pensamiento numérico, didactica de la aritmética, didédctica

del algebra.

Abstract

The chapter describes an analysis of the scientific production on the teaching and
learning of arithmetic and algebra developed by two research groups: the “Thinking
Numerical and Algebraic Thinking’ (PNA) group of the Spanish Society for
Research in Mathematical Education (SEIEM) and the Working Group on the
Didactics of Arithmetic and Algebra (GTT4) of the Society for Research and
Dissemination of Mathematical Education (SOMIDEM). The contributions of
the PNA group presented at the last five symposia of the SEIEM are reviewed, as
well as the production related to the GGT4 theme published in the last five years
in the journal Educacién Matemadtica and in the proceedings of the first congress of
this society. In both contexts, the review has led to the identification of current
trends and the theoretical and methodological frameworks used. Challenges of
research and educational practice are recognized to continue and promote future
collaborations between members of both societies.

Keywords
Algebraic thinking, numerical thinking, didactics of arithmetic, didactics of algebra.

Introduccién

La problemitica en torno a la didactica de la aritmética y del dlgebra ha
sido un tema central desde los inicios de la Educacién Matemitica como
disciplina cientifica. Tanto en México como en Espafia, y de manera
conjunta, se han llevado a cabo estudios relevantes que han impulsado la
creacién y consolidacién de grupos y lineas de investigacién sobre esas
temdticas en ambos paises. Por ejemplo, un referente importante sobre la
didictica del dlgebra son los estudios de Filloy et al. (2008) publicados en el
libro Educational Algebra: A Theoretical and Empirical Approach. Sobre la
aritmética de las fracciones puede consultarse el articulo de Real et al.
(2013). Ambos son fruto de la colaboracién entre académicos mexicanos y
espafoles.

Como resultado de los esfuerzos e intereses de investigadoras e investi-
gadores, en numerosos congresos se ha reservado consistentemente un espacio
para la discusién de estudios sobre la ensefianza y aprendizaje de la aritmética
y del dlgebra. En Espafia, como parte de los simposios de la Sociedad Espafiola
de Investigaciéon en Educacién Matemitica (SEIEM), se formé el grupo
Pensamiento Numérico y Algebraico (PNA). En México, en el marco del
congreso de la Sociedad Mexicana de Investigacién y Divulgacién de la
Educacién Matematica (SOMIDEM), recientemente, se ha constituido el
Grupo de Trabajo de Didactica de la Aritmética y del Algebra (GTT4);

sobre esta temdtica se han estado realizando numerosas investigaciones. El
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propésito de este capitulo es mostrar una visién global de la produccién
cientifica desarrollada en los tdltimos cinco afios por los miembros de los
grupos de la SEIEM y de la SOMIDEM.

Dadas las particularidades de cada agrupacién, se adoptaron enfoques
diferenciados para analizar su produccién cientifica reciente. En el caso del
GTT4, se consideraron articulos, ya que buena parte de sus investigaciones
no se ha difundido en actas de congresos. En cambio, para el grupo PNA,
estas actas resultaron una fuente suficiente, aunque mds limitada en detalle.
Esta estrategia busca reconocer las contribuciones de ambos grupos consi-
derando tanto sus trayectorias como los formatos predominantes de difusién
cientifica en cada contexto. Ademds, las investigaciones analizadas responden
a necesidades propias de los sistemas educativos de México y Espania, y se
interpretan desde tradiciones académicas distintas. Mientras en Espaia se
habla de “pensamiento numérico” y “pensamiento algebraico”, en México se
utiliza “diddctica de la aritmética” y “didactica del dlgebra”. A pesar de estas
diferencias terminoldgicas, el propésito comun es identificar temas compar-
tidos que permitan consolidar redes de colaboracién cientifica.

En este capitulo, en primer lugar, quienes escribieron la parte correspon-
diente a cada sociedad exponen el andlisis de los textos en su propio
entorno, resaltando las problematicas estudiadas, los contextos en los que se
desarrollan las investigaciones y los marcos tedricos y metodolégicos
empleados. A partir de esos resultados, en el apartado final se exploran las
similitudes y diferencias entre los enfoques adoptados en ambos paises,
destacando las contribuciones de cada grupo a la ensefianza y al aprendizaje
de la aritmética y del dlgebra.

Investigaciones en el contexto del grupo PNA

Desde su inicio, en el grupo de investigaciéon PNA de la SEIEM se han
desarrollado estudios centrados en estructuras numéricas y relaciones
algebraicas, consideradas fundamentos esenciales de las matemdticas y el
lenguaje matematico (Lupidfiez, 2015). Parte de la trayectoria del grupo ha
sido expuesta en los simposios sobre Investigacién en Educacién
Matemadtica organizados por la SEIEM. En ellos, se ha mostrado la inves-
tigacién desarrollada en Espafa en el dmbito numérico y algebraico en las
tltimas décadas (Bosch et al., 2024; Cafiadas, 2023; Lupiafiez, 2015).

Se amplia a continuacién esta informacién con un andlisis de la produccién
cientifica que las personas integrantes del grupo PNA han publicado en los
ultimos cinco simposios (desde 2019 hasta 2024). De estas personas, se
identificaron en las actas 83 comunicaciones y 65 pésteres. Tal como se
muestra en la Tabla 1, la clasificacién y el anélisis de estos estudios permitié
identificar tres lineas principales de investigacién: pensamiento numérico,
pensamiento algebraico y la resolucién de problemas. Estas lineas tratan
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aspectos como la ensefianza y el aprendizaje de contenidos curriculares en
distintos niveles educativos, la formacién docente, la atencién a estudiantes
con necesidades educativas especiales, asi como el andlisis de textos escolares y
curriculos educativos.

Tabla1

Categorias analizadas segiin el foco y el nivel en que se sitia la investigacion

c i Focoy el nivel en que se sittia la investigacién Total
ategorias d
de anilisis g imari €
Infantil InfantdA Y Primaria Ll Y Secundaria Universidad i Otros trabajos
primaria Secundaria escolares
Numeros 4 0 14 1 15 15 1 2 52
Algebra 11 2 19 2 2 11 2 3 52
Problemas 0 0 18 1 4 17 0 4 44
Total 15 2 51 4 21 43 3 9 148

Este apartado se divide en tres secciones correspondientes a las lineas de
investigacién mencionadas. En cada seccién se incluyen ejemplos seleccio-
nados de manera intencionada con el propdsito de reflejar la diversidad de
niveles educativos, diferentes subtemadticas y grupos de investigacién parti-
cipantes. Para quienes deseen profundizar en las temdticas tratadas, se
recomienda la consulta de los estudios y publicaciones desarrollados en el
marco de la SEIEM durante el periodo considerado.

Pensamiento numérico

Las investigaciones sobre el pensamiento numérico abarcan diversas tematicas,
entre ellas el aprendizaje numérico temprano, conceptos asociados a deci-
males y fracciones (densidad y orden) y sentido numérico en términos
generales. Hay pocos estudios sobre los nimeros enteros y reales.

Los estudios sobre aprendizaje numérico temprano se sitdan en la
adquisicién del concepto de nimero natural en la etapa infantil (3 a 6 afios)
y primaria (6 a 12 afios). Garcia-Triana et al. (2024) analizaron las represen-
taciones escritas de la descomposicién aditiva de un nimero, producidas por
estudiantes de 4 y 5 afios a lo largo de varios afios en talleres matematicos.
Concluyeron que la mayoria de los nifios y nifias lograron expresar dicha
descomposicién, incluso de varias formas. Utilizando el “modelo MTSK”, se
ha examinado el conocimiento especializado que moviliza una profesora de
Educacién Infantil cuando trabaja la descomposicién aditiva del nimero 6
desde la flexibilidad representacional. Se observa en el estudio cémo la
docente moviliza conocimiento didactico del contenido ligado a su cono-
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cimiento profundo de la matemitica elemental al contextualizar la descom-
posicién con problemas aritméticos verbales y usar diferentes registros de
representacién facilitando constantemente las conversiones entre ellos
(Mufioz-Cataldn et al., 2023). Por otro lado, Olmos-Martinez y Alsina
(2024) investigaron los cambios en las habilidades docentes tras un proceso
de formacién continua, evidenciando modificaciones en las pricticas rela-
cionadas con el aprendizaje numérico en la educacién infantil.

En cuanto a la ensefianza de los nimeros naturales, Rodriguez et al.
(2019) analizaron su introduccién en la etapa primaria, poniendo énfasis en
el papel del nimero cero, a partir de los procesos de conteo y de secuencias
de actividades basadas en el modelo de von Neumann. La operatoria con
numeros naturales ha recibido menor atencién en la investigacién, aunque
Garcia et al. (2024) han examinado el tratamiento de la multiplicacién en
los libros de texto de Espafia y Japon, siguiendo la “Teoria Antropolégica
de lo Didictico”, mostrando la existencia de dos paradigmas didécticos
vigentes sustentados en modelos epistemoldgicos diferentes y fines educativos
distintos. Por ejemplo, en ambos paises lo aritmético aparece ligado a sistemas
de cantidades de magnitudes discretas. En otro orden, en Espafia se
mantienen los significados aditivos y se promueve una identificacién de la
multiplicacién con la suma, mientras que en Japén se promueve que los
estudiantes establezcan una nueva relacién en la que cada nimero tiene un
significado diferente (unidades por grupo, nimero de grupos).

Los nimeros racionales han sido abordados en diversos niveles educativos,
desde primaria hasta la formacién de futuros docentes. Gonzélez-Forte et
al. (2021) identificaron dificultades que enfrentan estudiantes de primaria y
secundaria relacionadas con la densidad de los niimeros racionales, eviden-
ciando la prevalencia del sesgo del nimero natural, lo que sugiere que
muchos estudiantes perciben al conjunto de los racionales como discreto, de
manera similar a los nimeros naturales.

Las investigaciones sobre las fracciones agrupan el mayor nimero de
estudios en primaria (6 a 12 afios), secundaria (12 a 16 afios) y futuros
docentes. Angel et al. (2022) aplicaron una herramienta tedrica basada en
una red de conceptos para caracterizar problemas multiplicativos con
fracciones en materiales curriculares docentes de Telesecundaria (modalidad
de la educacién secundaria en México). Gonzalez-Forte et al. (2019) identi-
ficaron errores en la ordenacién de fracciones por parte del estudiantado,
atribuidos al uso inadecuado del conocimiento sobre los nimeros naturales
o al pensamiento en diferencias (basado en las diferencias entre numeradores
y denominadores). Desde un punto de vista de los docentes, tomando como
marco tedrico la “Mirada Profesional”, Gonzalez-Forte y Planas (2024)
estudiaron las pricticas matematicas lingiisticas de futuros docentes, relativas
a la ensenanza de la comparacién de fracciones. Con el mismo marco tedrico,



262 TENDENCIAS Y DESAFIOS DEL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO NUMERICO Y ALGEBRAICO

Zorrilla et al. (2024) investigaron con futuros docentes de primaria, cémo
analizar una secuencia de actividades sobre fracciones en un libro de texto y
qué aspectos consideran en el disefio de sus actividades sobre esta temitica.
Cid-Cid et al. (2024) exploraron los procesos que siguen futuras docentes
de primaria para comparar fracciones propias y para reflexionar sobre la
idea de equivalencia de fracciones. Para ello, tomaron como marco el uso de
la “flexibilidad procedimental” y la “flexibilidad representacional”. Por su
parte, Fernindez-Plaza et al. (2019) analizaron las formas en las cuales
futuros docentes de primaria identifican errores sobre el concepto de fraccién.

Diversos estudios realizados en el 4mbito de la SEIEM se sitian en la
linea del sentido numérico, utilizando sus componentes, los cuales se han
indicado en la literatura internacional. El foco de estos trabajos per se, no
fue, por lo tanto, un conjunto numérico determinado, sino c6mo se manifiesta
el sentido numérico. Jiménez-Rubiano et al. (2024) presentaron un estudio
tedrico sobre los componentes del sentido numérico y la transiciéon de un
sistema numérico a otro. Se concluye que el sentido numérico no solo es un
conjunto de habilidades dentro de un sistema relacional, sino la capacidad
de utilizar las propiedades para interpretar, manipular y representar en otro
sistema. El uso de los diferentes componentes del sentido numérico y las
dificultades en su aplicacién han sido estudiados con alumnado de primaria
(Adamuz-Povedano, 2019) y de secundaria (Bruno & Almeida, 2023; Farifia
y Bruno, 2021; Garrido et al., 2022). La estimacién de cantidades se ha
abordado con futuros docentes de primaria en el estudio de Montejo-
Gamez et al. (2023).

Finalmente, la revisién de investigaciones sobre sentido numérico en
educacién primaria presentada por Adamuz-Povedano (2023) destaca que
la mayor parte de los estudios se ha centrado en medir el sentido numérico
manifestado por los estudiantes para vincularlo con el rendimiento académico
o con posibles dificultades posteriores en matemdticas. En la revisién llevada
a cabo se observé que se ha prestado menos atencién a la implementacién
de estrategias para fortalecer el sentido numérico en el aula, lo que sugiere
la necesidad de nuevas lineas de investigacion en este dmbito.

Pensamiento algebraico

En la produccién cientifica relacionada con el pensamiento algebraico se
consideran distintos enfoques que reconocen la multidimensionalidad del
dlgebra escolar, e incluyen aspectos como patrones, aritmética generalizada,
funciones, igualdades, desigualdades, ecuaciones e inecuaciones (Canadas,
2023). El analisis de las actas de la SEIEM de los ultimos afios indica que
la mayoria de las indagaciones se centran en el pensamiento funcional,
seguido de estudios sobre patrones y, en menor proporcién, sobre ecuaciones e
inecuaciones. Ademds, se ha identificado un grupo adicional de trabajos que
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versan sobre intereses algebraicos variados. Para profundizar en el anilisis e
identificar las temdticas consideradas en las investigaciones sobre pensa-
miento algebraico se tomé como referencia la revision de Narviez et al.
(2023). Este estudio examind la produccién cientifica sobre pensamiento
algebraico en educacién infantil y primaria desde 1981 hasta 2021 en la
base de datos de Scopus, en el contexto internacional conocido como early
algebra. Dentro de este marco, en esta revision se distinguen tematicas rela-
cionadas con la generalizacién, las estrategias empleadas y las representa-
ciones utilizadas en tareas disefiadas para fomentar el pensamiento algebraico.

La temitica asociada al pensamiento funcional en las primeras etapas de
educacién ha sido objeto de estudio en numerosos trabajos recientes, impul-
sados por un grupo de investigacién interuniversitario que ha presentado
resultados de alumnado de diversos cursos, utilizando como metodologia los
“experimentos de ensefianza”. En el dmbito de la educacién infantil, en las
investigaciones se ha indagado en las estrategias para identificar y generalizar
la relacién funcional, las estructuras, asi como las representaciones utilizadas y
las tareas que involucran funciones de forma directa e inversa (Anglada et
al., 2022). Entre los hallazgos mas relevantes se destaca que el contexto y la
manera en que se presentaron las tareas facilitaron, por ejemplo, la identifi-
cacién de distintas estructuras asociadas a la relacién funcional implicada y
formas de manejar tablas representadas de modo manipulativo. En educacién
primaria, el mismo grupo de investigacién ha presentado estudios relativos
a estrategias, estructuras, representaciones, mediaciones, centrindose en el
uso de tablas y graficos (Pérez-Martos et al., 2023) y en el papel de las justi-
ficaciones (Ayala-Altamirano & Molina, 2019). Los resultados destacan
que, aunque tradicionalmente el dlgebra se estudia a partir de secundaria,
con un disefio apropiado el alumnado de primaria puede generalizar
relaciones funcionales, representarlas de distintos modos —lo que incluye
representaciones personales y convencionales, tales como el uso de lenguaje
alfanumérico, tablas o graficos— y justificar sus respuestas razonando sobre
las generalidades. Otros trabajos han abordado la generalizacién en la
transicion de la educacién primaria a la educacion secundaria (Urefia et al.,
2021), asi como en niveles superiores. También se ha investigado acerca del
conocimiento didéctico, el sentido estructural o las concepciones de futuros
docentes sobre aspectos funcionales asociados a las funciones cuadriticas,
las derivadas, integrales, limites o continuidad. En cuanto a lineas de inves-
tigacién futuras se observa la necesidad de explorar los distintos contextos y
el disefio de tareas apropiadas para cada nivel educativo.

En lo relativo a patrones, son mayoritarios los estudios en educacién
infantil (Acosta et al., 2023). En los estudios realizados por estos autores
citados, basdndose en el “Enfoque de los Itinerarios de Ensefianza de las
Matematicas (EIEM)”, se han descrito diversas experiencias que relacionan
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patrones de repeticién con el pensamiento funcional, la representacién, los
recursos manipulativos, el contexto de ensefianza e incluso el pensamiento
computacional. Por ejemplo, concluyen que el disefio de actividades en las
que se usan robots programables simples contribuye a la comprensién de
conceptos matemdticos abstractos y al reconocimiento de patrones; coexis-
tiendo de manera fusionada el pensamiento algebraico y el computacional. En
educacién primaria, los investigadores han analizado las finalidades de las
tareas de patrones, la iniciacién al pensamiento computacional y las estrate-
gias en la resolucién de problemas (Arbona et al., 2021; Ayala-Altamirano
et al., 2024). También se ha evidenciado el interés por explorar el estudio
de patrones en experiencias llevadas a cabo con alumnado con autismo
(Santdgueda-Villanueva et al., 2019).

Si bien la mayoria de los estudios sobre ecuaciones se han centrado en la
educacién secundaria, en los ultimos afios se ha observado un interés
creciente por su introduccién en educacién primaria impulsado por cambios
curriculares en Espafia. Este giro en la investigacién resalta la importancia
de la ensefianza temprana de ecuaciones e inecuaciones, tanto en la formacién
de los estudiantes mds jévenes como en la formacién de futuros docentes.
En las actas de la SEIEM, los trabajos sobre ecuaciones se concentran
principalmente en educacién secundaria, en los cuales se analizan dificultades
y estrategias para la resolucién de problemas. En menor medida, se abordan
el conocimiento especializado de futuros docentes y el tratamiento de
ecuaciones en libros de texto desde una perspectiva histérica. En educacién
primaria, Lépez et al. (2021) investigaron, con alumnado de educacién bisica,
recién iniciados en la resolucién de ecuaciones lineales bésicas, la comprensién
conceptual y semdntica. Los resultados de su estudio sugieren que, desde
esta etapa, el alumnado puede afrontar tareas algebraicas que involucran
ecuaciones, tanto de forma implicita como explicita. Esta capacidad, a su
vez, contribuye a la estimulacién y el enriquecimiento de su pensamiento
matemitico. En una linea similar, Pacheco et al. (2024) mostraron una
experiencia sobre resolucién de tareas de inecuaciones, analizando los signi-
ficados atribuidos a estas expresiones y las estrategias utilizadas por estu-
diantes de primaria. Finalmente, el papel de la formacién docente en la ense-
flanza del dlgebra sigue siendo un 4rea poco explorada. Pincheira et al.
(2023) describieron el conocimiento del profesorado para promover el pen-
samiento algebraico en educacién infantil, sin embargo, ain es necesario
explorar mds el impacto de la formacién especifica de futuros docentes de
primaria en la ensefianza del dlgebra.

Resolucién de problemas numéricos y algebraicos
Las publicaciones en las actas de los simposios de la SEIEM vinculadas a la
resolucién de problemas numéricos y algebraicos se centran principalmente
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en dos dreas de interés: procesos de resolucién de problemas y formulacién
o invencién de problemas.

La competencia de resolucién de problemas es esencial en la actividad
matemdtica. En gran parte de los estudios realizados en este campo se
analizan los procedimientos empleados por estudiantes de educacién
primaria al resolver problemas aritméticos de enunciado verbal. Zorrilla et
al. (2023) describieron c6mo cambian los procesos (estrategias y representa-
ciones) de estudiantes de sexto de primaria cuando resuelven problemas de
estructura multiplicativa con fracciones. La propuesta de instruccién se basé
en la “ensefianza con variacién”. Los resultados indican que el disefio
contribuyé a que algunos estudiantes superaran dificultades, lo que facilité
la transicién de estrategias incorrectas a estrategias informales vélidas y
permitié la identificacién de la operacién formal que resuelve el problema.
Los hallazgos sugieren que la transicién de los nimeros naturales a las
fracciones presenta dificultades. No obstante, el disefio de la instruccién
favoreci6 la adaptacién de estrategias empleadas en el contexto de los
nimeros naturales para aplicarlas en problemas similares que involucran
fracciones o ajustar estrategias segun los distintos tipos de fracciones.

El lenguaje y la comprensién lectora estdn estrechamente ligados con la
competencia de resolucién de problemas, lo que ha llevado a analizar la
capacidad para identificar y nombrar los elementos que conforman un
problema, tales como las cantidades conocidas y desconocidas. Para profun-
dizar en esto, en diversos trabajos se muestran los efectos de emplear el
sistema tutorial inteligente HINTS para la resolucién aritmética y algebraica
de los problemas. Se ha demostrado que los estudiantes tienen una visién
favorable de la herramienta, destacando la retroalimentacién continua que
ofrece al resolutor (Tirado-Olivares et al., 2021). Por ejemplo, Del Olmo-
Mufioz et al. (2022) evaluaron la aplicacién de HINTS con estudiantes de
5.2y 6.2 de primaria dentro de una secuencia diddctica basada en la “flexibi-
lidad intratarea” (ofrecer multiples soluciones para un mismo problema).
Los resultados evidenciaron mejoras en la competencia de resolucién de
problemas verbales y una percepcién favorable de la herramienta, aunque
los estudiantes la consideraron menos atractiva en comparacién con otros
enfoques de ensenanza.

En el 4mbito de la educacién secundaria, los estudios sobre resolucién
de problemas de proporcionalidad numérica destacan la necesidad de
promover estrategias mds alld del uso de algoritmos, enfatizando la importancia
de multiples representaciones en el proceso de solucion (Porras et al., 2021).
Martinez-Juste et al. (2019) analizaron respuestas de alumnos a problemas
de reparto inversamente proporcionales. En el estudio se promovié la aparicién
de estrategias iniciales por parte del alumnado, las cuales pueden formali-
zarse como técnicas de resolucién generales.
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Una linea de investigacién que ha cobrado relevancia es aquella que se
centra en estudiantes con dificultades de aprendizaje matemdtico que
requieren atencién a necesidades educativas especiales. Recientemente, en
la SEIEM se creé el grupo “Investigacién en Diversidad e Inclusién en
Educacién Matemaitica”, cuyo objetivo es avanzar hacia una educacién
matemadtica inclusiva y atender la diversidad. Las investigaciones publicadas
en las actas describen experiencias llevadas a cabo con estudiantes con
Trastorno del Espectro Autista (TEA), con el objetivo de informar sobre
sus fortalezas y debilidades en el dmbito de las matematicas. Fernindez-
Cobos y colaboradores, en diversos documentos describen experiencias en
las que se ha seguido una “modificacién de la instruccién basada en esquemas”
(del inglés, MISBI).

Los resultados muestran que este tipo de instruccion facilita el aprendizaje
de este alumnado, favorece la autonomia y le permite progresar en los conte-
nidos a través de sus propias estrategias informales. Ademds, la secuencia
puede ayudar al docente o al investigador a identificar las dificultades que
manifiestan estos estudiantes y apoyarlos en la comprensién de las opera-
ciones (Fernindez-Cobos et al., 2024). Ferniandez-Cobos et al. (2022)
informaron sobre las dificultades de comprensién en el proceso de resolucién
de problemas destacando la importancia de seguir disefiando propuestas
que tengan en cuenta las caracteristicas individuales de cada estudiante.
Una linea de investigacién futura es abordar la formacién del docente de
matemdticas respecto al tratamiento inclusivo en el aula del alumnado con
necesidades educativas especiales.

Los estudios sobre resolucién de problemas con estudiantes universitarios
han sido menos frecuentes. Las investigaciones han abordado la descripcién
de estrategias utilizadas por futuros docentes de primaria (Cabero, 2021) y
el impacto de factores emocionales en la autorregulacién durante la resolucién
de problemas (Landa et al., 2021). En la etapa analizada, las investigaciones
relativas a la resolucién de problemas numéricos y algebraicos del profesorado
son escasas y se han llevado a cabo principalmente con profesorado de
secundaria en formacién. Espinoza-Gonzilez et al. (2023) evaluaron las
habilidades de futuros docentes de matemadticas de secundaria en la identi-
ficacién, interpretacién y toma de decisiones al analizar la resolucién de
problemas de proporcionalidad por parte de estudiantes. Los resultados
indican que el desarrollo de estas competencias es heterogéneo y depende
de la naturaleza de las respuestas estudiantiles. Se recomienda desarrollar
programas formativos que integren registros de la prictica docente para
abordar una mayor diversidad de problemas y niveles de comprension.

La formulacién de problemas ha cobrado gran interés en los ultimos
afios. Casi la totalidad de los estudios publicados en las actas sobre esta
temdtica se han centrado en explorar la habilidad de docentes en formacién
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de educacién primaria para formular problemas. No obstante, sigue siendo
una linea abierta profundizar sobre qué sucede en otros niveles educativos.

Garcia-Alonso et al. (2022) caracterizaron los problemas sobre fracciones
inventados por futuros docentes de primaria, analizando su plausibilidad (o
resolubilidad), demanda cognitiva, significado y estructura matematica. Los
resultados indican que la mayoria de los problemas creados son plausibles,
con demanda cognitiva en la categoria “aplicar” y con predominio del signi-
ficado de fraccién parte-todo y operador, mayoritariamente de estructura
aditiva. Investigaciones posteriores del mismo grupo han explorado los
errores cometidos por los futuros docentes y el impacto del uso de herra-
mientas digitales en la formulacién de problemas. Chico et al. (2023) iden-
tificaron las intenciones didacticas de futuros maestros cuando resuelven
una tarea basada en la formulacién de problemas, identificando diversas
estrategias como la focalizacién en contenidos especificos, la variacién en la
complejidad, la facilitacién de la comprensién del enunciado, la orientacién
hacia la evaluacién o la modificacién de la prictica matemdtica promovida.
Entre las lineas futuras, proponen profundizar en la influencia de las inter-
pretaciones docentes sobre las consignas en la ensefianza, asi como en el
desarrollo de instrumentos para analizar sus intenciones didécticas con
mayor precisién. Otras investigaciones se han basado en el “Enfoque
Ontosemiético” (Burgos et al., 2022), o en la perspectiva “Etnomatematica”
(Albanese, 2024) para dar cuenta del proceso de creacién de problemas
seguido por docentes en formacién. También se han analizado los problemas
creados por estudiantes con talento matemdtico (Espinoza, 2024).

Son escasas las investigaciones sobre formulacién de problemas con
estudiantes de educacion primaria o secundaria. Quevedo (2023) analiz6 las
producciones de estudiantes de 6.° de educacién primaria y 1.° de educacién
secundaria al inventar situaciones con nimeros enteros dada una expresién
numérica. En sus resultados se muestra que la mayor parte de las situaciones
descritas son cortas, con una estructura sintictica sencilla y un contexto
cercano. Ayala-Altamirano et al. (2023) destacaron el potencial que la
invencién tiene para observar y fomentar el pensamiento algebraico, ya que
permite al alumnado centrarse en estructuras y relaciones matematicas en
lugar de en el cilculo, lo que favorece el desarrollo de habilidades algebraicas.

Se concluye que es fundamental continuar explorando este dmbito, dado
que la invencién de problemas constituye una estrategia efectiva para el
aprendizaje matemitico, la resolucién de problemas, la construccién del
conocimiento y el desarrollo de la creatividad.

Desafios emergentes en torno al pensamiento numérico y algebraico
En el 4mbito del pensamiento numérico, persiste la necesidad de profundizar
en la operatoria desde edades tempranas y en el estudio de sistemas como
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los enteros y reales, asi como de avanzar hacia propuestas didacticas que
desarrollen el sentido numérico en el aula. Respecto al pensamiento alge-
braico, uno de los desafios mis destacados es el disefio de secuencias de
enseflanza que permitan una introduccién progresiva de este pensamiento
desde la educacién infantil. Una linea de trabajo futura podria centrarse en
estudios comparativos entre los enfoques utilizados por estudiantes de
primaria, secundaria y niveles superiores para resolver tareas que involucren
el pensamiento algebraico, con el fin de identificar las estrategias mds perti-
nentes y transferibles entre las etapas educativas. Otro desafio reside en el
campo de la formacién docente, atin son escasos los estudios que exploren
c6mo el conocimiento profesional se transforma en la practica o cémo incide
en la toma de decisiones didacticas en la ensefianza del dlgebra. En cuanto a
la resolucién de problemas, se destaca el potencial formativo de la invencién
como estrategia de aprendizaje. Aun asi, los estudios que abordan esta
temdtica con estudiantes de primaria y secundaria siguen siendo escasos.
Finalmente, la educacién matematica inclusiva se presenta como una linea
transversal, que demanda propuestas didécticas y formacién docente sensible
a la diversidad.

Investigaciones en el marco de la tematica del grupo GTT4

En marzo del 2023, la SOMIDEM llevé a cabo su primer congreso, en el
cual se dedicé un espacio al Grupo de Trabajo Temitico denominado
“Didictica de la aritmética y del dlgebra” (GTT4). El interés comtn de
quienes participan en este grupo es reflexionar y debatir sobre investigaciones
tedricas y empiricas cuyo objeto de estudio es la ensefianza y el aprendizaje
de la aritmética o del lgebra desde diversos enfoques tedricos y perspectivas
metodoldgicas, asi como en diferentes niveles educativos (Valenzuela &
Real, 2024).

Uno de los propésitos de quienes coordinan este grupo es fomentar el
interés y la motivacién para profundizar en la temdtica de modo que se
mantengan y se amplien las discusiones en este y en otros espacios de trabajo.
Por ello, en este apartado se esboza un panorama del estado actual y de
proyecciones futuras de la investigacién en torno a la didactica de la arit-
mética y del dlgebra desde la perspectiva de quienes forman parte de dicha
sociedad.

Dado que hasta el momento solo se ha llevado a cabo un congreso de
esta asociacién, para analizar el estado actual de las indagaciones sobre la
didictica de la aritmética y del dlgebra que pueden influir mds directamente
en las lineas de investigacién desarrolladas en México, se consideraron no
solo las seis propuestas discutidas en el primer congreso (publicadas en
Sanchez et al., 2024), sino también informes de investigacién publicados en
la revista Educaciéon Matematica (rEM); la cual estd prevista como una
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publicacién periédica editada por la SOMIDEM. En la seleccién se incluyen
estudios publicados en los ultimos cinco afios en los que participa al menos
un investigador mexicano, y estdn relacionados con la temdtica del GT'T4,
con el propésito de ofrecer una visién aproximada del panorama actual de la
investigacién en esta drea. En este periodo se publicaron 47 articulos; de
estos, 12 fueron escritos por miembros de la SOMIDEM. A pesar de la
ampliacién en la seleccién de articulos para este andlisis, cabe sefialar que es
inevitable omitir contribuciones relevantes para la didéctica de la aritmética
y del dlgebra en México que se han publicado en otros espacios.

Este apartado se estructura en tres secciones. En la primera, se examinan
las contribuciones a la investigacién sobre la didactica de la aritmética y del
dlgebra tomando como referencia los 47 articulos publicados en la rEM. En
la segunda seccién se analizan las aportaciones de los socios de la SOMIDEM
considerando 18 publicaciones que abarcan los articulos de la rEM vy los seis
documentos del primer congreso de la sociedad. De esas publicaciones se
resaltan las problemiticas estudiadas, los contextos en los que se desarrollan
las investigaciones y los marcos teéricos y metodolégicos empleados. Final-
mente, en la tercera seccién se reflexiona sobre desafios, temas emergentes y
posibles lineas de investigacién futuras en torno a la didactica de la aritmética

y del dlgebra en México.

Contribuciones a la didactica de la aritmética y del dlgebra desde la
rEM

El criterio de seleccion de los articulos de la rEM se basé en la revision de
los titulos y de las palabras clave de las publicaciones. Las palabras conside-
radas fueron: aritmética, dlgebra y términos asociados a estas dreas de las
matemidticas, ya sean conceptos, relaciones u operaciones. Por ejemplo:
nimeros naturales, fracciones, multiplicacién, problemas aditivos, propor-
cionalidad, razén y ecuaciones.

A continuacién, se hace una descripcién general de los intereses y
estudios reportados en los 47 articulos seleccionados; estos se clasificaron
en cuatro categorias segin su enfoque y el objeto matemadtico en cuestién, a
saber: didictica de la aritmética, didactica del édlgebra, transicién de la
aritmética al dlgebra y resolucién de problemas.

De los 47 articulos, 25 se clasificaron como propios de la didéctica de la
aritmética. De estos, 12 se centran en el estudio de alguna estructura
numérica; con mayor frecuencia, el objeto de estudio es la ensefianza o el
aprendizaje de las fracciones. En cuanto a las operaciones aritméticas, se
identificaron tres articulos sobre multiplicacién y adicién. El cdlculo mental
es el objeto de estudio de dos articulos. Las relaciones y propiedades numéricas
son el centro de atencién de ocho de los 25 documentos acerca de la arit-
mética, en la mayoria de estos, se estudia el concepto de proporcionalidad.
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En relacién con la didictica del dlgebra, se identificaron seis de los 47
articulos. Las temdticas principales de estos informes de investigacién son
las siguientes: dos versan sobre la ensefianza del concepto de ecuacién
lineal, otros dos se centran en el lenguaje algebraico, y los dos restantes
abordan de manera explicita el desarrollo del pensamiento algebraico.

Dado que el pensamiento algebraico puede interpretarse de diversas
maneras (Sibgatullin et al., 2022), en esta seccién del capitulo se adopta
como una perspectiva teérica. Por lo tanto, cuando se hace referencia a este
término, es porque en los articulos revisados los investigadores estudian el
desarrollo del pensamiento algebraico en alguna de sus interpretaciones. En
cambio, hay otros articulos en los que no se menciona explicitamente el
pensamiento algebraico, sino que desde otras perspectivas tedéricas o
metodoldgicas se centran en la ensefianza o el aprendizaje de algin concepto
especifico del dlgebra.

Con respecto a la categoria “la transicién de la aritmética al dlgebra”,
ocho de 47 publicaciones revisadas aluden a este tema. Se decidié hacer
explicita esta clasificacién porque, aunque la aritmética y el dlgebra estin
estrechamente relacionadas, en los estudios descritos previamente el centro
de atencién es claramente una de estas dreas. En cambio, en estos ocho
casos, el interés principal radica en la conexién entre ambas dreas de las
matematicas, lo que permite reconocer cémo la generalizacién de la aritmética
se convierte en un aspecto central para el desarrollo del pensamiento alge-
braico.

En México, en la década de 1990, estas y otras ideas teéricas sentaron bases
para el estudio del pensamiento algebraico. Un ejemplo del uso de esas
ideas es la investigacién de Gallardo (2002), quien analiza la transicién del
dominio de los nimeros naturales al de los enteros, resaltando su impor-
tancia en el paso del pensamiento aritmético al algebraico. Su contribucién
ha sido relevante respecto a la comprensién de los desafios en la ensefianza
tanto del dlgebra como de la aritmética.

Finalmente, en la clasificacién referente a la resolucién de problemas,
ocho de los 47 articulos tratan sobre esta temdtica. Por lo general, los
problemas estudiados son de tipo verbal. Estas indagaciones se consideran
relevantes porque analizan cuestiones relacionadas con el proceso de resolucién,
ya sea desde una perspectiva aritmética o algebraica.

En las 47 publicaciones examinadas se aprecia una tendencia hacia la
investigacién en diddctica de la aritmética. Asimismo, la mayoria de los
proyectos se desarrollaron en el nivel educativo bésico (3 a 15 afios). Esto se
sustenta en el hecho de que, ademds de los estudios centrados en la didéctica
de la aritmética, aquellos sobre la transicién de la aritmética al dlgebra y
otros relacionados con la resolucién de problemas corresponden a investiga-
ciones desarrolladas principalmente en este nivel educativo.
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Perspectivas desde la SOMIDEM sobre la didactica de la aritmética
y del dlgebra

Los resultados que se exponen en este apartado se centran en los 18 articulos
publicados por socios de la SOMIDEM. Cabe destacar que algunos de
estos estudios surgieron de colaboraciones con investigadores de otros paises,
lo que implic6é que el desarrollo del estudio, en algunos casos, se realizara
fuera de México. Sin embargo, para su inclusién, como ya se dijo, se aplicé
el criterio de que al menos uno de los autores fuera miembro de esta sociedad
mexicana.

La mayoria de los estudios =9 de 18— versan sobre la didéctica de la
aritmética. En estas indagaciones se estudian principalmente la proporcio-
nalidad, la adicién y conceptos como los nimeros racionales y naturales.
Con respecto a la didéctica del dlgebra, se identificaron cuatro investigaciones:
una sobre el concepto de ecuacién lineal y tres acerca del desarrollo del
pensamiento algebraico, uno de ellos vinculado con patrones numéricos
figurales. Ademds, tres investigaciones se enfocan en la transicién de la
aritmética al dlgebra, una de ellas aborda la generalizacién de la aritmética y
en dos se estudia el pensamiento funcional. Finalmente, otros dos estudios
estdn relacionados con la resolucién de problemas, en los cuales, al igual que
en el panorama general de la investigacion, se analizan tanto estrategias de
solucién aritmética como algebraica.

El contexto en el que se desarrollan los estudios sobre la didictica de la
aritmética es variado (Figura 1). Hay estudios que se llevaron a cabo con
alumnado de preescolar (3 a 6 afios), primaria (6 a 12 afios), secundaria (12
a 15 afios) y bachillerato (15 a 18 afios o mds); otras indagaciones se llevaron
a cabo con docentes de primaria, ya sea en servicio o en formacién; y
también se encontraron investigaciones cuyo objeto de estudio son los
libros de texto para la educacién bésica.

Figural
Contexto en el que se desarrollaron las investigaciones de los miembros de la SOMIDEM
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Las investigaciones relacionadas con la didéctica del dlgebra se llevaron a
cabo con alumnos de secundaria, asi como con docentes de bachillerato y en
formacién para la educacién primaria. Uno de los 18 estudios sobre esta
categoria se centra en el andlisis de libros, especificamente para primaria
alta. En México, se distingue entre primaria baja (estudiantes de 6 a 9 afios)
y primaria alta (estudiantes entre 9 y 12 afios), distincién que funciona
como pardmetro para la organizacién del alumnado en las escuelas multi-
grado. Un ejemplo de ello puede verse en la investigacién de Trejo (2023).

En preescolar y primaria baja se llevaron a cabo investigaciones que se
centran en la transicién de la aritmética al dlgebra. En cambio, los estudios
cuya temdtica es la resolucién de problemas se desarrollaron en dos contextos:
uno en el que participaron docentes e investigadores en formacién, y otro,
disefiado como un curso en linea en el que concurrieron tanto docentes
como alumnos mayores de 16 afios; en este ultimo, las estrategias de resolucién
de los participantes no solo son algebraicas o aritméticas, sino que integran
también procesos geométricos.

Como puede observarse, se requiere avanzar en el desarrollo de mds
estudios sobre la resolucién de problemas desde edades tempranas. Asi-
mismo, conviene ampliar las investigaciones relacionadas con la diddctica
del dlgebra, en especial con estudiantes de bachillerato. Ademas, se requiere
un mayor nimero de estudios sobre la transicién de la aritmética al dlgebra
con alumnos de primaria alta, secundaria y bachillerato, asi como en contextos
que involucren a docentes, tanto en servicio como en formacién, y de
cualquier nivel educativo.

Las 18 publicaciones revisadas se caracterizan por ser investigaciones
empiricas. Sin embargo, surge una pregunta clave: ;cémo se fundamentan
teéricamente y cudles son los principales marcos de investigacién empleados
por quienes escribieron los 18 articulos analizados?

La nocién de marco es central para la investigacién educativa. De forma
general, el marco se interpreta como un conjunto de ideas, principios,
acuerdos o reglas que sirven de base para el desarrollo de la investigacién.
Es posible distinguir distintos tipos de marcos. Eisenhart (1991, citado en
Lester, 2005) identifica tres principales: marco tedrico, marco prictico y
marco conceptual, cada uno con caracteristicas propias.

De acuerdo con los autores antes citados, un marco tedrico guia las
actividades de investigacién a partir en una teoria formal. Un marco
conceptual puede basarse en diferentes teorias o simplemente en ideas,
elementos o conceptos de teorias, asi como de varios aspectos del conoci-
miento del profesional. Como parte del marco conceptual, puede incluirse
un andlisis sobre el desarrollo histérico del concepto matemitico alrededor
del cual se hace la investigacién, siempre y cuando sea pertinente y se use
para explicar el disefio y desarrollo de alguna secuencia didéctica, conjunto
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de tareas o recursos tecnolégicos. Los principales marcos de investigacién

empleados por los miembros de la SOMIDEM pueden verse en la Figura 2.

Figura2
Principales marcos de investigacion empleados por los miembros de la SOMIDEM

Las investigaciones que adoptan un marco conceptual, en las cuales se
desarrollan revisiones y andlisis sobre términos o conceptos, se concentran
principalmente en los estudios sobre didéctica de la aritmética, mientras
que solo una versa acerca de la didactica del algebra. Asumir una postura
sobre el sentido numérico que se adapte a estudios con alumnos de bachi-
llerato fue parte de la constitucién del marco conceptual del estudio de
Garrido-Adame et al. (2024). Por su parte, Robles y Nieto (2024) consideran
las etapas de desarrollo de la proporcionalidad como un aspecto central para
poder explorar los procedimientos que usan docentes en formacién en la
resolucién de problemas que involucran ese concepto. Sobre la proporciona-
lidad, Block (2021) hace una revision de otras perspectivas y aportes desde
la investigacién; de esta forma, asume una postura para el disefio de sus
actividades. En el estudio de Luengo et al. (2024) se presenta una revisién
sobre el concepto fraccién y se adopta una postura sobre ese concepto,
considerando algunas de sus propiedades y operaciones, como son la
equivalencia y la adicién. Ademads, establecen una relacién entre la repre-
sentacién de fraccién y la notacién musical. Por ultimo, Leyva y Daévila
(2024), para disefiar una secuencia didéctica, consideran el método de ense-
fianza ACODESA vy la caracterizacién de la generalizacién algebraica de
patrones de otras investigaciones.

El pensamiento algebraico no constituye una teoria en si misma, pero se
ha consolidado como un enfoque ampliamente utilizado en estudios inter-
nacionales. En el campo de la Educacién Matemitica, existen diversas
posturas sobre c6mo comprenderlo. Segin Medrano et al. (2022) la aritmética
generalizada y el pensamiento funcional son dos dominios del “dlgebra
temprana” (early algebra) considerados centrales para el desarrollo del
pensamiento algebraico. Fuentes et al. (2024) y Anglada et al. (2024) destacan
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el pensamiento funcional como uno de los enfoques relevantes del pensa-
miento algebraico, sustentado en la idea de que el cambio es una nocién
matemdtica que se refiere a una transformacién. Segun las autoras, esta
perspectiva permite a los alumnos construir, describir, representar y razonar
sobre las funciones y sus elementos constitutivos. Estas tres investigaciones
se centran explicitamente en la transicién de la aritmética al dlgebra. En
cuanto a la investigacién sobre didactica del dlgebra, Nieto (2024) cita el
estudio de Butto y Rojano (2010) para definir al pensamiento algebraico.
Asi, para esta autora, el pensamiento algebraico implica comprender las
relaciones funcionales, generalizar patrones y relaciones numéricas, trabajar
con la estructura, el simbolismo y la modelizacién como medios de expresién,
asi como formalizar generalizaciones.

Dos de las investigaciones sobre diddctica del dlgebra y una sobre
didéctica de la aritmética toman como marco de investigacién aspectos del
Enfoque Ontosemiético (EOS). De acuerdo con Ramirez et al. (2020) este
enfoque se concibe como una teoria inclusiva que proporciona herramientas
para el andlisis diddctico de procesos de instruccién matemdtica. E1 EOS
integra aspectos ontolégicos, epistemoldgicos y semidticos del conocimiento
matemadtico, proporcionando herramientas para investigar y mejorar los
procesos educativos. Para el caso del estudio de Llanes et al. (2022) se
consideran los niveles de razonamiento algebraico en el contexto ontose-
midtico, esos niveles se definen en términos de los resultados de otras inves-
tigaciones, que toman en cuenta los tipos de representaciones usadas, los
procesos de generalizacién implicados y el calculo analitico que se pone en
juego en la actividad matemitica correspondiente. Por su parte, Morales-
Garcia et al. (2021) centran su investigaciéon en analizar los significados del
numero natural en libros de texto mexicanos de educacién basica, asumiendo
aspectos del EOS, especificamente aquellos relacionados con la configuracién
epistémica y los niveles de andlisis de la actividad matematica.

La Teoria de Situaciones Diddcticas es la base tedrica para el desarrollo
de dos investigaciones ubicadas en la diddctica de la aritmética. El estudio
de Block et al. (2023) incluye el disefio de situaciones didécticas a partir de
un andlisis epistemolégico de las nociones sobre la razén y la fraccién. Estos
autores asumen ademds como metodologia a la Ingenieria Didactica, por lo
que describen la secuencia de investigacién: andlisis preliminar sobre los
conceptos en juego, disefio de la situacién didictica, experimentacién en el
aula y andlisis de la implementacién que contrasta lo previsto con lo ocurrido.
Laguna y Block (2020) analizan dos situaciones didicticas relativas al
tratamiento de la informacién como un enfoque constructivista de la
ensenanza que relaciona la estadistica con el uso de los nimeros; estos
autores aportan evidencia sobre las formas personales en que los alumnos
de preescolar representan y combinan distintos sistemas de notacién—
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icénico, numérico y escrito—segun el contexto generado por las tareas
propuestas.

El enfoque de la resolucién de problemas se plantea como una base
teérica y metodolégica en cuatro de los articulos analizados: dos pertenecen
a la clasificacién de estudios centrados en problemas, mientras que los otros
dos corresponden a la didédctica de la aritmética. Existen diversas interpreta-
ciones y usos en el campo de la Educacién Matematica sobre este enfoque.
En los dos primeros, Fino-Miranda et al. (2024) consideran los Problemas
Aditivos de Enunciado Verbal (PAEV) con la finalidad de caracterizar las
estructuras semdnticas utilizadas por docentes e investigadores de matemiticas
en formacion. Para Garcia y Poveda (2022) la resolucién de problemas
matemadticos y el uso de tecnologias digitales fueron aspectos centrales para
el disefio de un entorno virtual MOOC, con el objetivo de analizar el
proceso de resolucién de problemas seguido por las personas usuarias del
curso. En los estudios sobre didactica de la aritmética, los problemas sirvieron
como medio para analizar las pricticas de ensefianza sobre la proporcionalidad
de tres docentes de educacién primaria (Avila y Gutiérrez, 2022), asi como
la comprension del sistema métrico decimal de un grupo de alumnos de
escuela primaria multigrado (Trejo, 2022).

Como puede observarse, la construccién de un marco conceptual se
identifica como el marco de investigacién mds cominmente adoptado en las
publicaciones analizadas. El Enfoque Ontosemiético muestra un balance al
emplearse en dos dreas, lo cual refleja su flexibilidad para tratar con problemas
de investigacién en didéctica del édlgebra y de la aritmética. La Teorfa de
Situaciones Didécticas se emplea para el desarrollo de investigaciones sobre
didéctica de la aritmética y en educacién bdsica, por lo que podria explorarse
su uso para investigar problemas en otras dreas de la didactica y en otros
niveles educativos. Por ultimo, el disefio y la resolucién de problemas y el
pensamiento algebraico son dos enfoques particulares que pueden emplearse
con otras ideas tedricas para constituir un marco conceptual, ya sea para
analizar el proceso de resolucién o la invencién de problemas.

Desafios o temas emergentes en torno a la didactica de la aritmética
y del dlgebra en México

Los estudios analizados sugieren desafios y temas emergentes de investigacién
en la diddctica de la aritmética y el dlgebra, los cuales podrian considerarse
para el desarrollo de proyectos en México.

La mayoria de las investigaciones analizadas sobre la didictica de la
aritmética se han centrado en los nimeros naturales, enteros y racionales, y
han sido desarrolladas principalmente en educacién preescolar, primaria y
secundaria. Para avanzar en el aprendizaje de las matemadticas en los niveles
medio y superior, es necesario desarrollar un conocimiento sobre los nimeros
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reales y complejos. Estos nimeros, asi como su aritmética y sus representa-
ciones, juegan un papel importante en otras ramas de la matemdtica, como,
por ejemplo, el cilculo y el anilisis, la geometria analitica y la trigonometria.
Por esas razones es conveniente ampliar las lineas de investigacién sobre el
desarrollo del sentido numérico, asi como acerca de la did4ctica de la
aritmética de los nimeros reales y complejos.

Desde un panorama internacional, en las ultimas tres décadas se ha
popularizado una corriente educativa que se centra en la ensefianza y el
aprendizaje de Ciencias, Tecnologia, Ingenieria y Matematicas (STEM por
sus siglas en inglés). Asimismo, ha cobrado importancia el uso de la meto-
dologia denominada Aprendizaje Basado en Proyectos. En México, aspectos
de estas metodologias se han tomado como referencia para el disefio de la
reforma educativa del afio 2022. En la revisién de las publicaciones descritas
en los apartados anteriores, no se mencionan estudios hechos por integrantes
de la SOMIDEM que traten sobre estas corrientes educativas. La situacién
descrita plantea la necesidad de desarrollar estudios en la didédctica de la
aritmética y el dlgebra que incorporen estos acercamientos en sus investiga-
ciones.

Ademis, la incorporacién efectiva de nuevas tecnologias en los procesos
de ensefianza y aprendizaje ha despertado interés en diversos paises. Este
escenario ha revelado nuevas problemiticas y oportunidades para hacer
investigacién. Por ejemplo, Briting y Kilhamn (2021) destacan la progra-
macién y el pensamiento computacional como habilidades necesarias no
solo para los cientificos e ingenieros informaticos, sino también para todos
los ciudadanos. Por ello, estos autores sugieren incorporar la programacién
en la ensefianza de las matemdticas en Suecia, proponiendo enfoques
pedagégicos que vinculen el pensamiento matemdtico con competencias
digitales que hoy resultan indispensables.

Por lo anterior, una linea de investigacién emergente es la integracién
del pensamiento algebraico con el pensamiento computacional, un campo
que, hasta ahora, ha sido poco explorado en México. Indagar en esta linea
de investigacién implicaria el disefio y evaluacién de propuestas didécticas
que integren herramientas tecnolégicas y lenguajes de programacién, tanto
visuales como textuales, orientadas a la resolucién de problemas algebraicos.
Asimismo, seria pertinente documentar experiencias pedagdgicas que
articulen ambos tipos de pensamiento, identificar los retos y oportunidades
de su implementacién, asi como desarrollar modelos didacticos adaptables a
diversos contextos y niveles educativos.

Conclusiones
Tras describir las investigaciones realizadas en los dltimos cinco afios por

integrantes de los grupos de PNA de la SEIEM y del GT'T4 de la SOMIDEM,



C. AYALA-ALTAMIRANO, C. VALENZUELA, A. BRUNO, O. FIGUERAS, Y R. RAMIREZ 277

se identifican puntos de convergencia y oportunidades para fortalecer la
colaboracién. La revisién muestra colaboraciones puntuales entre investi-
gadores de ambas sociedades, lo que evidencia posibilidades de intercambio
académico y desarrollo de soluciones educativas compartidas. Ademds, se
han identificado autores que publican en ambas sociedades, lo que deja ver
la relacién cientifica establecida entre la SOMIDEN y la SETEM.

En ambos contextos, los intereses de investigacién coinciden en la
exploracién de estrategias para fortalecer la ensefianza y el aprendizaje en
distintos niveles educativos. Ademds, las investigaciones tratan temas
centrales como el pensamiento numérico, el pensamiento algebraico y la
resolucién de problemas, aunque con enfoques tedricos y metodolégicos
diferenciados. Estas diferencias constituyen un recurso valioso, dado que el
estudio de las problemdticas se puede discutir desde multiples miradas que
se complementan entre si.

En el caso del pensamiento numérico, los aportes sobre sentido numérico,
proporcionalidad y sistemas numéricos en distintos niveles educativos
permiten proyectar estudios conjuntos que analicen el desarrollo de estas
nociones en contextos escolares y culturales diversos, asi como el disefio de
materiales diddcticos. Sobre el pensamiento algebraico, ambas agrupaciones
comparten el interés por introducirlo desde etapas tempranas y estudiar la
generalizacién. Esto abre la posibilidad de trabajar colaborativamente, por
ejemplo, en torno a la generalizacidn, las representaciones y el pensamiento
funcional, apoydndose en evidencias que muestran la viabilidad de introducir
estos contenidos en las primeras etapas de la escolaridad. Esto permitiria
avanzar hacia propuestas articuladas que favorezcan el desarrollo del
pensamiento algebraico a lo largo de distintos niveles educativos. Finalmente,
en el dmbito de la resolucién de problemas, ambas agrupaciones reconocen
su valor formativo y han explorado enfoques como la invencién de problemas
y el uso de tecnologias, lo cual ofrece un marco propicio para disefiar inves-
tigaciones conjuntas que integren estrategias diversas y evalden su impacto
en el aprendizaje matematico.

Respecto a dreas emergentes, se han identificado lineas de investigacién
que podrian ser una oportunidad de colaboracién entre miembros de ambas
sociedades. En primer lugar, se puede considerar el pensamiento compu-
tacional, que recientemente ha sido incorporado en el curriculo de primaria
en Espafa, especificamente relacionindolo con el pensamiento algebraico.
Si bien dentro de la SEIEM el grupo “Entornos Tecnolégicos en Educacion
Matematica (ETEM)” ha investigado durante afios diversos escenarios en
educacién matemdtica que incluyen elementos tecnoldgicos, este cambio
curricular plantea el desafio de que las personas integrantes del grupo PNA
exploren y transfieran sus hallazgos a esta drea. En México, los miembros de
la SOMIDEM han comenzado a explorar esta linea de investigacién. En
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ambos casos, el desarrollo de la investigacién sobre el pensamiento compu-
tacional podria fortalecer la ensefianza del pensamiento numérico y alge-
braico, ademds de contribuir a la adquisicién de habilidades para la resolucién
de problemas en entornos digitales. Otra drea emergente es la invencién de
problemas. Considerando su potencial en el proceso de ensefianza, se sugiere
impulsar investigaciones en las que se analicen experiencias de aula cuya
intencionalidad sea la invencién de problemas con estudiantes de diferentes
niveles educativos. Finalmente, una de las lineas para futuras investigaciones
es el estudio de estrategias para fomentar el sentido numérico en el aula,
dado su papel central en la comprensién de los sistemas numéricos y en la
construccién de conocimientos matemdticos més avanzados.

En conclusién, lo descrito en este capitulo permite identificar oportu-
nidades de colaboracién que podrian potenciar el impacto de la investigacién
en la ensefianza de la aritmética y el dlgebra. La articulacién de esfuerzos
entre la SEIEM y la SOMIDEM no solo contribuiria al fortalecimiento de
redes internacionales de investigacién, sino que también favoreceria la
implementacién de pricticas innovadoras y contextualizadas en la educacién
matemdtica, en beneficio de docentes y estudiantes en Espana y en México.
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argumentacion.

Abstract

This chapter explores the research landscape in geometry teaching and learning in
the GT'T2 group of the Sociedad Mexicana de Investigacion y Educacién Matemitica
(SOMIDEM) and the APRENGEOM group of the Sociedad Espafiola de Inves-
tigacién en Educacién Matemitica (SEIEM), addressing both the challenges faced
by educators and the innovative approaches that are emerging to address them. The
main lines developed by each of these groups are presented through the scientific
production and contributions to the symposia of each of the societies, focusing on
their challenges. The results of this joint analysis allow us to identify common
interests, but also some differences, particularly in terms of context, which determine
and define the challenges faced by each of them.

Keywords
Mathematics education, geometry, technology resources, visualization, argumentation.

Introduccién
La geometria, como rama fundamental de las matematicas, ha experimentado
una notable evolucién en sus métodos de ensefianza y aprendizaje. Tradi-
cionalmente centrada en la memorizacién de férmulas y la resolucién de
problemas estdticos, actualmente se enfrenta a desafios que demandan un
enfoque mds dindmico e interactivo. El interés actual por la ensefianza y el
aprendizaje de la geometria se ha recogido en el Estudio nimero 26 de la
Comisién Internacional de Instruccién Matemidtica (Lowrie et al., 2024),
donde se exploran los avances recientes y los desafios vigentes. Este andlisis
presta especial atencién a los cambios ocurridos en las dltimas tres décadas
y destaca que la geometria constituye una herramienta poderosa para
fomentar la comprensién de conceptos complejos, no solo dentro de las
matemdticas escolares, sino también en contextos mas amplios. Se analiza la
naturaleza y el papel de la geometria en la educacién matemitica y en
disciplinas relacionadas, con el objetivo de profundizar en la investigacion,
ampliar el conocimiento, innovar en las pedagogias y disefiar enfoques
internacionales que potencien su ensefianza. Asi, como temas principales
del estudio se abordan: Perspectivas teéricas, Enfoques curriculares y
metodolégicos, Recursos para la enseianza y el aprendizaje de la geometria
y Perspectivas multidisciplinares. Ademads, se hace hincapié en que estamos
atravesando el periodo mds dindmico y prometedor en la educacién geométrica
de los ultimos cien afios.

Siguiendo esa tendencia, los grupos que investigan en aprendizaje y
ensefianza de la geometria en México y Espafia han querido, con este capi-
tulo, sumarse al analisis de la evolucién que ha sufrido la investigacién en
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educacién geométrica en estos ultimos afios dentro de cada una de las
sociedades. La Sociedad Mexicana de Investigacién y Divulgacién de la
Educacién Matematica (SOMIDEM) organiza su labor a través de 18
Grupos de Trabajo Temiticos (GTT). Entre ellos, el GTT2 se enfoca en la
ensefianza y el aprendizaje de la geometria, con o sin la incorporacién de
tecnologias. Por su parte, la Sociedad Espafiola de Investigacién en Educacién
Matematica (SEIEM) cuenta con 11 grupos de trabajo, entre los que se
encuentra el grupo de aprendizaje de la geometria, al que en adelante nos
referiremos como APRENGEOM. Este capitulo presenta la evolucién
reciente de ambos grupos con relacién a sus principales objetivos y lineas de
investigacién. Asimismo, se identifican posibles puntos de convergencia
entre ambos colectivos y se destacan aquellos elementos que los diferencian.

El GTT2 y su participacion en SOMIDEM

En México, en cada cambio de gobierno (sexenio), por lo general se hacen
reformas educativas y con ello, cambios en los Planes y programas de estudios
para la educacién basica y Normal (formadores de docentes). Con respecto
al estudio de la Geometria Plana y del Espacio, y de acuerdo con revisiones
que hemos hecho en los Planes y programas de estudio para la educacion secun-
daria (1993, 2006, 2011, 2017 y 2022), los contenidos geométricos han
cambiado en cuanto al orden y nimero de temas que se deben estudiar a lo
largo de los tres grados de secundaria (Cruz y Vézquez, 2025). Con relacién
a la formacién docente en las Escuelas Normales Publicas ha ocurrido lo
mismo en sus Planes y Programas de estudios (1983,1999, 2018 y 2022).

La Sociedad Mexicana de Investigacién y Divulgacién de la Educacién
Matemitica (SOMIDEM), fundada en 2013, pretende promover el
desarrollo y consolidacién de la investigacién en la Educacién Matemadtica
en Meéxico, con el propésito de promover la discusion e intercambio de
conocimientos y experiencias, para de esta manera potenciar los resultados
de investigacién e impactar en las instituciones escolares en sus distintos
niveles y en la sociedad.

Principales objetivos del GT'T2

La SOMIDEM ha dividido su esfuerzo en diversos temas, para ello, se han
llevado a cabo dos congresos internaciones, el primero de ellos fue en 2023
(SOMIDEM1) y el segundo congreso en 2025 (SOMIDEM?2).

En ambos congresos se han formado grupos de trabajo denominados
Grupo de Trabajo Temitico (GTT). Los miembros y colaboradores se han
ido modificando en ambos. Para el caso de SOMIDEM2 actualmente lo
conforman 18 GT'T. El que aqui interesa es el GT'T2: Enserianza y aprendizaje
de la geometria con o sin el uso de la tecnologia (de aqui en adelante GT'T2).
Actualmente, el GTT2 para SOMIDEM?2 estd integrado por algunos
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docentes de la Licenciatura en Ensefianza y Aprendizaje de las Matemadticas
de la Escuela Normal Superior de México (ENSM) del turno vespertino.
Después de haber revisado lo estipulado en SOMIDEM1, se plantearon los
siguientes objetivos para SOMIDEM?2:

1) Promover la discusién y difusién desde diferentes perspectivas de la
investigacién en la ensefianza y aprendizaje de la geometria con o sin
el uso de la tecnologia en los distintos niveles educativos y formacién
de docentes.

2) Identificar los enfoques y resultados de la investigacion en torno a
esta temdtica en México.

3) Construir un programa de investigacién que aluda a la problematica
en torno a la ensefianza y aprendizaje de la geometria y hacer que los
resultados de la investigacién en el tema tengan un impacto en el
curriculo y en el conocimiento de los profesores del pais.

4) Crear espacios de proyectos colaborativos de investigacién nacional e
internacional en esta temdtica.

Temas centrales
El GTT2 se ha enfocado principalmente en los siguientes temas de interés:
- Resolucién de problemas geométricos en la educacién basica (primaria,
secundaria y medio superior) y formacién docente.
- Conexiones de la geometria con otras ramas de la matemadtica.
- Ensefanza y aprendizaje de la geometria con o sin uso de la tecnologia
en distintos niveles educativos.
- Uso de materiales y recursos didacticos para la ensefianza y aprendizaje
de la geometria.
- La geometria en el curriculo escolar.
- Propuestas didicticas de ensefianza de la geometria en los distintos
niveles educativos.

Principales marcos teéricos y metodolégicos empleados

El GTT?2 ha decidido citar perspectiva tedrica referencial, en lugar de mar-
co tedrico por muchas razones. En principio, porque la perspectiva teérica
amplia la visién de las teorias considerdndola de modo holistico y porque
permite considerar, al mismo tiempo, varias teorias que confluyen en un
solo punto (Martinez, 2006), en cambio, el término marco tedrico, a decir
del autor referido, indica enmarcar o delimitar la busqueda del investigador,
contrario a lo que se persigue en cada investigacién. Por otra parte, un mar-
co teérico definido nos impone, ya desde el principio, todo un mundo tedri-
co, conceptual e interpretativo que pudiera no ser el mas adecuado para en-
tender la realidad de la investigacién, sino mds bien un filtro epistemolégico
que restringe el conjunto de interpretaciones posibles.
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La perspectiva tedrica referencial utilizada por el grupo GTT2 estd
orientada en tres perspectivas de cardcter: epistemoldgico, cognitivo y social.
La metodologia de la investigacién que se utiliza esencialmente es de cardcter
cualitativo conforme a la perspectiva de Eisner (1998), Martinez (2006),
Carvalho (2008) y Alvarez-Gayou (2010). En la perspectiva epistemoldgica
Hoffer (1981) plantea que la ensefianza de la geometria debe centrarse
hacia el desarrollo de habilidades que no sean orientadas a la demostracién
formal ni a un nivel de comprensién superior. En este sentido, destaca cinco
de este tipo de habilidades: visual, verbal, de dibujar, 16gica y de modelar.
Para valorar el nivel de desarrollo de estas cinco habilidades, se consideran
los niveles de razonamiento geométrico de los Van Hiele (1957). Con
relacién a la perspectiva cognitiva, interesan los aspectos que ocurren al
interior y exterior del pensamiento de los estudiantes, a este respecto, Frawley
(1999) argumenta que es casi imposible pensar por los demds, esto es, nadie
mis sabe lo que estd procesando el pensamiento de un sujeto, sino él mismo.
En este sentido, podemos sefialar que lo que se ha obtenido en algunas
investigaciones, no son resultados de lo que realmente pensaron o de lo que
pasé por la mente de los estudiantes al momento de dar respuestas a las
preguntas y problemas que se les plantearon en cada situacién, sino mds
bien, se obtuvieron evidencias de lo que ellos mismos plasmaron en los trazos
que realizaron en los instrumentos de caricter conceptual y procedimental
(Vazquez & Elizarraris, 2016). Por perspectiva social, aqui nos referimos a
las matematicas en la sociedad, pues la matemadtica, mds que un conoci-
miento en si mismo, debe ser util en la vida cotidiana.

Resultados recientes o proyectos destacados

Algunas de las acciones realizadas por los integrantes del GT'T2 son inves-
tigaciones en curso, otras estin en proceso de ser publicadas, tales como
Resolucion de problemas geométricos en la formacion docente inicial (Vizquez
et al., 2023). Otro proyecto concluido como parte del afio sabatico en el ciclo
escolar 2022-2023 fue el de Resolucion de problemas geométricos con estudiantes
normalistas de la licenciatura en enserianza y aprendizaje de las matematicas en
educacion secundaria (ain no publicado), cuyos derechos de autor le pertenecen
a la Secretaria de Educacién Publica (SEP) por haber sido financiados por
ésta.

Como ya se ha referido, el primer congreso de SOMIDEM, denominado
SOMIDEML1, se llevé a cabo mediante la modalidad virtual del 9 al 14 de
marzo de 2023. Este congreso permitié la participacién de asociados de
Meéxico, pero también de investigadores de otros paises, tales como Argentina,
Chile, Colombia, Espafia, Estados Unidos, Paises Bajos, San Marino y
Venezuela. SOMIDEM1 estuvo constituido por 18 GT'T, que representan
los distintos intereses de la comunidad SOMIDEM. Como producto de
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SOMIDEM1, surgi6é una publicacién (Sénchez et al., 2024) con 70 capitulos
en los que se pueden encontrar dos trabajos pertenecientes al GTT2 y cinco
mids que estdn relacionados con el estudio de la geometria incluidos en otros
GTT. Derivado de esta publicacién se pudieron identificar algunas lineas
temadticas, a saber: Conexiones de la geometria con otras ramas de la
matemadtica.

Benavides (2024) plante6 una propuesta didactica mediante la articulacién
pedagdgica interdisciplinar justificada por la dificultad de los estudiantes de
Construcciones Metdlicas en el logro de competencias matemadticas, segin
los resultados de pruebas internas y externas. La articulacién se realiza en
geometria bajo el modelo de razonamiento y fases que propone Van Hiele y
el Aprendizaje Basado en Problemas. Con dicha propuesta se espera obtener
evidencias de integracién de conocimientos, del trabajo en equipo y de la
autonomia en la indagacién de informacién y adquisicién de conocimientos.

Ensefianza de la geometria en la educacién basica y formacién
docente

Fameme (2024), como parte de las actividades investigativas del Doctorado
Interinstitucional en Educacién, expone los resultados de una propuesta de
actividades que tienen como eje fundamental la gestién de los procesos
cognitivos de visualizacién, representacién y argumentacién. Este estudio se
enfocé en representaciones de algunos cuerpos geométricos realizadas por
estudiantes de tercer grado de educacién primaria. A partir de un andlisis
del enfoque mixto de investigacién, se describe lo ocurrido en el proceso de
aprendizaje de formas de representaciones de algunos cuerpos geométricos
y se contrastan las representaciones cuantitativamente. El principal resultado
indica que los procesos cognitivos destacados permitieron un alto grado de
variacién en el nivel de iconicidad de las representaciones.

Nufiez y Cabaifias (2024) describen el razonamiento matemdtico basado
en los argumentos de dos profesores de secundaria, en el marco de la gene-
ralizacién de patrones cuadréticos figurales. El estudio se fundamenta en
una propuesta teérico- metodolégica que articula definiciones de Peirce con
elementos del modelo argumentativo de Toulmin para delimitar el razona-
miento desde los argumentos. Los resultados evidencian que los profesores
se movilizaron en el razonamiento abductivo, inductivo y deductivo, basados
en acciones como el conteo estratégico, la composicién y descomposicién
del patrén figural, la formulacién, verificacién y validacién de conjeturas.

Ensefianza y aprendizaje de la geometria con uso de la tecnologia
en nivel universitario

Fernindez y Santacruz (2024) presentaron avances de una investigacion
doctoral sobre las habilidades de visualizacién dindmica tridimensional con



ORLANDO VAZQUEZ, MARICELA BONILLA, TERESA F. BLANCO Y PABLO G. SEQUEIROS 293

estudiantes universitarios cuando se les plantean problemas de lugares
geométricos en el espacio usando geometria dindmica. Este estudio buscé
fomentar habilidades de visualizacién tales como control tedrico, prediccién
geométrica y cristalizacién. De modo preliminar encontraron que los estu-
diantes presentan dificultades para imaginar lugares geométricos en el espacio;
sin embargo, el uso de geometria dindmica durante las actividades promovié
que los estudiantes desarrollaran habilidades de visualizacién en geometria
3D, tales como la prediccién y la construccién geométrica.

Propuestas de ensefianza en el nivel basico y medio superior

La historia de las matemdticas también juega un papel importante en la
ensefianza de la geometria, a este respecto, Viramontes y Chavira (2024)
plantean el uso de fuentes histéricas originales en el disefio de actividades
para promover el desarrollo del pensamiento matemadtico y, a su vez, dotar a
los profesores de herramientas diddcticas fundamentadas en la historia de
las matematicas para su uso en el aula. E1 marco tedrico contempla el disenio
de las actividades de aprendizaje que se fundamentan en la teoria de la
cognicién distribuida que estudia la coordinacién entre los individuos, los
artefactos y el medio ambiente. La metodologia utilizada es la creacién de
ambientes de aprendizaje reflexivos de indagacién.

En el nivel medio superior, Rodriguez y Espinosa (2024) estudiaron la
construccién de la identidad matematica en alumnas que cursan el tercer
semestre de la Educacién Media Superior, con la finalidad de hacer visibles
sus procesos de construccién en el drea de las matematicas y asi contribuir a
la linea de investigacién Género y Matemidticas. La investigacién tuvo
como interés considerar la historia matemitica y los conocimientos previos
con los que cuentan las mujeres al resolver problemas. Para este fin, utilizaron
la perspectiva de modelos y modelacién, lo que permite que el estudiantado
realice multiples interpretaciones para la construccién de una posible solucién
a problemas. Es una investigaciéon descriptiva con enfoque cualitativo, se
pretende disenar actividades de modelacién en geometria analitica desde la
perspectiva de modelos y modelacién.

Resoluciéon de problemas geométricos en la formacién docente

Flores y Cabanas (2024) han investigado el proceso configural de dos futuros
profesores de matemiticas al resolver un problema cldsico de geometria. Se
encontré que estd anclado a dos tipos de aprehensiones: la aprehensién
discursiva y la aprehensién operativa. El andlisis de los datos empiricos se
apoy6 en el modelo cognitivo del razonamiento configural para identificar
la conjetura que establecen, asi como los procesos l6gico-deductivos que
desarrollan para probarla. Los hallazgos muestran que la coordinacién entre
las aprehensiones discursiva y operativa favorecié el desarrollo de procesos
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légico-deductivos, lo que desembocé en el desarrollo de un proceso de
truncamiento, y con ello la demostracién del problema.

SOMIDEM?2 se llevé a cabo del 10 al 16 de marzo de 2025. Nueva-
mente participaron 18 GTT. Para el GT'T2 se recopilaron 12 resimenes de
los cuales solo se aceptaron 9 para su publicacién en las preactas
(https://somidem.org.mx/?view=preactagtt2brt&id=1220). A continuacién,
se agrupan los resimenes de acuerdo con las lineas temdticas de interés del

GTT2.

Ensefnanzay aprendizaje de la geometria en educacién secundaria
Solis (2025) expone el barroco mexicano como pretexto del uso de la geometria
en educacion bdsica. Plantea que la geometria en educacién bisica tiene
como uno de sus propésitos el estudio de las formas y figuras (como
tridngulos, rectingulos y circulos), asi como describir sus propiedades. Con
el Plan de estudios (SEP, 2024) el campo de formacién Saberes y pensamiento
cientifico tiene como uno de sus objetos de aprendizaje la comprensién y
explicacién de diversos fenémenos y procesos naturales que involucran la
tecnologia. Con base en lo anterior, en este trabajo se realiza una propuesta
interdisciplinaria que considera el descubrimiento realizado en 1995 por el
arquitecto mexicano Franklin Ferndndez: el trazo original del Barroco a
través de un anagrama denominado “Signo de Maria”. Localizado en algunos
edificios religiosos de esos periodos, este trabajo de dicho arquitecto es rele-
vante, dado que demostré con estudios geométricos que el anagrama en
relieve representa el trazado armoénico de algunas partes arquitecténicas. A
partir de este trabajo, se puede hacer mds recreativa la ensefianza de la
geometria en educacién bdsica y, al mismo tiempo, fomentar en los estu-
diantes un gusto por la matematica. Quijano y Corica (2025) se centran en
el estudio de la geometria espacial en la escuela secundaria. Con la Teoria
Antropoldgica de lo Didictico como marco referencial, se caracteriza la
organizacién matemdtica estudiada en relacién con la geometria espacial en
los primeros cuatro afios de escuelas de secundaria. Se describieron y anali-
zaron las tareas escolares presentes en el registro de clases de estudiantes de
tres instituciones de una ciudad de la provincia de Rio Negro, Argentina.
Los principales resultados sefialan que el estudio de la geometria espacial es
limitado, mayormente vinculado con la aritmética y dlgebra. Particularmente,
las tareas se relacionan con el cdlculo de dreas y volumenes de cuerpos,
mediante férmulas brindadas previamente.

Ensefianza y aprendizaje de la geometria con o sin uso de la tecnologia
en el nivel medio superior y universitario

En el nivel medio superior, Cabral y Alvarado (2025) proponen un ambiente
de aprendizaje disefiado bajo la metodologia STEAM para las relaciones
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trigonométricas en situaciones reales con estudiantes de nivel medio superior.
La metodologia es la Investigacién Basada en el Disefio, que sigue ciclos
iterativos de concepcién de las actividades del ambiente de aprendizaje, su
implementacién y validacién empirica, asi como la mejora continua. La
propuesta sucede en un contexto forestal en Durango, donde los estudiantes
disefian prototipos para medir alturas de drboles y delimitar terrenos con
métodos que requieren modelar relaciones trigonométricas. En el estudio
participaron 27 estudiantes, los datos se recolectaron con videos, notas de
campo de observadores participantes, fotografias de producciones escritas y
prototipos construidos por los estudiantes. La validacién se realiza a la luz
de los principios de disefio del marco de integracién STEAM, destacando
los aprendizajes en trigonometria que promueve. Alonso y Hernindez
(2025) proponen la ensefianza de la geometria a través de GeoGebra como
herramienta clave para estudiantes de Ingenieria en Computacién. El estudio
alude a la ensefianza de matemiticas en la Facultad de Ingenieria en el es-
tado de Guerrero y al tipo de dificultades que enfrentan los estudiantes para
conectar conceptos abstractos con aplicaciones précticas. Para ello, se utiliza
GeoGebra como medio de ensefianza para visualizar conceptos de la geo-
metria como vectores y matrices, facilitando su comprensién. Los resultados
de este estudio en proceso indican que GeoGebra mejora la comprensién
de la geometria, permitiendo a los estudiantes identificar y representar rela-
ciones vectoriales con precisién. Esto sugiere que herramientas tecnolégicas
como GeoGebra son efectivas para fortalecer la ensefianza de matematicas
en el contexto universitario. Lépez (2025), en su estudio denominado
Repensando la Geometria Analitica Escolar, expone los resultados y reflexiones
sobre la Transposicién Didéctica que ha sufrido la Geometria Analitica en
la escuela. Esta caracterizacion se hace a partir de andlisis documentales y
comparaciones entre un estudio histérico-epistemolégico y programas de
estudio de matemdticas y libros de textos. Se reportan las caracteristicas de
esta transposicion e identifican tres elementos fundamentales que se han
perdido en el proceso transpositivo: El método analitico, el rol del pardmetro
y la ecuacién paramétrica, y el sistema de referencia desde un punto de vista
mds amplio. Con base en estas consideraciones se propone una reflexién
para reducir la distancia entre los saberes originales y los escolares de la
Geometria Analitica.

Ensefianza y aprendizaje de la geometria en la formacién docente

Bonilla et al. (2025) presentan los resultados de lo que realizé un docente
en formacién inicial de la Escuela Normal Superior de México (ENSM)
con respecto a la implementacién de una secuencia didactica en una escuela
secundaria sobre el tema “Explora las figuras bdsicas como rectas y dngulos
y su notacién’. La investigacién se apoya en el Enfoque Ontosemiético del
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Conocimiento y la Instruccién Matemiticos (EOS), que es un marco tedrico
integrativo que ofrece de herramientas teéricas necesarias para el estudio de
los fenémenos didacticos en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
matemidticas. Se pone atencién en la idoneidad didéctica, especificamente
en la idoneidad en la faceta epistémica, en la que el docente sefiala que la
reflexién realizada le permitié analizar su propia préctica, lo que le ayudard
a lograr mejoras progresivas en la misma y a tomar decisiones adecuadas en
las distintas fases relacionadas con el disefio, la implementacién y la evaluacién
de la secuencia didéctica. Por su parte, Vizquez et al. (2025) reportan el
interés por identificar, analizar e interpretar aspectos relacionados con la
geometria plana y del espacio con docentes en formacién de la ENSM del
turno vespertino. El estudio estd en proceso de indagar mis sobre los
hallazgos y evidencias que se encontraron al aplicar instrumentos de cardcter
conceptual y procedimental relacionados con el estudio de la geometria plana
y del espacio. Esto se llevé a cabo durante el ciclo escolar 2024-2025 con
dos grupos de primer semestre que estin cursando la Licenciatura en Ense-
fianza y Aprendizaje de las Matematicas (LEAM).

La geometria en el curriculo escolar

Cruz y Vazquez (2025) han realizado un andlisis comparativo de los Programas
de Estudio de Geometria Plana y del Espacio de nivel secundaria de 1993, 2006,
2011, 2017 y 2022. En este reporte de investigacién, se analizan y contrastan
los cambios que han tenido los diferentes Planes y Programas de estudios
de las diferentes Reformas Educativas que se han realizado desde 1993
hasta 2022, se pretende indagar los contenidos geométricos presentes en
cada reforma educativa, el tipo de enfoques de ensefianza, asi como los
propésitos perseguidos en cada una de ellas.

Uso de materiales y recursos diddcticos en la enserianza y aprendizaje de la
geometria

Ramirez y Soto (2025) plantean que la geometria es fundamental en la
educacién matemdtica, pues fomenta el razonamiento légico y el pensa-
miento espacial. Sin embargo, su ensefianza enfrenta diversas dificultades,
especialmente al traducir conceptos abstractos en aprendizajes significati-
vos. En este contexto, el enfoque del Building Thinking Classroom (BTC)
propuesto por Liljedahl (2021) ofrece un marco para redisefiar las dindmicas
de ensefianza, destacando el uso de materiales diddcticos como recursos
esenciales para estimular el pensamiento matemdtico y la participacién.
Este articulo explora cémo el uso de materiales didacticos, integrado en un
BTC, transforma el aprendizaje geométrico. A través de una metodologia
mixta, se propone una investigacién para evaluar el impacto de estos
materiales en el desarrollo de habilidades geométricas. El andlisis sugiere
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que los recursos manipulativos y visuales fomentan la interaccidn, la reflexién
y el aprendizaje en entornos colaborativos.

Lineas futuras del GTT2
Desafios o temas emergentes

El grupo GTT2 considera que necesitamos investigar qué ocurre en
educacién preescolar (3 a 6 afios) y primaria (6 a 12 afios), es decir, qué
estrategias y materiales didacticos de ensefianza utilizan las y los docentes
de este nivel educativo para ensefiar a los infantes nociones geométricas,
figuras y cuerpos geométricos, y cémo interactian los docentes con los
infantes y, al mismo tiempo, qué reacciones o estimulos tienen los infantes
al propiciarles los materiales didacticos. Es por ello que se requiere:

- Anilisis del curriculo con relacién a los contenidos de geometria en
educacién preescolar, primaria, secundaria, medio superior y
Educacién Normal (formacién de docentes).

- Propuestas metodolégicas para la ensefanza y aprendizaje de la
geometria en educacién preescolar, primaria, secundaria, media
superior y Formacién Docente.

El grupo APRENGEOM en la SEIEM

El grupo APRENGEOM es uno de los once grupos de trabajo de la
SEIEM. Su objetivo principal es el estudio del aprendizaje y la ensefianza
de la geometria en todos los niveles educativos, con especial atencién al uso
de diversos recursos —tanto manipulativos como tecnolégicos— como
facilitadores de estos procesos. Se trata de un grupo abierto dirigido por un
coordinador o coordinadora, al igual que el resto de los grupos de la sociedad,
compuesto en su mayoria por socios de la SEIEM vinculados al drea de
Didictica de la Matemitica y a la formacién del profesorado. No obstante,
también participan estudiantes de doctorado y, en menor medida, profesoras y
profesores de los niveles de educacién secundaria y primaria. La pertenencia
a un grupo de trabajo de la sociedad no impide la participacién simultinea
en otros. Esta estructura flexible contribuye a que exista una notable
variabilidad tanto en el nimero de integrantes como en sus perfiles formativos
y en los objetivos que persiguen.

A lo largo de los 27 afios de historia de la SEIEM, la geometria ha
ocupado un lugar destacado en cuatro de los simposios de la sociedad,
habiéndosele dedicado uno de los seminarios principales y dado, por tanto,
protagonismo al grupo APRENGEOM. En el primero de ellos, el tercer
simposio de la SEIEM (Ortega, 1999), se abordaron multiples cuestiones
vinculadas a la geometria, pero sin una linea temdtica comun. El segundo
seminario se centré en la ensefianza y el aprendizaje de la geometria
(Moreno et al., 2010) y en el del 2013 el eje temdtico se orientd hacia la
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investigacion en didactica de la geometria. De la Torre (2013) sefialaba
entonces que, a pesar de su relevancia, la investigacién en didictica de la
geometria no figuraba entre las dreas mds activas en las agendas de investi-
gacién, tanto a nivel nacional como internacional, pero también se observaba
un creciente interés y un ligero aumento en las publicaciones relacionadas
con la geometria. Este interés se ha visto impulsado por el uso del software
de geometria dindmica GeoGebra, que en aquel momento ganaba progresi-
vamente popularidad y actualmente se encuentra ampliamente difundido en
todos los niveles educativos. En efecto, a lo largo de esta dltima década, los
avances tecnolégicos han ampliado considerablemente las posibilidades
para la ensefianza y aprendizaje de la geometria. Ademds de este, recursos
como la robética, el disefio 3D y las tecnologias de realidad aumentada y
virtual se han integrado progresivamente, abriendo nuevas vias para la
investigacién y fortaleciendo el interés por la didictica de la geometria en
los foros académicos nacionales e internacionales. En 2024, en el cuarto
seminario de la SEIEM dedicado a la geometria bajo el titulo Geometria en
evolucion: desafios e innovacion en el aprendizaje, se presentaron tres pers-
pectivas sobre la adaptacién de la ensefianza y el aprendizaje de la geometria
a un panorama educativo en constante evolucién (Blanco, 2024). Las dos
primeras mostraron, respectivamente, cémo se estdn adaptando teorias de
otras disciplinas y cémo se integran varios marcos teéricos en la Didéctica
de la Matemitica para comprender mejor cémo aprenden los estudiantes y
sus dificultades. La tercera se centré en la realidad virtual como recurso
emergente.

En los simposios de la SEIEM, ademads de los seminarios generales y las
comunicaciones, todos los grupos de trabajo disponen de un espacio
especifico para desarrollar sus actividades. En estos espacios se presentan
investigaciones recientes —tanto en estado inicial como ya finalizadas—,
tesis, proyectos o talleres pricticos. En Blanco (2024) se ofrece una visién
general sobre la presencia de la geometria en los simposios de la SEIEM,
as{ como de la actividad desarrollada por el grupo APRENGEOM desde el
aio 2003. En el siguiente grafico hemos ampliado la informacién alli recogida
incorporando los datos correspondientes al dltimo simposio, asi como las
tesis de geometria disponibles en la pdgina web de la sociedad. El gréfico
muestra tanto las comunicaciones presentadas con orientacién geométrica
como las contribuciones realizadas en el marco de APRENGEOM.

Muchas de las comunicaciones sobre geometria presentadas en los
simposios de la SEIEM y de las investigaciones incipientes propuestas en
APRENGEOQOM, asi como de las tesis, han culminado en articulos en revistas
JCR o SJR, como Ensefianza de las Ciencias, AIEM, RELIME, Educacién
Matemitica o Journal on Mathematics Education. En Barquero et al.
(2022), con motivo del 45th Conference of the International Group for the
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Psychology of Mathematics Education (PME) celebrado en Alicante, se revis6
la produccién espafiola, no exclusivamente del grupo APRENGEOM,
enfocada en la investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de la
geometria que ha sido publicada en revistas de impacto. El andlisis muestra
que la produccién empieza a ser relevante a partir de 2016 y que el nivel
educativo al que se han dirigido principalmente las investigaciones es el de
la educacién secundaria, representando casi el doble de las publicaciones en
comparacién con otros niveles. Le sigue la educacién superior, con un enfoque
especial en la formacién de futuros maestros, y en los ultimos afios han
aumentado significativamente los trabajos dirigidos a educacién primaria y
se ha observado un avance importante en la investigacién en la etapa de
educacién infantil (Barquero et al., 2022). A continuacién, presentamos un
panorama de las actuales lineas de interés espafolas en didictica de la
geometria, elaborado a partir de una revisién de la produccién mencionada.

Tabla1
Aportaciones de geometria a los simposios de la SEIEM

Fuente: elaboracién propia

Lineas de investigacion actuales en APRENGEOM
Las lineas de investigacién actuales del grupo APRENGEOM se retnen

en torno a cuatro ejes principales: (1) Visualizacién y razonamiento geométrico
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(2) Escalas cognitivas (3) Procesos de definir en contextos geométricos y (4)
Entornos y mediadores tecnoldgicos en la ensefianza de la geometria. A
continuacién, se detalla cada uno de ellos con sus respectivas lineas asociadas,
indicando las diferentes teorias que los sustentan.

Visualizacién y razonamiento geométrico

Las investigaciones sobre visualizacién y razonamiento geométrico se estin
enfocando actualmente en tres lineas: en su articulacién con la argumentacién
en los procesos de conjeturar y probar, en estudiantes con talento y en su
desarrollo en la etapa de infantil.

La articulacién entre visualizacién y argumentacién se estudia de manera
destacada desde el marco del Razonamiento Configural (Gironés et al.,
2010; Prior & Torregrosa, 2020), que se muestra como un modelo teérico
con una gran capacidad para abordar la articulacién entre visualizacién y
razonamiento en el desarrollo de los procesos deductivos en la resolucién de
los problemas de probar en geometria en los que se proporciona una confi-
guracién geométrica. Parte de los estudios de Duval (1998) sobre las
aprehensiones perceptivas (referidas al reconocimiento visual de una forma,
incluida la capacidad de reconocer varias subconfiguraciones en la configu-
racién dada), discursivas (que implican asociar una configuracién identificada
con una afirmacién matemadtica) y operativas (que tienen que ver con la
modificacién de la configuracién original para resolver el problema), deno-
mindndose razonamiento configuracional a la coordinacién de las aprehen-
siones discursivas y operativas. Se estudia la influencia que tienen las figuras
iniciales, que acompanan a los problemas, y las modificaciones posteriores
de estas figuras en el desarrollo de las aprehensiones discursiva y operativa,
que constituyen los vinculos entre los procesos de razonamiento matemdtico
y la visualizacién. Este modelo ha sido testado en diferentes investigaciones,
analizando respuestas de alumnos a problemas de demostracién de propie-
dades geométricas (Clemente & Llinares, 2015; Llinares & Clemente,
2014; Prior & Torregrosa, 2020) y se ha extendido a la resolucién de
problemas empiricos de geometria (Llinares & Clemente, 2019; Saorin et
al., 2019; Torregrosa, 2017), en los que los datos iniciales son numéricos o
literales y requieren la incorporacién del registro algebraico.

Dentro de la linea de investigacién centrada en caracterizar las capaci-
dades de estudiantes con talento matemdtico en torno a la visualizacién y la
generalizacién, los trabajos de Gutiérrez et al. (2018a, 2018b), Ramirez y
Flores (2017) y Ramirez et al. (2018) han sido pioneros en el avance del
entendimiento de los aspectos cognitivos que caracterizan este talento. Se
ha realizado un seguimiento a este tipo de alumnado en talleres de demos-
tracién matemadtica y se ha avanzado en la determinacién de categorias de
andlisis para estudiar la evolucién en su capacidad de justificacién y demos-
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tracién (Mora et al., 2024; Ramirez-Uclés & Ramirez, 2020; 2023; Ramirez-
Uclés & Ruiz-Hidalgo, 2022). Desde el punto de vista teérico, se han
establecido conexiones entre los marcos teéricos asociados al talento
matemdtico y a la demostracién matematica. Desde el punto de vista expe-
rimental, se ha identificado el tipo de demostracién utilizado, estableciendo
el papel de cada uno de ellos, su dependencia y las diferentes estrategias
utilizadas por los estudiantes.

La ultima linea de investigacién dentro de este eje estd enfocada en
analizar los procesos de ensefianza-aprendizaje relacionados con la orientacién
espacial y la visualizacién y ha sido impulsada principalmente por los trabajos
de Berciano et al. (2017) y Jiménez-Gestal et al. (2022). Se estudian las
respuestas de estudiantes de 4 y 5 afios a tareas geométricas examinando el
nivel de razonamiento y aprehensién evidenciado en sus argumentaciones,
identificindose diferentes itinerarios de aprendizaje que oscilan entre la
aprehensién perceptiva y discursiva del nivel 1 y ciertas caracteristicas del
nivel 2 del modelo de Van Hiele, pero también flujos de evolucién significa-
tivamente distintos, que ponen de manifiesto la diversidad en el desarrollo
del razonamiento geométrico a edades tempranas. A la par, Nogueira et al.
(2025) han presentado recientemente el disefio de un instrumento para
analizar el pensamiento espacial en educacién infantil y su validacién por
un comité de expertos.

Escalas cognitivas

El segundo eje de investigacién del grupo se centra en el desarrollo de escalas
cognitivas, entendidas como herramientas clave para analizar tareas mate-
miticas. Estas escalas permiten identificar y describir niveles de complejidad
cognitiva implicados en el desarrollo de procesos matemiticos especificos,
asi como en el fomento de habilidades de visualizacién.

Investigaciones espafiolas recientes han considerado el modelo de Van
Hiele para el disefio educativo con sentido inclusivo (Aravena et al., 2016;
Gutiérrez et al., 2021), para su adaptacién a grafos y para la caracterizacién
del quinto nivel (Arnal-Bailera et al., 2024; Gonzalez-Herrera et al., 2022).

Aravena et al. (2016) evaldan la variacién en el nivel de razonamiento
geométrico de estudiantes de educacién media de escuelas con poblacién
vulnerable en Chile como resultado de una intervencién sobre semejanza de
formas planas y espaciales disefiada de acuerdo con el modelo de Van Hiele,
mostrando un avance notable en la adquisicién de los niveles de razona-
miento 1 a 3 del grupo experimental. En Gutiérrez et al. (2021) se presenta
una propuesta para trabajar simetrias planas en los dltimos afios de educacién
basica a través de un libro electrénico interactivo que incorpora el uso de
GeoGebra, junto con un andlisis en red de la estructura y contenidos de una
unidad didactica basado en la articulacién de los niveles de Van Hiele y los
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niveles de demanda cognitiva en la resolucién de problemas matematicos
(Smith & Stein, 1998). Gonzélez-Herrera et al. (2022) han avanzado adap-
tando el modelo de Van Hiele al estudio de grafos y considerando los niveles
de argumentacién en teoria de grafos desde la perspectiva de este modelo.
Los descriptores propuestos para los cuatro niveles han sido validados con
un andlisis tedrico a través de los procesos de razonamiento activados al
resolver problemas de teoria de grafos. Por su parte, Arnal-Bailera et al.
(2024) han elaborado una serie de indicadores precisos de cada proceso que
involucra al quinto nivel, siguiendo la metodologia Delphi, a partir de la
informacién aportada por expertos en geometria.

Se estdn desarrollando también trabajos sobre niveles de aprehensién al
margen del modelo de Van Hiele. Las investigaciones de Bernabeu et al.
(2021a, 2021b, 2021c, 2022 y 2024) les han permitido delimitar cuatro
niveles de sofisticacién en el pensamiento de estudiantes de primaria en
torno al concepto de poligono y las clases de poligono. Estos niveles describen
cémo las aprehensiones cognitivas, la deconstruccién dimensional de Duval
(2017) y el uso del lenguaje matemdtico intervienen en el proceso mental de
estructuracion espacial en la comprensién de clases de poligonos. Por otra
parte, desde el interés por la instruccién de la visualizacién, y desde el marco
del EOS, Blanco et al. (2019) han investigado el establecimiento de niveles
de visualizacién y razonamiento espacial en tareas visuales, estableciendo
cuatro niveles que dependen del tipo de accién y respuesta requerida en la
tarea y de las habilidades de visualizacién necesarias para resolverlas.

Procesos de definir en contextos geométricos

El tercer eje de investigacién desarrolla una linea innovadora centrada en
los procesos de definicién, que busca aportar nuevas perspectivas teéricas al
campo de la diddctica de la geometria (Gavildn-Izquierdo, 2024). El marco
teérico empleado es la teoria de la comognicion de Sfard (2007), que
entiende el aprendizaje matemitico a partir de los cambios en el discurso
matematico, enfocados en las cuatro propiedades del discurso: el uso de
palabras, los mediadores visuales, las narrativas y las rutinas (Gavildn-
Izquierdo, 2024). Este enfoque esté llevando a identificar rutinas a la hora
de definir y estudiar la aparicién de posibles conflictos comognitivos con
estudiantes de educacién no obligatoria y futuros maestros de Educacién
Primaria. El contexto de las definiciones se ha centrado en paralelogramos
(Escudero et al., 2014; Sinchez & Garcia, 2014) y sélidos, generalmente
poliedros o prismas (Ferndndez-Ledn et al., 2021; Gonzéilez-Regana et al.
2021; Ropero Quintero & Zubieta Badillo, 2023). Estas investigaciones
ponen de manifiesto que en el proceso de aprendizaje de la prictica de definir
hay dos objetos de estudio, el objeto de estudio matematico y sus definiciones,
identificindose conflictos comognitivos a partir de las diferencias entre
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normas sociomatemadticas y normas matemadticas presentes en los discursos.
En estos trabajos, los mediadores visuales solo se consideran cuando aparecen
explicitamente en el discurso de los estudiantes, permitiendo resolver en
algunos casos los conflictos comognitivos que surgen (Gonzélez-Regafia et
al., 2021). Una futura linea de interés podria centrarse precisamente en
estudiar el papel de los mediadores desde este marco en el proceso de definir.

Entornos y mediadores tecnolégicos en la ensefianza de la geometria
El dltimo eje de interés va unido al avance en las Gltimas dos décadas de los
entornos y mediadores tecnolégicos que estin transformando significativa-
mente la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, permitiendo explorar
nuevas metodologias, facilitando la transicion entre las distintas dreas geomé-
tricas y promoviendo competencias argumentativas en estudiantes de diversos
niveles educativos. Dentro de este eje, las lineas de investigacién giran en
torno a GeoGebra, robética, disefio e impresién 3D y realidad virtual.

En el contexto de APRENGEOM han sido numerosos los trabajos,
desde distintos enfoques tedricos, que han puesto el foco en el papel del
GeoGebra como mediador. Gémez-Chacén y Escribano (2014) han
mostrado cémo puede facilitar el paso de una geometria proto-axiomdtica a
una axiomdtica completa desde el marco de los Espacios de Trabajo
Geométrico, que pretende describir procesos de visualizacién icénica y no
icénica, junto con la deconstruccién instrumental y dimensional, promo-
viendo asi una comprensién profunda en el futuro profesorado de matematicas.
Desde el EOS se ha analizado la influencia de GeoGebra en los procesos
de ensefianza y aprendizaje, determinando tres usos centrales: exploracion,
ilustracién y demostracién (Lasa y Wilhelmi, 2013). Este desarrollo se ha
aplicado al disefio de situaciones para diferentes etapas educativas, desde los
primeros afios de Educacién Primaria (Lasa et al., 2014). Desde la Teoria
de la Génesis Instrumental, algunas investigaciones (Martin Nieto & Ruiz-
Lépez, 2022; 2023; Ruiz-Lépez, 2018) analizan cémo la instrumentacién
adecuada puede mejorar la ensefianza de la geometria, a través del estudio
de discusiones en gran grupo con futuros maestros en torno a la ensefianza
de las isometrias en el plano. En varios de los trabajos, se destaca la contri-
bucién de GeoGebra a nivel del dominio afectivo (Garcia-Lépez et al.,
2021; Gémez-Chacén et al., 2016; Romero & Garcia, 2024).

Las novedades que ha ido ofreciendo GeoGebra han supuesto el punto
de partida para algunas investigaciones. Paneque et al. (2017) han hecho
aportaciones respecto al desarrollo de las competencias argumentativas que
proporciona el sistema de tutoria inteligente GeoGebraTUTOR, interpre-
tando cémo media este sistema de tutoria en los procesos argumentativos
de estudiantes de 16-17 aflos. Mds recientemente, la incorporacién a
GeoGebra de un subsistema de comprobacién automaitica de teoremas
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(ART) que es capaz de calcular pruebas de enunciados de geometria eucli-
diana ha supuesto el inicio de una potencial linea de investigacién en torno
a la potencialidad educativa de esta herramienta. En trabajos como los de
Kovics et al. (2022) y Recio et al. (2019) se resumen las capacidades de
ART en GeoGebra, se discuten las primeras propuestas de investigacién de
su uso en el aula y se reflexiona sobre el disefio de tareas que puedan
aprovechar estas nuevas funcionalidades, proponiendo un camino concreto
para la incorporacién de ART en el aula. En trabajos recientes (Botana et
al., 2024) se ha considerado la comparativa de rendimiento entre ART y
Chat GPT, sosteniéndose la hipétesis de que las dos herramientas pueden
combinarse para obtener resultados sélidos y mds relevantes.

Otra linea en el campo de lo tecnolégico se abre con las aportaciones
sobre el uso de la robética educativa en la geometria. Los efectos de una
intervencién con robots con ganancias estadisticamente significativas en la
promocién del pensamiento computacional y de habilidades de visualizacién
como la rotacién mental se pueden ver, por ejemplo, en los estudios de
Bellas et al. (2019) o Diago et al. (2021).

El modelado e impresién 3D es otro de los recursos que estd recibiendo
atencién por la virtud que se le supone para el desarrollo de conocimientos
y habilidades matemiticas, asi como para permitir establecer conexiones
inter e intramatemdticas. Beltrin-Pellicer y Rodriguez-Jaso (2017) exploran
los posibles usos de las impresoras 3D en matemiticas en diferentes niveles
educativos, centrandose en el uso de BlocksCAD, un entorno web de
programacién visual por bloques, de aspecto similar a Scratch. Con esta
herramienta, los cuerpos en el espacio se describen mediante algoritmos que
incluyen el uso de unas pocas primitivas, como prismas y esferas, transfor-
maciones geométricas y operaciones légicas y de conjunto. En Beltran-
Pellicer et al. (2020) se describe el recurso y se proponen ejemplos de tareas
que se han puesto en préctica con alumnado del segundo ciclo de la ESO y
en Beltrin-Pellicer y Mufioz-Escolano (2021) se presenta una experiencia
con futuros docentes. Por su parte, Fernandez-Lépez et al. (2024) exploran
el impacto a nivel del dominio afectivo del empleo del disefio 3D en un
proyecto STEAM con futuro profesorado de primaria.

La realidad aumentada y la realidad virtual inmersiva son otros de los
recursos tecnoldgicos emergentes sobre los que se estd configurando una
linea dentro de este eje. Miembros del grupo APRENGEOM participan
en el desarrollo de NeoTrie VR, un software de geometria dindmica que
utiliza realidad virtual inmersiva, permitiendo a los estudiantes crear, visua-
lizar, manipular e interactuar dinimicamente con objetos y modelos geomé-
tricos en 3D dentro de un entorno tridimensional (Moral-Sdnchez et al.,
2023; Rodriguez et al., 2021). Este software promueve el desarrollo de los
procesos de visualizacién, construccién y argumentacién, fundamentales en
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geometria. Se estdn llevando a cabo investigaciones centradas en su uso para
la ensefianza y aprendizaje de la geometria en aulas de educacién primaria y
secundaria (Rodriguez, 2021; Rodriguez et al., 2021; Romero et al., 2023) y
se estin explorando sus beneficios en comparacién con los métodos cldsicos
para el estudio de las formas 3D y su relacién con la geometria 2D (Flores-
Bascufiana et al., 2019).

Lineas futuras y Desafios en APRENGEOM

Desde APRENGEOM se han identificado distintas lineas de investigacién
que marcardn parte del rumbo de la investigacién del grupo en los préximos
afos y apuntan a una serie de desafios a los que la investigacién en didactica
de la geometria debiera dar respuesta.

Los trabajos sobre visualizacién y razonamiento espacial han ido enfo-
cindose hacia su relacién con la argumentacién y el talento matemitico, y la
produccién hacia el nivel de educacién infantil comienza a despegar. En los
niveles superiores, cobra protagonismo el estudio de los procesos de definir
en geometria. A la vista de la evolucién de las lineas aqui presentadas, parece
que el devenir natural debiera ir en parte hacia el papel que juegan los
mediadores tecnolégicos en los distintos procesos matematicos. Recipro-
camente, las lineas de investigacién en torno a recursos tecnoldgicos iniciadas
debieran afinar cada vez mds en la delimitacién de su potencial contribucién
al desarrollo de esos procesos y también al nivel del dominio afectivo.

En este sentido, un primer desafio apunta a la integracién de teorias y
perspectivas emergentes para analizar los procesos de ensefianza y aprendizaje
de la geometria. El potencial de combinar diversos marcos teéricos y focos
de interés abre nuevas posibilidades de interpretacién y andlisis que podrian
mejorar la calidad de los resultados de investigacién de cara a su transferencia
al disefio de tareas y desarrollo de nuevas metodologias.

En la misma direccién, se hace necesaria la colaboracién con docentes
de distintos niveles educativos en el disefio y evaluacién de propuestas basadas
en recursos emergentes (razonamiento automitico, realidad aumentada...)
ante el reto de evaluar su efectividad real como instrumentos para el
aprendizaje, garantizando su accesibilidad y equidad en contextos diversos.
Se subraya la necesidad de romper las barreras tradicionales entre las escuelas
y las facultades de educacién, promoviendo un didlogo constante y bidirec-
cional que permita construir una visién més amplia y conectada de la realidad
educativa. Teniendo en cuenta el objetivo 4 del desarrollo sostenible (ONU,
2015), otra linea de investigacién futura se dirige a fortalecer la accesibilidad
educativa y fomentar la inclusién del alumnado con necesidades educativas
especiales, en lo que a la comprensién de conceptos geométricos se refiere.
Esto implica, en muchos casos, la creacién de materiales para la geometria
especificos de la necesidad y el andlisis de su impacto en el alumnado.
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Por dltimo, desde un enfoque mds holistico, todo lo anterior debiera
apuntar a la fortaleza de la formacién inicial y continua del profesorado en
los niveles de infantil, primaria y secundaria. Se hace necesaria una preparacién
sélida en contenidos geométricos y didédcticos que permita abordar la
geometria con profundidad y adaptabilidad. El actual enfoque STEAM en
los curriculos exige desarrollar marcos de investigacién que exploren cémo
las estrategias interdisciplinarias y las tecnologias estin transformando la
ensefianza de la geometria. Esto implica, como se ha dicho, evaluar el
impacto de herramientas digitales especificas y, por otro, fomentar la
colaboracién interdisciplinaria. Con relacién a esto tltimo, la concrecién de
propuestas formativas fundamentadas parece necesitar el didlogo entre los
marcos tedricos de formacién del profesorado de matemiticas y los de otras
disciplinas cientifico-tecnoldgicas y sociales.

En sintesis, los desafios en la ensefianza y aprendizaje de la geometria,
desde APRENGEOM, requieren un enfoque integral que combine formacién
docente, innovacién tecnolégica, investigacion interdisciplinaria y una
conexién mds estrecha entre la teoria y la prictica educativa.

Conclusiones

Sin duda alguna, SOMIDEM y SEIEM comparten intereses comunes con
relacién al estudio de la geometria. Se ha observado convergencia tanto a
nivel de algunos de los marcos tedricos empleados (Van Hiele, Duval,
EOS), como del corte metodolégico de los estudios, la mayoria de tipo
cualitativo o mixto. También es patente en los dos casos el impacto que ha
tenido la consolidacién de mediadores como GeoGebra en la investigacién
en educacién geométrica. En un futuro cercano seria interesante compartir
instrumentos con los sujetos de estudio e intercambiar miradas de andlisis e
interpretaciéon de resultados obtenidos. También seria importante enlazar
talleres en modalidad virtual, conferencias, etc., con el fin de retroalimentar a
ambos grupos de investigacién y favorecer que nuestros estudiantes interac-
tden con otros homdélogos de ambas sociedades.

Las sinergias entre los dos grupos (sociedades) podrian contribuir al
avance de los desafios esbozados. En el caso del GT'T2 se ha referido en
este capitulo alguna investigacién con relacién a las conexiones de la
geometria con otras ramas y con un enfoque de investigacién mds interdis-
ciplinar, lo que se formula como un desafio desde APRENGEOM.
Reciprocamente, en APRENGEOM se aprecia un aumento incipiente en
la produccién de trabajos orientados a los niveles de infantil y primaria, que
no se da en el caso del GT'T2, lo que parece que venir condicionado, entre
otras cosas, por el perfil de las personas investigadoras del GTT2, que en su
vertiente docente dirigen su labor exclusivamente a la formacién del
profesorado de secundaria. En particular, desde el GTT2 se identifica
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como una necesidad avanzar en la investigacién de la formacién para la
ensefianza de la geometria del profesorado de educacién infantil. Dentro de
la SEIEM, ademds de los aportes desde APRENGEOM, en los ultimos
afios se estd avanzando en la concrecién de los modelos de conocimiento
especializado del profesor de matemdticas al nivel de infantil, principalmente
desde el marco del modelo de conocimiento especializado del profesorado
que ensefia matematicas (MTSK).
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Abstract

This study highlights the collaboration between research groups from Spain and
Mexico interested in the history of mathematics and mathematics education. In
order to do this, this initiative outlines the current state of research in this field in
both countries, describes the existing literature on studies conducted during the last
few years, and identifies the various interests that will drive future works. The project
has revealed the diversity of theoretical and methodological approaches that enrich
this thematic line, the value of the studies already done in this field, and the
discoveries yet to come. It also underscores the need to create a shared space
between both research teams to exchange findings and experiences, fostering debate,
discussion, and academic participation among their members.

Keywords
Mathematics, history of mathematics, history of mathematics education, mathematics
education.

Introduccién

La investigacién sobre las diferentes interacciones que se establecen entre
los campos de la Historia de las Matemiticas y la Educacién Matemaitica
ha desempefiado un papel fundamental en la evolucién de la investigacién
en Educacién Matemadtica actual. Este enfoque interdisciplinar enriquece y
contribuye al desarrollo de los constructos tedricos clave que permiten
entender el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matemiticas, por lo
que se debe continuar fomentando las sinergias entre ambos campos de
investigacion.

A nivel internacional, es a partir de la década de los ochenta del siglo
XX cuando se produce un notable aumento de interés en este tépico, lo que
se refleja en el crecimiento significativo del nimero de investigadores
dedicados a este campo, asi como a la organizacién de congresos, simposios
y otros eventos académicos. Destacan principalmente la creacién del grupo
de investigacion International Study Group on the relations between History and
Pedagogy of Mathematics (conocido como grupo HPM) y de los ICME Topic
Study Groups especificos dedicados al rol de la Historia de las Matematicas
en la ensefianza de la materia y al estudio de la Historia de la Educacién
Matematica.

No obstante, Schubring (2014) expone que ya en el siglo XIX es posible
encontrar los primeros trabajos internacionales que centran su atencién en
los distintos focos de la linea de investigacién sobre Historia de la Educacién
Matemitica. Ejemplos de ello son la historia de la ensefianza de las
matemadticas en distintas instituciones o en distintas regiones y paises, asi
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como los distintos métodos utilizados a lo largo de la historia para la
enseflanza de diferentes contenidos. Estos estudios contindan con mayor o
menor intensidad durante el siglo XX en distintos paises, amplidndose las
temdticas abordadas para incluir por ejemplo el andlisis de los libros de texto
para la ensefianza de las matematicas o la formacién de los futuros profesores
de matematicas. Asimismo, se abordan estudios mds especializados sobre un
pais, sobre historia internacional o sobre las Gltimas tendencias metodo-
légicas, todo ello con el objetivo de descubrir la realidad de la practica
educativa mds alld de las decisiones administrativas. Sin embargo, estas
investigaciones fueron en su mayoria iniciativas individuales hasta el ICME
10, celebrado en 2004, cuando se creé el Topic Study Group 29 sobre History of
Teaching and Learning Mathematics (Historia de la Ensefianza y el Apren-
dizaje de las Matemiticas).

Del mismo modo, el interés por integrar la Historia de las Matematicas
en la educaciéon matemitica se remonta a la segunda mitad del siglo XIX,
con las primeras apariciones de la historia de las matematicas en los libros
de texto de la época. Mis tarde, a principios del siglo XX, se reavivaron
debates relacionados con los fundamentos de las matemdticas que conside-
raban a la historia de la materia como un recurso clave para diferentes
enfoques epistemoldgicos y para la construccién de ideas relacionadas con
el proceso de ensefianza y aprendizaje. Durante los afios sesenta y setenta
del siglo pasado, comenzaron a surgir voces que empezaron a cuestionar la
esencia de las matemdticas y su papel en la construccién del conocimiento y
que la concebian como el resultado de una actividad humana y no solo
como un lenguaje que describe la realidad, sentando las bases de uno de los
principios fundamentales en los que descansa esta linea de investigacién. La
creacién de Working Groups tematicos en el Second International Congress on
Mathematical Education supone el origen del Working Group 11 titulado
Relations between the history and pedagogy of mathematics (Relaciones entre
la historia y la pedagogia de las matematicas) y el posterior nacimiento del
grupo HPM, que desde entonces trabaja en diferentes tematicas. Entre sus
objetivos principales se encuentra hacer investigacién empirica basada en
implementaciones reales en el aula; disefiar unidades didacticas especificas;
desarrollar diversos tipos de recursos didécticos; explorar y comprender la
respuesta de los estudiantes a la introduccién de la historia de las matematicas
en la ensefianza (incluida la formacién docente); disefiar, aplicar y evaluar la
enseflanza interdisciplinaria; establecer y/o criticar paralelismos entre el
desarrollo histérico y el aprendizaje en un aula moderna; beneficiarse
mutuamente de los constructos tedricos y los marcos conceptuales desarro-
llados en el contexto de otras disciplinas, especialmente la filosofia, la
epistemologia y la ciencia cognitiva, y evaluar la eficacia de todo esto en la

practica (Clark et al., 2018).
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La movilizacién a nivel internacional desperté interés entre los investi-
gadores espafioles que se dedicaban a la Didédctica de la Matematica. Asi,
durante el VII Simposio de la Sociedad Espafiola de Investigacién en
Educacién Matemaitica (SEIEM) celebrado en Granada en el afio 2003, se
celebré el primer seminario dedicado a la Historia de las Matematicas y la
Educacién Matematica (en adelante HMEM). Bernardo Gémez, quien
asumié las funciones de coordinador del seminario, invité a colaborar como
ponentes a los expertos Luis Puig de la Universitat de Valéncia Estudi
General, Fulvia Furinghetti de la Universita di Genova, y Maria Teresa
Gonzilez y Modesto Sierra de la Universidad de Salamanca. El resultado
principal del seminario fue el compromiso de diferentes investigadores de
seguir trabajando en esta temitica y la consecuente constitucién del Grupo
de Investigacion HMEM (Maz-Machado, 2019).

Pese a que el grupo de investigacién se constituyé formalmente en 2003,
la mayoria de sus miembros fundadores ya contaban con una destacada
trayectoria en este campo. Esto ha permitido al grupo desempefiar un papel
clave en la formacién de nuevos investigadores, brindando a quienes se han
interesado en esta drea la oportunidad de especializarse y enriquecer su
formacién investigadora en su seno.

Durante los primeros 10 afios, Alexander Maz Machado, de 1a Universidad
de Cérdoba, fue el encargado de coordinar las actividades del grupo. Tras él,
Luis Puig, de la Universitat de Valéncia, asumié la coordinacién durante 8
afios, y nuevamente, en 2018, Alexander Maz Machado retomé el cargo.
Bajo su coordinacién, en 2019 se organizé un seminario en el marco del
XXIII Simposio de la SEIEM celebrado en Valladolid, centrado una vez
miés en la HMEM y contando con las ponencias invitadas de Luis Puig de
la Universitat de Valencia (Puig, 2019a), Carmen Lépez Esteban de la
Universidad de Salamanca (Lépez-Esteban, 2019) y Gert Schubring de la
Universitit Bielefeld, Germany y la Universidade Federal do Rio de Janeiro,
Brazil (Schubring, 2019). Desde 2023, Carmen Leén Mantero de la
Universidad de Cérdoba y Maria José Madrid Martin de la Universidad
Pontificia de Salamanca han asumido la coordinacién del grupo.

En estos afios, la investigacién espafiola sobre HMEM se ha realizado
por grupos o investigadores individuales focalizados principalmente en las
universidades de Salamanca, Valencia, Granada, Cérdoba, Zaragoza,
Murcia y Pontificia de Salamanca. Prueba de ello es que distintos trabajos
bibliométricos constatan la inclusién de estudios en HMEM en las investi-
gaciones en Educacién Matemitica en Espafia en los dltimos afios (Bosch
et al.,2024; Bracho et al. 2014; Marco-Buzuniriz et al., 2016).

A su vez, grupos de investigaciéon en Educacién Matematica consolidados
incluyen la HMEM entre sus lineas de investigacién, ejemplos de ello son

Matematicas, Educacion y Sociedad SEJ-589 de la Universidad de Cérdoba,
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Investigacién en Educacién Matemdtica (S60_23R) de la Universidad de
Zaragoza, FQM-193. Didéctica de la Matematica y Pensamiento Numérico
de la Universidad de Granada o DIMATHEX - Did4ctica de la Matemitica
y Didéctica de las Ciencias Experimentales de la Universitat Jaume I.

Asimismo, la Tabla 1 recoge las tesis doctorales que se engloban en esta
linea de investigacién realizadas en los dltimos 10 afios (2015-2024). La
mayoria se encuentran publicadas en la seccién sobre tesis doctorales que
publica la web de la SEIEM (2024b). Se ha completado la informacién
gracias a la Base de datos de Tesis Doctorales (TESEO) (Ministerio de
Universidades, 2024).

Tabla1
Tesis doctorales realizadas en el marco del grupo HMEM entre 2015 y 2024

Las escuelas normales y la renovacién de la ensefianza de las matemdticas (1909-1936). Autora: Encarna
Sinchez Jiménez. Directores: Dra. Dolores Carrillo Gallego y Dr. Antonio Vifiao Frago.

Analisis histérico de las demostraciones en libros de texto sobre los teoremas de limites y continuidad.
De la Ley General de Educacién a la Ley Organica de Educacién. Autora: Laura Conejo Garrote.
Director: Dr. Tomés Ortega Del Rincén.

2015 La ensefianza de las matemiticas en la Armada Espafiola en el siglo XIX. Autor: Joaquin Comas

Roqueta. Directora: Dra. Elena Ausejo Martinez

La Geometria Analitica en los libros de texto para Secundaria y Universidad en Espafa en el siglo XIX.
Autora: Isabel Maria Sinchez Sierra. Directora: Dra. Maria Teresa Gonzélez Astudillo

Didictica de las matematicas y desarrollo profesional de una maestra. El caso de Maria Antonia Canals i
Tolosa. Autora: Maria Sotos Serrano. Directores: Dr. Ricardo Lépez Fernandez y Dra. Ana Belén
Sinchez Garcia

Los libros de aritmética en Espafa a lo largo del siglo XVI. Autora: Maria José¢ Madrid Martin.
Directores: Dra. Carmen Lépez Esteban y Dr. Alexander Maz Machado.

2016 74 evolucion de la Aritmética como material escolar en Espaiia durante el periodo 1789-1939. Autora:

Carolina del Rosario Carrillo Garcia. Directores: Dr. Ricardo Lopez Fernandez y Dra. Ana Belén
Sinchez Garcia

Juan Cortdzar y su contribucién a la formacién matematica espafiola en el siglo XIX. Autora: Carmen

2017 Maria Leén Mantero. Director: Dr. Alexander Maz Machado.

Acercando la historia de las matematicas al aula: una experiencia con alumnos de educacién secundaria.
2024  Autor: Jacinto Ruiz Cataldn. Directores: Dr. Alexander Maz Machado y Dra. Maria José Madrid
Martin.

Fuente: Tesis doctorales en Educacién Matemitica (SEIEM, 2024b) y Base de datos de Tesis
Doctorales (TESEO) (Ministerio de Universidades, 2024)

En la actualidad el grupo mantiene reuniones bianuales, una intermedia
en los meses de febrero o marzo, y una segunda durante los Simposios de la
SEIEM. Estas reuniones buscan ser un encuentro entre investigadores que
permita crear conexiones, revisar ideas, explorar futuras lineas de investigacion,
disefiar nuevos proyectos de investigacién, entre otros aspectos. Por ello, los
principales objetivos del grupo en la actualidad siguen siendo los establecidos
en la propuesta de 2003 (SEIEM, 2024a), aunque han ampliado su alcance

en los dltimos afios:
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* Difundir la investigacién espafiola relacionada con la Historia de las
Matemiticas y la Educacién Matemitica.

* Promover la investigacién hacia la Historia de la Educacién Mate-
mitica Espafiola y hacia la inclusién de la Historia de las Matematicas
y la Educacién Matematica en la Educacién Matematica.

* Elaborar una base de datos bibliografica de interés para la investi-
gacién en Historia de las Matematicas y la Educacién Matematica.

Por otro lado, en México en los afios setenta del siglo XX surge la inves-
tigaciéon en Educacién Matematica, orientada entre otras cuestiones en el
estudio histérico de los conceptos matemdticos que se ensefian en la educa-
cién superior (Avila, 2016). La Sociedad Mexicana de Investigacién y
Divulgacién de la Educacién Matemdtica (SOMIDEM) en 2023 realiza su
primer congreso, llamado SOMIDEM1 (Séinchez Aguilar, 2022) en el que
el Grupo de Trabajo Temitico 9 (GTT9) Historia, Filosofia de las
Matemaiticas y Matemitica Critica hace su primera participacién. El
GTT9 sélo ha formado parte de los dos congresos de SOMIDEM, el
segundo se llevé a cabo en marzo de 2025, y ambos se realizaron con una
diferencia de dos afios y en un formato virtual.

Los lideres de este grupo han sido Juan de Dios Viramontes Miranda y
Maribel Moreno Ochoa, quienes han coordinado las actividades antes,
durante y después del congreso. SOMIDEM cuenta con una editorial
propia, la cual hizo posible la publicacién de un primer libro derivado de las
temadticas presentadas en el congreso. Tras este evento, se lanzé una convo-
catoria después del congreso para proponer articulos, el primer libro fue
publicado en 2024, titulado Perspectivas actuales de la Educacion Matemdtica
y coordinado por M. Sdnchez Aguilar, M. del S. Garcia Gonzilez y A.
Castafieda (Eds.), donde aparece una introduccién del GTT9 llamada Entre
historia, filosofia y matemadtica critica con tres trabajos publicados en este
libro. Las publicaciones fueron, por orden de aparicién en el libro:

* Los instrumentos matemadticos en un libro de ensefianza matematica
de finales del S. XVIII en la Nueva Espafia, por Maribel Moreno
Ochoa.

* Hacia una educacién matemitica critica en la ensefianza de la
estadistica y la probabilidad, por Jests Salinas-Herrera y Ulises Salinas-
Hernandez.

* Uso de las fuentes originales, el caso de la justificacién de las
construcciones geométricas, por Juan de Dios Viramontes Miranda
y Heidy Cecilia Chavira.

El GTT9 considera que la historia de las matemadticas se enfoca en
rastrear el desarrollo de conceptos, teorias y métodos matematicos a lo largo
del tiempo, destacando su influencia mutua con la cultura y la sociedad
(Katz, 2009; Fauvel y Gray, 1987). Por su parte, la filosofia de las matematicas
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examina la naturaleza de esta disciplina, incluyendo preguntas sobre su
existencia, verdad y relacién con la realidad (Brown, 2008; Shapiro, 2000).
Finalmente, la matemdtica critica analiza cémo esta disciplina puede usarse
para interpretar fenémenos sociales y empoderar a las personas en contextos
diversos (Skovsmose, 1994).

El GTT9 es un espacio de anilisis y discusién enfocado en estudios
tedricos y empiricos sobre la implementacién de la matemitica educativa
tanto dentro como fuera del aula. Este grupo destaca la relevancia de la
historia de las matemdticas para explorar los procesos de creacién conceptual
y disefar actividades didécticas efectivas. Ademds, promueve cuestiona-
mientos profundos sobre cémo la historia, la filosofia de las matemdticas y
la matemitica critica pueden enriquecer nuestra comprensién de las
matematicas, su enseflanza y su impacto en el entorno educativo e inmediato.

Estado actual del grupo HMEM de la SEIEM
En la actualidad podemos hablar de que las lineas que han suscitado mayor
interés entre los investigadores espafioles del grupo de investigacién son
dos, por un lado, las investigaciones en Historia de la Educacién Matemitica
en Espafia y, por otro, la Historia de las Matemaiticas y la Educacién
Matemitica para la Educacién Matemitica, por otro.

En la primera podemos establecer una clasificacién de temadticas, no
excluyentes entre si, basada en la propuesta realizada por Maz-Machado, et
al. (2017). A continuacién, y sin el propésito de ser exhaustivos, se ejemplifican
estas categorias indicando algunas de las investigaciones realizadas en los
ultimos 10 afios (2015-2024):

* Matemadticos y autores de libros: estos estudios dan a conocer las
aportaciones de actores relevantes en la ensefianza de las matematicas
en Espaa a lo largo de la historia, que en la mayoria de las ocasiones
son desconocidos para el gran publico. Ejemplos de estos trabajos
son los que abordan las contribuciones del ingeniero espafiol Juan
Cortézar (Leén-Mantero et al., 2019), del marino andaluz Antonio
Terry y Rivas (Meavilla & Oller, 2015a) o del catedritico de mate-
miticas Pedro Puig Adam (Carrillo-Gallego et al., 2024).

* Legislacién y curriculo: Son investigaciones en las que se busca indagar
sobre los curriculos y planes de estudios del pasado en relacién con la
ensefianza de las matemdticas y cémo han afectado tanto al apren-
dizaje como a las metodologias empleadas. Ejemplo de ello es el
estudio centrado en la formacién matemdtica de los maestros en las
Escuelas Normales (Sinchez Jiménez y Carrillo Gallego, 2018).

* Libros de texto y otros materiales como catilogos o publicaciones
periédicas: Buscan conocer la forma en que se presentan los contenidos
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de todas las ramas de las matemadticas, las estrategias didicticas
presentes, el tipo de problemas y de qué manera se incorporan o se
ven reflejadas las normativas educativas en un determinado periodo
de tiempo. Asi, Madrid et al. (2023) analizan el tratamiento dado a
las matemdticas durante el siglo XVIII en el Semanario de Salamanca;
Puig (2022) centra su atencién en los sistemas de signos usados en
los libros de texto sobre dlgebra a lo largo del tiempo; Sénchez Sierra
y Gonzilez Astudillo (2017) estudian las soluciones negativas de una
ecuacién en los libros de texto sobre geometria analitica publicados
en Espafia durante el siglo XIX, Santdgueda-Villanueva y Gémez
(2021) analizan los problemas de aligacién en las enciclopedias
escolares espafiolas; y Carrillo (2018) estudié de qué manera se
incluyen en un conjunto de catilogos pertenecientes al periodo
1881-1936 los abacos.

* Contextos histéricos, cientificos y sociales: Tratan de identificar,
conocer y analizar el entorno social, histérico y de la propia ciencia
en el que se sucedieron diversos hechos relacionados con las matema-
ticas, su ensefianza y aprendizaje a lo largo de la historia. Entre ellos
destacamos el trabajo abordado por Oller-Marcén y Meavilla-Segui
(2018) sobre la instruccién de la aritmética en instituciones militares
a finales del siglo XIX.

* Instituciones: se centran en la formacién matemdtica que se impartia
a grupos especificos en centros de naturaleza militar, religiosa o civil,
como las Sociedades de Amigos del Pais, las academias militares o el
Seminario de Nobles de Madrid. Encontramos un ejemplo de este
trabajo en el realizado por Madrid et al. (2020) sobre el cultivo de las
matemdticas en la Academia de Guardiamarinas de Cadiz.

* Conceptos: son investigaciones enfocadas en el desarrollo de deter-
minados conceptos matemdticos en Espafia. Por ejemplo, el trabajo
de Leén-Mantero et al. (2022) sobre la evolucién de los métodos de
resolucién de tridngulos oblicudngulos durante el siglo XVIII y el de
Picado et al. (2015) sobre los sistemas métricos en la Espafia de la
segunda mitad del siglo XIX.

* Narrativas o historias de vida: estudian la vida y el trabajo de los
docentes en su contexto histdrico, permitiendo conocer mds sobre su
formacién y sus précticas docentes, etc. Ejemplo de ello es el estudio
de Sotos Serrano y Lépez Esteban (2015) sobre la profesora Maria
Antonia Canals i Tolosa.

En cuanto a los principales marcos teéricos y metodolégicos empleados
dentro de esta linea de investigacién, podemos hablar de una gran variedad
de referentes, algunos de ellos previos y otros que han surgido en los dltimos
afos, entre los que destacamos:
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* Las fases del método de investigacién histérica aplicadas a la investi-
gacién en historia de la educacién matemadtica que proponen Gonzéilez
Astudillo y Sierra Vazquez (2003).

* El andlisis de contenido propuesto por Maz (2009).

* Las categorias planteadas por Mufioz-Escolano y Oller-Marcén
(2019) para el andlisis de paratextos a partir de la obra de Genette.

* La perspectiva biogrifica y los relatos de vida, como proponen Sotos
Serrano et al. (2016).

Por otro lado, las investigaciones sobre el uso de la Historia de las
Matemiticas y la Educacién Matematica en el aula han sido abordadas
desde muy diversas perspectivas. Sin dnimo de ser exhaustivos a continuacién
se engloban algunas de las propuestas realizadas en los ultimos 10 afios
(2015-2024):

* Anilisis de las valoraciones sobre la introduccién de métodos del
pasado en aulas de Educacién Secundaria o de Universidad actuales.
En este sentido, Ruiz-Cataldn et al. (2024) analizan las percepciones
de estudiantes de Bachillerato sobre la introduccién del método
general de resolucién de ecuaciones desarrollado por Viete en el aula.
Por otro lado, Madrid et al. (2021) analizan las percepciones de futuros
docentes ante el uso de métodos de multiplicacién antiguos, como
son el método de celosia y el método egipcio.

* Propuestas de intervencion sobre problemas clasicos en el aula de
matematicas actual, como el disefiado por Meavilla y Oller (2015b)
sobre los problemas clisicos de relojes o el propuesto por Gémez
(2018) sobre el problema de los gemelos péstumos en el que se
destacan los beneficios de los métodos de resolucién usados en
diferentes épocas pasadas para el proceso de ensefianza y el aprendizaje
actual de las matematicas.

* Identificacién de las concepciones y creencias sobre el uso de la
historia de las matemadticas y la educacién matemadtica en el aula.
Entre este tipo de investigaciones encontramos el trabajo abordado
por Leén-Mantero et al. (2021) en el que se identifica la utilidad
otorgada al uso de la Historia de las Matematicas en el aula por
docentes en ejercicio y en formacién o el de Santigueda-Villanueva
y Lorenzo-Valentin (2019), en el que se analiza la importancia que
tiene integrar la Historia de las matemadticas en la formacién mate-
matica de los futuros docentes.

* Experiencias de uso de textos o materiales del pasado en la formacién
docente. Por ejemplo, Mufoz-Escolano y Oller-Marcén (2023)
disenaron una propuesta utilizando fragmentos sobre la ensefanza
de la aritmética elemental procedentes de la revista Escuela Espafiola.
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Entre los principales marcos teéricos y metodolégicos empleados, destacan
el propuesto por Rico (1997) sobre la evolucién histérica de los distintos
tépicos y conceptos matemdticos como uno de los organizadores del
curriculo, o los diversos estudios internacionales que apoyan la inclusién de
la historia de las matematicas en el aula desde diferentes perspectivas, como
Fauvel (1991) o Jankvist (2009).

Han sido diversos los proyectos de investigacién solicitados y concedidos
por diferentes organismos y que se han desarrollado en el seno del grupo en
los dltimos 10 afios (2015-2024). Destacamos los siguientes:

* La enserianza de las matemdticas en el siglo XVIII. Descripcion y andlisis
comparado de libros de texto (Referencia del proyecto: EDU
2016-78774-P) financiado por el Ministerio de Economia y Compe-
titividad y cuyo Investigador Principal fue Alexander Maz Machado.

* Entre los resultados obtenidos destaca el libro titulado Las matemdticas
en Esparia durante el siglo XVIII a través de los libros y sus autores en el
que participaron investigadores de distintas universidades espafolas
(Lépez-Esteban y Maz-Machado, 2020).

*  La difusion del conocimiento matemdtico en el nacimiento de la imprenta:
descripcion y andlisis comparado de Aritméticas del siglo XVI escritas en
castellano (Referencia del proyecto: EDU2011-27168) financiado por
el Ministerio de Economia y Competitividad y cuyo Investigador
Principal fue Alexander Maz Machado.

* Este dio lugar a numerosos resultados, entre los que se encuentra el
desarrollo de la tesis doctoral titulada Los /ibros de aritmética en Espafia
a lo largo del siglo XVI elaborada y defendida en 2016 por Maria José
Madrid Martin.

* Las primeras investigadoras y docentes del drea de Diddctica de la
Matemdtica en Esparia: trayectorias académicas, contribuciones y
obstdculos superados (Referencia del proyecto: P.P. 2022 Submod. 2.6)
financiado por la Universidad de Cérdoba y cuya investigadora
principal fue Carmen Maria Leén Mantero.

Bajo este proyecto se han realizado ya algunas de las entrevistas a docentes

e investigadoras relevantes (Madrid et al., 2023; Santdgueda et al., 2023), y
se espera poder publicar un libro que difunda las numerosas contribuciones
a la ciencia de estas mujeres.

También se han realizado proyectos de innovacién en este dmbito como
Incorporacién de fuentes histéricas en los procesos de ensefianza-aprendizaje
de la probabilidad y estadistica en el CUD de Zaragoza y Uso de fuentes y
materiales histéricos para el desarrollo del conocimiento especializado del
docente de matematicas de la Universidad de Zaragoza. Asi como situaciones
de aprendizaje STEM en la Educacién Obligatoria: integrando a mujeres
pioneras en la Historia de la Universitat Jaume 1.
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En definitiva, el grupo de HMEM alberga enfoques muy variados, lo
que permite su continuo crecimiento y expansion, a la vez que fomenta las
colaboraciones entre distintos investigadores de la misma temitica y abre
nuevos caminos y perspectivas de investigacién que abordar.

Lineas futuras del grupo HMEM de la SEIEM
Son diversos los desafios y temas emergentes que el grupo debe abordar en
el futuro, entre ellos destacamos:

Continuar con el desarrollo de investigaciones que profundicen en
las distintas lineas temdticas sobre la HMEM.

Ahondar en los distintos marcos tedricos que sustentan las investiga-
ciones en HMEM.

Fomentar el uso de la HMEM en el aula a través de experiencias en
todos los niveles educativos, y especialmente en los primeros niveles.
En este sentido, uno de los aspectos a destacar es que si, consideramos
los curriculos en distintas etapas de la Educacién Obligatoria vemos
que tanto el Real Decreto 157/2022, de 1 de marzo, por el que se
establecen la ordenacién y las ensefianzas minimas de la Educacién
Primaria (2022) como el Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo,
por el que se establece la ordenacién y las ensefianzas minimas de la
Educacién Secundaria Obligatoria (2022), mencionan la importancia
de dar a conocer al alumnado las contribuciones de las mujeres y los
hombres en las matematicas a lo largo de la historia y en la actualidad.
Por ello, consideramos relevante el fomento del uso de la HMEM en
el aula a través de distintas propuestas, lo que a su vez potenciard las
investigaciones empiricas en este campo.

Favorecer el uso de la HMEM en la formacién de los maestros y
profesores, lo que nuevamente impulsard la investigacién en este
campo. Para poder abordar este reto, es necesario tener en cuenta
que actualmente, en Espafia los futuros docentes de Educacién
Infantil y Educacién Primaria no reciben en general formacién sobre
HMEM, salvo aquellas experiencias puntuales que pueden realizarse
en las distintas asignaturas del Grado que cursen sobre Didictica de
la matematica, todo ello segtin la decisién del profesorado. Sin
embargo, los futuros docentes de Matemiticas en Educacién Secundaria
y Bachillerato, si reciben dentro del Midster Universitario en
Formacién del Profesorado de ESO y Bachillerato, formacién
especifica en historia de las matemdticas, ya que tal y como se indica
en la Orden ECI/3858/2007, de 27 de diciembre, por la que se
establecen los requisitos para la verificacién de los titulos universitarios
oficiales que habiliten para el ejercicio de las profesiones de Profesor
de Educacién Secundaria Obligatoria y Bachillerato, Formacién
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Profesional y Ensefianzas de Idiomas (2007), entre las competencias
que deben adquirirse se encuentra: “Conocer la historia y los desarrollos
recientes de las materias y sus perspectivas para poder transmitir una
visién dindmica de las mismas” (p. 53753).

* Analizar c6mo se incluye la HMEM en libros de texto, materiales
educativos, etc., de matemdticas actuales para conocer mejor la situacién
actual.

* Beneficiarse de las nuevas posibilidades que supone la digitalizacién
de fondos bibliograficos antiguos a nivel nacional e internacional y
cuyo acceso hasta el momento era muy limitado. Esto permitird el
surgimiento de nuevos temas de investigacién y la actualizacién de
temas ya conocidos, etc.

* Conectar las investigaciones realizadas en Espafa con las de otros
paises, favoreciendo los estudios internacionales.

* Impulsar la realizacién de tesis doctorales en el drea.

* Favorecer la difusién de las distintas propuestas e investigaciones en
HMEM.

Como pueden verse son muchos los retos pendientes, que sin duda
permitirdn el crecimiento del grupo. En este sentido, ya en los ultimos afios,
es posible ver cémo han surgido nuevas dreas de investigacién que no
habian sido tan abordadas hasta la fecha. Una de estas lineas es la relativa a
la inclusién de la historia de las matemdticas y la educacién matematica en
publicaciones periddicas, revistas, diarios, etc. Si bien es cierto que esta linea
de investigacién es reciente ya pueden encontrarse algunos estudios, como
Oller-Marcén (2023) quien habla sobre las matematicas en el Diario de
Barcelona del siglo XVIII; la seccién de matematicas del boletin La Escuela
(1913-1916) (Mufioz Escolano et al., 2022) o las matemadticas en el Semanario
de Salamanca (IMadrid et al., 2023). Asimismo, se han disefiado instrumentos
para facilitar el andlisis de la prensa periédica (Madrid et al., 2022).

Por otro lado, en nuestra sociedad actual en la que la igualdad efectiva de
hombres y mujeres es un objetivo especialmente relevante, aumentar los
conocimientos sobre mujeres matemdticas del pasado sin duda nos permitird
poner en valor su contribucién, para que puedan ser referentes en la actualidad.
Por ello pueden encontrarse ya estudios como Oller-Marcén (2020) sobre
Maria Andresa Casamayor, o Puig (2019b) sobre la formacién geométrica
de maestras en el siglo XIX. Estos estudios deben continuar en el futuro
pues permiten mostrar una perspectiva més completa sobre la HMEM.

Estado actual del GTT9 en la SOMIDEM

El Grupo de Trabajo Temitico 9 (GTT9) se orienta al estudio interdisci-
plinario de la historia y la filosofia de las matemiticas, asi como de la
matemdtica critica, todo ello desde una perspectiva situada en el campo de
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la matemitica educativa. Su propésito no se limita exclusivamente a aspectos
didicticos o pedagdgicos, sino que se extiende a la reflexion epistemoldgica,
ontolégica y sociopolitica del quehacer matematico. Entre sus lineas de
interés se encuentran la génesis y evolucién de conceptos matemadticos, la
influencia de los contextos histéricos y culturales en la construccién del
conocimiento matematico, y las implicaciones ideoldgicas y éticas de la
ensefianza y prictica de las matematicas.

E1 GTT9 reconoce la importancia de articular la investigacién educativa
con los debates contempordneos sobre la naturaleza, el lenguaje y la funcién
social de las matemadticas. En ese sentido, se constituye como un espacio
abierto a la discusién critica, el intercambio académico y la produccién
colectiva. Actualmente, el grupo estd en proceso de revisién de los articulos
que se propondrin para el segundo libro derivado de SOMIDEM?2, es
decir, del segundo congreso. Aunque todavia no se encuentra consolidado
formalmente como grupo de investigacion, el GTT9 trabaja activamente
para fortalecerse a través de la presentacién de ponencias diversas, la incor-
poracién de nuevos miembros y la articulacién con redes académicas afines.

Un primer reporte del GTT9 como resultado de SOMIDEM1 se
encuentra en el libro Perspectivas actuales de la Educacion Matemdtica:

La mayor parte de los trabajos enfatizaron en lo conveniente de proponer

secuencias diddcticas, considerando los aportes de la historia de las matemdticas

para el manejo de conceptos y temas. De esta manera, se busca que las matematicas
no sean vistas como una disciplina descontextualizada de la sociedad. Asi
mismo, se hablé de considerar la divulgacién de la ciencia en la ensefianza como

otra forma interesar y de acercar al profesorado y a los estudiantes a la ensefianza y

aprendizaje de las matemiticas. (Moreno Ochoa & Viramontes Miranda, 2024;

pp. 327-328).

Los temas y dreas de investigacién mds relevantes en el grupo incluyen:

1. Historia de las matemaiticas: Esta linea de investigacién se enfoca en
el andlisis histérico del desarrollo de conceptos y practicas matemadticas,
considerando tanto sus contextos socioculturales como sus transformaciones
a lo largo del tiempo. Se estudian ejemplos histéricos significativos que
permiten comprender cémo el conocimiento matematico ha sido moldeado
por necesidades practicas, visiones filoséficas y estructuras institucionales.
Ademis, se indaga en el uso de la historia como herramienta didéctica,
mediante la incorporacién de narrativas histéricas en el disefio de tareas
matemidticas que favorezcan una comprensién mds profunda y significativa
del saber matemitico (Katz, 2009; Fauvel & Gray, 1987).

En el contexto de la SOMIDEM?2, se exploraron propuestas de secuencias
diddcticas basadas en hitos histéricos como el surgimiento del cdlculo infini-
tesimal, la geometria griega o la teoria de nimeros, con énfasis en su potencial
formativo.
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2. Filosofia de las matematicas: Esta linea se orienta al estudio de los
fundamentos epistemoldgicos y ontolégicos de las matematicas, asi como de
las diferentes concepciones filoséficas que han orientado su desarrollo, tales
como el logicismo, el formalismo, el intuicionismo y el platonismo. Se
reflexiona sobre las implicaciones que estas posturas tienen en la enseflanza
y el aprendizaje de las matemadticas, especialmente en lo relativo a la
construccién del significado matemdtico por parte de los estudiantes
(Brown, 2008; Shapiro, 2000). Actualmente, dentro del grupo se investiga
cémo estas concepciones influyen en la formacién del pensamiento
matemadtico en distintos niveles educativos, y se discute el papel que tiene
la filosofia para fomentar una actitud reflexiva y critica ante la naturaleza
del conocimiento matemadtico. Para SOMIDEM2, las ponencias vinculan
marcos filoséficos con pricticas de aula, explorando cémo las distintas
visiones del conocimiento pueden traducirse en propuestas diddcticas
concretas.

3. Matemaitica critica: Inspirada en los planteamientos de Ole
Skovsmose (1994), esta linea busca problematizar el papel de las matematicas
en la reproduccién o transformacién de estructuras sociales. Se analizan
las relaciones entre matemadticas, poder y ciudadania, con el objetivo de
promover una educacién matemidtica que contribuya al desarrollo de una
conciencia critica. Las investigaciones actuales incluyen el andlisis de
discursos escolares, el estudio de contextos de exclusién y desigualdad, y la
construccién de propuestas didécticas orientadas al empoderamiento de los
estudiantes a través de la resolucién de problemas socialmente relevantes.
En el marco de SOMIDEM?2, los trabajos abordaron la ensefianza de las
matemdticas con enfoque critico en contextos multiculturales y con
poblaciones vulnerables, asi como el uso de proyectos interdisciplinarios
para el analisis de problemdticas locales mediante herramientas matematicas.

Principales marcos teéricos y metodolégicos

Historia como herramienta diddctica: El uso de la historia de las matematicas en
la ensefianza no se limita a una dimensién anecdética o decorativa, sino que
se concibe como una via para comprender la evolucién conceptual, episte-
moldgica y cultural del pensamiento matematico. Esta linea investiga cémo
la reconstruccién de trayectorias histéricas —por ejemplo, el desarrollo del
numero irracional, el cdlculo infinitesimal o la geometria euclidiana— puede
contribuir a la comprensién profunda de los conceptos por parte del
estudiantado, asi como a una visién mds humanizada y contextualizada de
las matemiticas (Katz, 2009). Las investigaciones actuales exploran la
adaptacién de relatos histéricos como estrategias diddcticas, el disefio de
tareas basadas en fuentes primarias y el andlisis del papel de los errores
histéricos como recursos para promover la reflexién metacognitiva.
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Enfoques criticos en educacion matemdtica: Esta linea se enfoca en
comprender y transformar las relaciones entre las matemiticas, la educacién
y la sociedad, tomando como base los aportes de la matemitica critica y de
los estudios sociopoliticos en educacién. Inspirados en Skovsmose (1994),
los trabajos en esta drea analizan cémo las matemdticas pueden ser una
herramienta de emancipacién y de desarrollo del pensamiento critico,
especialmente en contextos de desigualdad, exclusién o diversidad cultural.
Las investigaciones actuales abordan, por ejemplo, el disefio de proyectos
interdisciplinarios con problemdticas reales, el andlisis de discursos normativos
en los libros de texto y el papel de la alfabetizacién matematica critica para
la participacién ciudadana.

Esta linea busca no sélo comprender, sino también incidir en la préctica
educativa, desarrollando propuestas pedagégicas que promuevan la agencia
estudiantil y el compromiso ético.

Meétodos cualitativos de investigacion: En consonancia con la naturaleza
interpretativa de las preguntas que guian al grupo, se privilegia el uso de
metodologias cualitativas que permiten explorar en profundidad las
experiencias, significados y practicas de los actores educativos. Se emplean
herramientas como el estudio de caso, la entrevista semiestructurada, la
observacién participante y el andlisis documental, para captar la complejidad
del aula como espacio cultural y discursivo (Merriam & Tisdell, 2015). Las
investigaciones actuales incluyen andlisis de interacciones en clase, recons-
truccién de trayectorias de aprendizaje, y estudios sobre creencias y concep-
ciones de docentes en formacién inicial, con el propésito de generar conoci-
miento situado y relevante para la mejora de la prictica educativa.

Teorias del aprendizaje con enfoque constructivista: Las investigaciones del
grupo se apoyan en marcos teéricos que conciben el aprendizaje como un
proceso activo, situado y mediado culturalmente. Desde el constructivismo
genético de Piaget hasta el constructivismo sociocultural de Vygotsky,
pasando por el enfoque pragmatista de Dewey, se reconoce que los
estudiantes no son receptores pasivos, sino sujetos que construyen activa-
mente su conocimiento a partir de sus experiencias previas, las interacciones
sociales y los contextos culturales (Dewey, 1938; Vygotsky, 1978). Actual-
mente se estudian, por ejemplo, los procesos de construccién de significado
matemdtico en escenarios colaborativos, el papel del lenguaje y la mediacién
semidtica en la comprensién de conceptos abstractos, y el disefio de trayec-
torias hipotéticas de aprendizaje que articulen niveles progresivos de forma-
lizacién.

Lineas futuras del GTT9 en la SOMIDEM
E1 GTT9 se propone como un espacio de reflexion critica y multidimensional
en torno a las matemdticas, su enseflanza y su funcién en diversos contextos
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histéricos, sociales y culturales. Entre los temas que se espera discutir se
encuentran las problemidticas relacionadas con la evolucién de conceptos
matemdticos a lo largo de la historia, poniendo énfasis tanto en su dimensién
teérica como en las condiciones sociales, filoséficas y tecnoldgicas que posibili-
taron su surgimiento y transformacién. Esta perspectiva incluye también el
andlisis del proceso de institucionalizacién de las matemiticas en México,
entendido como la conformacién de estructuras curriculares, politicas
educativas y mecanismos de legitimacién del saber matemadtico en diferentes
momentos histéricos.

Asimismo, el grupo se interesa por examinar criticamente los modelos
de libros de texto utilizados en distintas épocas, reconociendo en ellos no
solo instrumentos didacticos, sino también artefactos culturales que reflejan
determinadas concepciones de la matemadtica, del aprendizaje y del sujeto
educable. Estas investigaciones buscan revelar las implicaciones ideoldgicas
y normativas de tales materiales, asi como su impacto en la configuracién de
précticas pedagdgicas y en la construccién del conocimiento matemadtico
escolar.

Otro eje central del GTT9 es la reflexién sobre la naturaleza de las
matemadticas en la sociedad contemporinea, interrogando sus fundamentos
epistemoldgicos, su relacién con otras formas de conocimiento, y sus usos
en contextos tecnocientificos, politicos y econémicos. Desde esta 6ptica, se
promueve un didlogo que no solo tenga un fin didactico o pedagédgico, sino
que también permita realizar una critica profunda de las matemdticas
mismas, cuestionando su aparente neutralidad y desentrafiando el papel que
desempefian en la reproduccién o transformacién de estructuras sociales.

En consonancia con una postura no eurocéntrica ni universalizante, el
grupo se abre también a considerar trabajos que aborden las matematicas
desde otras epistemologias, particularmente aquellas que surgen de
comunidades indigenas o contextos socioculturales alternativos. En esta
linea, se valoran especialmente los estudios etnogrificos que investigan el
uso de conocimientos matemadticos localizados, asi como las formas de
razonamiento y simbolizacién propias de estas comunidades, reconociendo
su historia, su légica interna y su valor epistemoldgico. Tales enfoques
contribuyen a ampliar el horizonte de lo que se entiende por “matematicas”,
enriqueciendo el campo con perspectivas plurales, criticas y contextualizadas.

Conclusiones

Como se muestra en las secciones previas, la investigacién en HMEM es
una linea de interés en las investigaciones en Educacién matemadtica en los
distintos paises. El disefio de este estudio ha permitido reconocer puntos de
encuentro entre ambos grupos de investigacién. Por un lado, las investiga-
ciones en historia de la educacién matemadtica analizan libros de textos del
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pasado o la evaluacién de los conceptos en el tiempo y en los distintos
contextos sociales y, por otro lado, la introduccién de distintos contenidos
de la historia de las matematicas en el aula.

Ambos grupos poseen una vision globalizada en cuanto a marcos tedricos
y metodolégicos que pueden complementarse y aportar herramientas a los
distintos problemas de investigacién que surjan.

Este punto de partida nos dice que, sin duda, seria posible plantear
conexiones entre nuestros grupos, por ejemplo, un enfoque a considerar que
no se aborda desde el grupo HMEM de la SEIEM es la conexién con la
filosofia de las matematicas. Esta podria dar lugar a una nueva linea de
trabajo paralela a seguir.

Asi mismo, seria interesante realizar trabajos comparativos conjuntos
sobre la Historia de la Educacién Matemaitica en cada pais, relativos a los
libros de texto utilizados para la ensefianza, la legislacién y los planes de
estudio, posibles conexiones entre los matemdticos y los autores de libros,
historias de vida y narrativas de profesores y maestros en cada pais, entre
otros.

Seria de interés también la participacién en experiencias combinadas en
la que se integre la HMEM en el aula, ya que la comparacién de los
resultados obtenidos en contextos diferentes puede ser rica y de utilidad.

Es por ello por lo que, para afianzar estas relaciones, se ha propuesto a
dos miembros del grupo de Historia de las Matematicas de la SOMIDEM
que participen de forma virtual en el Seminario de Investigacién de
HMEM de la SEIEM que se celebré el 27 y 28 de febrero de 2025.Y a su
vez a dos miembros del grupo de HMEM de la SEIEM se les propuso
participar en el Congreso SOMIDEM?2: Grupo de Trabajo Temitico 9
(GTT9): Historia, filosofia de las matematicas y matematica critica.
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Palabras clave
Tecnologia educativa, educacién matemdtica y tecnologias digitales, pensamiento
computacional, inteligencia artificial, evaluacién digital.

Abstract

This chapter examines the evolution and future perspectives of in the integration of
digital technologies in mathematics education through the work of two research
groups: Entornos Tecnoldgicos en Educacion Matemitica (ETEM) from SEIEM
and Educacién Matematica y Tecnologfas Digitales (EMTD) from SOMIDEM.
The objectives and research lines of each group are presented, detailing the theoretical
and methodological frameworks employed, as well as the most relevant results
obtained to date. Furthermore, challenges and emerging areas in the use of technology
in mathematics education are identified, such as the impact of artificial intelligence,
computational thinking, and technology-mediated assessment. Finally, potential
synergies between ETEM and EMTD are proposed to foster future collaborations
that contribute to the advancement of the research in mathematics education and

technology.

Keywords
Educational technology, mathematics education and digital technologies, compu-
tational thinking, artificial intelligence, digital assessment.

Introduccién

A o largo de los dltimos afios, el uso de tecnologias digitales en la educacién
matemdtica ha cobrado una gran relevancia, generando diversas lineas de
investigacion en distintos contextos académicos. En este capitulo se analizan
los principales objetivos y temas centrales de dos grupos que han abordado
esta temdtica desde perspectivas complementarias: el grupo Entornos
Tecnolégicos en Educacién Matemiética (ETEM) de la Sociedad Espafiola
de Investigacién en Educacién Matematica (SEIEM) y el grupo Educacion
Matemitica y Tecnologias Digitales (EMTD) de la Sociedad Mexicana de
Investigacién y Divulgacién de la Educacién Matemiatica (SOMIDEM). A

continuacién, se presentan sus planteamientos y lineas de trabajo.

Principales objetivos
El principal objetivo del grupo ETEM de la SEIEM es analizar y comprender
temas relacionados con el analisis de fenémenos didacticos propios de la
educacién matemdtica en entornos tecnolégicos, considerando como
entorno tecnoldgico cualquier conjunto de herramientas tecnoldgicas (ya
sea software o hardware) que, aplicado en un contexto educativo, intervenga
en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemiticas. Ademds,
busca generar conocimiento basado en la investigacién para informar las
pricticas docentes y contribuir a la mejora de la educacién matematica.

Por su parte, el grupo EMTD de la SOMIDEM se centra en investigar

el uso e integracién de las tecnologias digitales en la ensefianza y aprendizaje
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de las matemdticas en diversos niveles educativos, con especial atencién en
el desarrollo de estrategias de ensefianza que incorporen herramientas digi-
tales en la resolucién de problemas. Entre sus objetivos se incluyen la
evaluacién del impacto de estas tecnologias en la formacién docente y en el
aprendizaje del estudiantado, atendiendo al desarrollo del razonamiento y
del pensamiento matemdtico.

Temas centrales

Ambos grupos comparten un interés comin en la exploracién de la tecno-
logia como un medio para enriquecer la ensefianza de las matemiticas. En
el caso de ETEM, las principales lineas de investigacién contemplan el uso
de software educativo, el pensamiento computacional, la inteligencia artificial
(IA) aplicada a la educacién matematica y las analiticas de aprendizaje. Se
presta atencién asimismo a la forma en que estas tecnologias pueden facilitar
la visualizacién de conceptos matemdticos, personalizar la ensefianza y
generar datos para la evaluacién del aprendizaje.

En cuanto a EMTD, el grupo ha desarrollado investigaciones sobre la
implementacién de tecnologias digitales en contextos educativos diversos,
en los que se incluye el uso de software dindmico para la ensefianza de las
matemdticas, plataformas de aprendizaje y metodologias basadas en la
utilizacion de entornos virtuales. También se ha planteado la integracién de
IA generativa y el disefio de estrategias de evaluacién que incorporen el uso
de tecnologias digitales. Ademds, la formacién de docentes es un aspecto en
el que se ha hecho hincapié en el periodo que se revisa.

Partiendo de esta coincidencia en el interés por las tecnologias digitales
aplicadas a la educacién matemadtica, resulta pertinente presentar la trayec-
toria y los planteamientos de ambos grupos. En este capitulo se presentan
los avances, intereses y proyecciones de ambos grupos de trabajo con el
objetivo de identificar posibles sinergias y dreas de colaboracién. Para ello,
se describird primero el estado actual de cada grupo, detallando las principales
lineas de investigacién, metodologias utilizadas y aportaciones recientes.
Posteriormente, se abordardn los desafios y tendencias emergentes en el
campo de las tecnologias digitales en la educacién matemitica. Finalmente,
se reflexionard sobre las oportunidades de colaboracién entre ETEM vy
EMTD, analizando c6mo la confluencia de enfoques puede enriquecer la
investigacién y la aplicacién de las tecnologias digitales en la ensefianza de
las matemiticas.

Estado actual del grupo ETEM
Breve descripcién de los intereses y proyectos actuales

El grupo ETEM es un grupo de trabajo vinculado a la SEIEM relativa-

mente joven. La semilla del grupo comenzé a gestarse en marzo de 2018 en
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Valencia, con la realizacién de un primer workshop sobre Entornos Tecnols-
gicos en Educacién Matemitica en la Facultat de Magisteri de la Universitat
de Valéncia. A este encuentro piloto asistieron 44 personas, la mayoria de
ellas vinculadas a la SEIEM, y en €l se presentaron 17 comunicaciones. En
2019, el germen del grupo se consolidé con una segunda edicién en abril en
el mismo lugar, edicién que sent6 las bases para su desarrollo formal. En este
segundo encuentro se presentaron 15 comunicaciones.

Desde antes de la consolidacién oficial del grupo ETEM en el seno de
la SEIEM, el interés del grupo ha sido dotar de un enfoque de investigacién
a la creciente cantidad de tecnologias educativas orientadas a desarrollar la
educacién matematica en diferentes niveles educativos. En esta linea, ademis
del principal objetivo del grupo mencionado anteriormente relacionado con
el analisis de fenémenos diddcticos, también son objeto de estudio el uso de
soluciones tecnolégicas que faciliten la obtencién de datos y métricas de
aprendizaje, bien a través de herramientas disefiadas ad hoc o de otras ya
existentes.

La clasificacién que, para este capitulo, se ha hecho de las tecnologias
utilizadas en la investigacién del grupo ETEM se basa en una observacién
sistematica de los trabajos presentados en el grupo y en los tipos de tecnologia
empleados. A diferencia de otras propuestas, como la de funciones didacticas
de Drijvers (2015), que clasifican las tecnologias segin su uso pedagégico
(herramienta, entorno de prictica, desarrollo conceptual), la de Hoyles y
Noss (2003), que distingue entre micromundos programables y herramientas
expresivas, o la de los roles clasicos de Taylor (1980), centrados en el papel
que desempefia la tecnologia (tutor, herramienta, alumno), la taxonomia
propuesta en este capitulo se interesa por la naturaleza y las caracteristicas
especificas de las herramientas asi como por los temas abordados.

De este modo, la clasificacién se organiza en siete categorias principales:
software especializado, plataformas educativas, dispositivos tecnolégicos,
IA, entornos 3D, pensamiento computacional y analiticas de aprendizaje.
Las contribuciones analizadas, junto con la categoria o categorias tecno-
légicas bajo las que se han clasificado, se presentan en la Tabla 1.

Como primera categoria dentro de esta clasificacién el software especia-
lizado ha desempefiado un papel central en las investigaciones del grupo,
con 14 contribuciones que han explorado aplicaciones como GeoGebra,
utilizada para construccién del conocimiento matemdtico mediante la
visualizacién y la modelizacién, o GeoPattern, creada para promover el
desarrollo del pensamiento algebraico temprano en estudiantes de Educacién
Primaria mediante la resolucién de problemas de patrones geométricos.
Algunas propuestas han abordado el uso de entornos especificos tales como
Mathematica para facilitar la resolucién de problemas avanzados en dlgebra
y célculo, o Matlab para la resolucién de problemas matematicos cldsicos
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desde un enfoque computacional. Otros sistemas como Read & Learn o
Read & Answer se han usado para estudiar el aprendizaje a través de aspectos
especificos en la resolucién de problemas, como la comprensién lectora de
enunciados y la deteccién de inconsistencias en ejemplos resueltos paso a
paso (worked examples). Este tipo de herramientas ha abierto nuevas vias de
investigacién al permitir registrar los comportamientos e interacciones de
los estudiantes con los contenidos matemadticos. También se incluye en esta
categoria a HINTS, un sistema tutorial inteligente que combina capacidades
adaptativas con un disefio especifico para el planteamiento y resolucién de
problemas verbales aritmético-algebraicos.

En la categoria de plataformas educativas, con 11 contribuciones, se
destacan los sistemas de gestién del aprendizaje, muchas veces también
utilizados como herramientas de analitica educativa. Asi, estas plataformas
pueden integrar algoritmos para ajustar las tareas segin el desempefio del
estudiante, como es el caso de Smartick, utilizada, por ejemplo, para la clasi-
ficacién automdtica de estrategias de cdlculo mental representadas en una
recta numérica vacia interactiva, o para introducir una secuencia de tareas
destinadas al aprendizaje de la modelizacién mediante el método grifico de
Singapur. Ademds, se han explorado entornos como PoliformaT, una
plataforma educativa utilizada para implementar metodologias como la
clase invertida, integrando recursos como videos, foros y evaluaciones en el
ambito universitario. Otras propuestas innovadoras son MathCityMap, una
aplicacién que permite crear y vivenciar paseos matemdticos a través de
dispositivos méviles, desarrollando habilidades matematicas mediante el
andlisis de objetos en entornos cotidianos; y EduCITY, que promueve el uso
de la ciudad como entorno educativo a través de rutas matemdticas disefiadas
para transformar los recursos del territorio en espacios de aprendizaje. Por
ultimo, Moodle, ampliamente reconocido como un sistema de gestién del
aprendizaje robusto, se ha utilizado en investigaciones para analizar el
rendimiento estudiantil y enriquecer la ensefianza mediante metodologias
basadas en datos.

Los dispositivos tecnolégicos, con nueve comunicaciones, han ampliado
también el abanico de posibilidades en la educacién matemidtica mediante
el uso de herramientas fisicas e interactivas. La robética educativa ha gozado
de un gran protagonismo con multiples propésitos. Por ejemplo, se han
presentado propuestas que han hecho uso del robot Bee-Boz para el estudio
de las habilidades espaciales en educacién primaria, asi como para estudiar
los procesos metacognitivos en alumnos de primeras edades escolares cuando
abordan y resuelven problemas. También se ha examinado el uso de mBor
durante el aprendizaje de las isometrias en el plano, relacionando conceptos
abstractos con actividades practicas de programacién y manipulacién directa.
La vertiente analégica también ha ocupado un espacio significativo merced
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al uso de dispositivos como Turing Tumble, un juego fisico que permite a los
alumnos manipular piezas mecdnicas para descubrir conceptos de 16gica o
secuencias algoritmicas, pudiendo aprender asi cémo pequefios cambios en
un sistema pueden influir en su comportamiento general. Por otro lado,
herramientas como el Eye-tracker han protagonizado trabajos sobre el estudio
del razonamiento matemdtico a partir de la medicién de la posicién y el
movimiento ocular durante el uso de un videojuego comercial. Por dltimo,
los dispositivos de respuesta remota c/ickers han mostrado su utilidad al
posibilitar la interaccién en tiempo real y la evaluacién formativa en el aula,
haciendo posible que los estudiantes participen activamente mientras los
docentes recopilan datos para ajustar su practica.

De los datos recopilados en algunas de las mencionadas plataformas se
nutren las analiticas de aprendizaje, que, con siete trabajos, han permitido
investigar patrones de interaccién y rendimiento mediante el andlisis de
datos educativos. Estudios realizados con herramientas como Moodle, Smartick,
TaskTimeTracker o los mencionados cfickers, han puesto de manifiesto la
posibilidad de capturar informacién en tiempo real y emplearla en la
prediccién del rendimiento académico.

El pensamiento computacional, presente en 17 comunicaciones distribuidas
en todas las reuniones, sobresale como el tema mds recurrente, reflejando el
interés del grupo ETEM por investigar tanto las bases tedricas como las
aplicaciones précticas de esta habilidad, junto con sus conexiones con la
educacién matemdtica. No en vano, la primera conferencia invitada que
tuvo lugar en la primera de las reuniones versé sobre el tema, deteniéndose
en una reflexién preliminar sobre el estudio de la ensefianza y aprendizaje
de la programacién en edades tempranas como proceso de resolucién de
problemas, atendiendo a las particularidades de este tipo de tareas y su
relevancia en la formacién del pensamiento computacional. A menudo
asociado con la programacién y la robética educativa, esta recientemente
acufiada habilidad ha sido abordada en el grupo a través de propuestas que
se han servido de robots como Bee-Bot o de simuladores como Abella, pero
también de dispositivos analégicos como el Turing Tumble. Ademds, iniciativas
como el proyecto PENSACT han promovido la integracién curricular del
pensamiento computacional en la formacién docente. Otro proyecto,
MAPS, ha explorado los fundamentos aritméticos de esta habilidad a través
del sistema Exploding Dots. También se ha investigado la transferencia de
estas competencias a contextos pricticos mediante la resolucién de
problemas de la vida real, como en las tareas Bebras, disefiadas para desafiar
a los estudiantes con retos accesibles pero intelectualmente estimulantes.
Por ultimo, aunque de manera secundaria, el pensamiento computacional ha
estado presente en otras investigaciones del grupo, como las propuestas con
BlocksCAD o el simulador Abella.
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Vinculada al pensamiento computacional, la reciente explosién de la IA
en 2022 ha comenzado a transformar significativamente las précticas de
ensefianza y aprendizaje, y la educacién matemdtica no ha sido la excepcién.
Aunque presente desde los inicios del grupo, ha cobrado un notable auge en
estos ultimos afios, acumulando un total seis comunicaciones. Entre sus
aplicaciones mds innovadoras estd el uso de la IA para la resolucién de
problemas mediante andlisis generativo, una linea de trabajo centrada en
identificar los errores a los que se enfrentan los grandes modelos del lenguaje
a la hora de determinar las cantidades necesarias para resolver problemas
matemdticos. Sin embargo, esta revolucién se asienta sobre un terreno
previamente abonado por décadas de investigacién en sistemas tutoriales
inteligentes, que ya venian marcando la pauta en la personalizacién del
aprendizaje en entornos adaptativos. Un caso notable es HINTS, un sistema
tutorial inteligente disefiado para el aprendizaje de la resolucién de problemas
verbales aritméticos y algebraicos, que jerarquiza contenidos y tareas en
funcién del rendimiento individual del estudiante para optimizar su apren-
dizaje. Ademds, se han desarrollado modelos dindmicos que emplean algo-
ritmos para predecir el éxito en la resolucién de problemas aritmético-
algebraicos, ajustando las tareas segln las estrategias empleadas por los
estudiantes. Algunas plataformas, como Smartick, han incorporado recien-
temente técnicas de IA para ofrecer secuencias de actividades adaptativas.

Por otro lado, los entornos 3D, que han protagonizado hasta siete
contribuciones, han abarcado desde tecnologias como el software para el
disefio de figuras geométricas hasta la realidad virtual y la aumentada,
pasando por la impresién 3D. Todas ellas constituyen entornos que han
hecho avanzar de manera apreciable la comprensién de conceptos mateméticos
complejos. Estas herramientas se han utilizado especialmente para fomentar
el desarrollo de la visualizacién tridimensional. Un ejemplo destacado es el
uso de NeoTrie VR en la ensefianza de la geometria tridimensional en
secundaria, concretamente para el aprendizaje de las simetrias en los sélidos
platénicos y arquimedianos. Ademds, herramientas como 7inkercad, Mathigon
y BlocksCAD se han utilizado para explorar y construir figuras geométricas
en 3D, contribuyendo al andlisis del conocimiento geométrico y la represen-
tacién espacial en diferentes niveles educativos. La impresiéon 3D también
ha ocupado un lugar destacado, permitiendo la creacién de modelos tangibles
que facilitan la visualizacién espacial y el andlisis geométrico, especialmente
en educacién secundaria.

Por tltimo, otros siete trabajos exploran temas que no encajan en las
categorias principales, como los videojuegos, los videos educativos, los
recursos en Internet, el modelo TPACK o los juegos de estrategia en
formato tecnoldgico, lo que da cuenta de la diversidad de intereses dentro

del grupo.
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Principales marcos teéricos y metodolégicos empleados

Es bien sabida la existencia de multitud de marcos teéricos y metodolégicos
en el dmbito educativo, cuyo objetivo no solo es el de analizar y entender
cémo aprenden las personas, sino también guiar el disefio de experiencias
de aprendizaje significativas y efectivas en diversos contextos educativos. La
Didictica de la Matemitica se ha nutrido de diferentes marcos para elaborar
adaptaciones tedricas y metodolégicas disefiadas ad hoc para abordar las
particularidades de esta disciplina. Asi, el enfoque constructivista o la teoria
sociocultural han sido reinterpretados para explicar fenémenos propios del
aprendizaje matemidtico, dando lugar a teorias adaptadas para entender
cémo las pricticas matemadticas se construyen en contextos especificos. Por
otro lado, marcos especificos como la Teoria de las Situaciones Diddcticas de
Brousseau, la Teoria Instrumental de Rabardel o el modelo APOS (Accién,
Proceso, Objeto, Esquema) han sido creados directamente para estudiar los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, abordando aspectos
como la interaccién entre el estudiante y las herramientas, la progresién
conceptual y el disefio de situaciones problemdticas que favorecen la
comprensién matemadtica.

El fuerte desarrollo tecnolégico experimentado en el inicio del siglo XXI
ha conllevado la incorporacién de la propia tecnologia en diferentes marcos
relacionados con la educacién. Para el caso de la educacién matemaitica, a
finales de la primera década de este siglo, Hoyles y Lagrange (2010),
Mathematics Education and Technology, describian algunos de los marcos
tedricos concretos empleados en la investigacién sobre la integracién de
herramientas tecnoldgicas en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
En concreto, el capitulo escrito por Drijvers et al. (2009) recopilaba marcos
tedricos empleados en la investigacion relacionada con la integracién de la
tecnologia en el dominio de la educacién matemdtica e identificaban los
aportes ofrecidos por estos enfoques. Asimismo, ponian de manifiesto la
importancia de diferentes factores, como el papel del lenguaje, el rol del
docente en entornos tecnoldgicos o la influencia de las distintas configura-
ciones disponibles en el disefio de las tareas. Estos aspectos, junto con la
creciente variedad de herramientas tecnolégicas disponibles actualmente,
abren un amplio abanico de posibilidades a la hora de seleccionar un
paradigma teérico o metodoldgico cuando se busca estudiar y comprender
las dindmicas de la ensefianza-aprendizaje mediada por la tecnologia.

En lo que concierne a la descripcién de los marcos metodolégicos y
tedricos empleados en las comunicaciones del grupo ETEM, el anilisis de
las 69 contribuciones presentadas en el grupo desde sus inicios nos indica
que en 43 de ellas (62%) se menciona explicitamente un marco tedrico o
metodolégico utilizado en el estudio, investigacién o intervencién presentada.
En cambio, en el resto de las comunicaciones (38%) no se aporta informacién
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que permita identificar el marco teérico. A pesar de que es habitual que la
mayoria de las contribuciones presentadas en las reuniones del grupo
ETEM versen sobre investigaciones en curso, proyectos en desarrollo o
situaciones practicas realizadas en el aula utilizando tecnologia, los resultados
indican que mds de la mitad de las propuestas se presentan bajo un claro
enfoque de investigacién, pues describen un marco metodolégico o tedrico
para la observacién directa, el disefio o el andlisis de los procesos de
ensefianza-aprendizaje de las matemdticas que integran herramientas
tecnoldgicas.

Como se verd en la préxima seccién, esta ratio de trabajos orientados a
la investigacién se ve reflejada en la produccién académica derivada de
trabajos presentados previamente en reuniones del grupo ETEM. Categori-
zando las 69 contribuciones con base en los paradigmas teéricos y metodolé-
gicos mds caracteristicos de la investigacién educativa en general, se obtiene
el siguiente panorama de marcos tedricos:

* 39 de las contribuciones (57%) emplean paradigmas propios de la
Educacién Matemadtica, indicando que estos marcos propios del drea
son los predominantes en los trabajos del grupo. Mids adelante se
analizard la distribucién de estos marcos tedricos y metodoldgicos
propios.

* 18 comunicaciones (26%) pueden categorizarse bajo el paradigma de
los modelos basados en pricticas, pues presentan estudios basados en
comunidades de prictica (colaborativa o individualmente), en
Aprendizaje Basado en Problemas o en proyectos llevados a cabo en
situaciones de aula. Asi, la cantidad de trabajos sobre procesos de
ensefianza-aprendizaje de las matemdticas con tecnologia en situa-
ciones précticas o de aula representa también un conjunto significativo.

* Cinco comunicaciones (7%) se enmarcan en el paradigma del diserio
instruccional (como por ejemplo el TPACK), pues presentan estudios
orientados a la creacién y evaluacién de entornos tecnoldgicos de
aprendizaje efectivos.

» Tres comunicaciones (4%) se clasifican dentro de la teoria de las
situaciones did4cticas, centrada en la interaccién entre el estudiante,
el docente y el medio (en este caso las herramientas tecnoldgicas
analizadas) en el proceso de aprendizaje matemitico.

* Finalmente, cuatro comunicaciones se categorizan en los marcos del
procesamiento de la informacién (una comunicacién; 1%), la génesis
instrumental (una comunicacion; 1%) y la perspectiva critica (dos
comunicaciones; 3%).

El panorama anterior refleja un fuerte énfasis de las contribuciones en

marcos especificos de la Didactica de la Matemitica, lo cual no es de extrafiar,
pues la especificidad de estos paradigmas ofrece ventajas significativas al
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abordar las particularidades de la ensefianza-aprendizaje de las matemiticas,
aunque esté mediada por herramientas tecnolégicas, como es nuestro caso.

Dentro de las 39 comunicaciones que emplean marcos especificos de

Didiéctica de la Matemadtica, haciendo una categorizacién similar, pero
tomando los enfoques tedricos propios del drea, se obtiene la siguiente
distribucién de los principales paradigmas teéricos o metodolégicos
empleados:

* 17 comunicaciones (44%) se categorizan dentro del paradigma de la
resolucién de problemas matematicos, centrado en la comprensién de
cémo los estudiantes resuelven problemas, analizando sus estrategias,
procesos o su competencia a la hora de resolverlos; elementos amplia-
mente estudiados por autores cldsicos como Pélya (1957) o Schoenfeld
(1985, 1992), entre otros. En estos trabajos, aunque la tecnologia
juega un papel relevante en el proceso de ensefianza-aprendizaje, el
objeto de estudio sigue siendo la comprensién profunda y la reflexién
sobre los procesos involucrados en la resolucién de problemas por
parte de los estudiantes.

* 18 comunicaciones (46%) quedan ubicadas bajo el paradigma del
pensamiento computacional, tan en boga desde su reciente inclusién
en muchos planes de estudio de diversos paises (Broley et al., 2024),
e identificado como uno de los principales actores del desarrollo de
las posibilidades de la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas
para este siglo XXI, complementando las matematicas tradicionales y
conectdndolas con la ciencia, la tecnologia, la ingenieria y otros campos
(Pérez, 2018). Ademds, la investigacién ha dejado claro que el
pensamiento computacional estd especialmente ligado a procedi-
mientos profundamente relacionados con la actividad matematica: la
propia resolucién de problemas como contenido, los procesos cognitivos
relacionados con la resolucién de problemas, y la formulacién de
soluciones que puedan ser transferidas o externalizadas a otra persona
o herramienta tecnoldgica (Kallia et al., 2021). No es de extrafiar, por
tanto, que en el grupo ETEM haya una fuerte presencia de trabajos
relacionados con el pensamiento computacional, pues queda implicito
en el objetivo germinal del grupo orientado al andlisis de la integracién
de las herramientas tecnoldgicas en los procesos de enseflanza-
aprendizaje de las matemiticas.

* Finalmente, se categorizan cuatro aportaciones (3%, cada una) en los
marcos relacionados con el modelo de Van Hiele, el early algebra, el
trabajo colaborativo en matemiticas y las trayectorias de aprendizaje;
reflejando un uso mds puntual de estos paradigmas, pero mucho mds
especializado y relacionado con las particularidades de las herramientas
tecnoldgicas empleadas en estudios concretos.
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Los diferentes desarrollos teéricos y metodoldgicos empleados por el
grupo ETEM reflejan un esfuerzo sostenido por integrar perspectivas tedricas y
metodoldgicas, tanto generales como especializadas, con el fin de responder
a las necesidades unicas de la educaciéon matemitica cuando se involucran
elementos tecnoldgicos. No obstante, queda patente que los marcos especia-
lizados ligados a la resolucién de problemas y al pensamiento computacional
son los paradigmas mds empleados en las contribuciones llevadas a cabo por

los miembros del grupo ETEM.

Resultados recientes o proyectos destacados

Desde sus inicios, el grupo ETEM ha venido auspiciando una notable
produccién académica derivada de las comunicaciones presentadas en sus
reuniones. Para evaluar esta actividad, se ha llevado a cabo un exhaustivo
proceso de rastreo que ha combinado la bisqueda sistemdtica en bases de
datos como Web of Science (WoS) y Google Scholar. Dicho proceso se ha
realizado mediante cadenas de busqueda destinadas a identificar las publi-
caciones derivadas de las comunicaciones presentadas en las reuniones del
grupo.

Estas cadenas han contemplado diversos elementos, como el nombre de
los autores, las palabras clave en espafiol y en inglés y el intervalo de tiempo
comprendido entre el afio de presentacién del trabajo y 2025. Por ejemplo,
para la primera comunicacién “Un entorno tecnolégico para el desarrollo de
herramientas heuristicas de resolucién de problemas basado en Bee-bot”,
presentada en la primera reunién de 2018, la cadena de busqueda utili-
zada fue la siguiente:

(AU=(Diago PD) OR AU=(Gonzélez-Calero JA) OR AU=(Arnau D)) AND

TS=("Primeras edades escolares” OR "Early childhood education" OR "Robética

educativa" OR "Educational robotics" OR "Resolucién de problemas” OR

"Problem-solving" OR "Pensamiento computacional" OR "Computational

thinking") AND PY=(2018-2025)

Asi pues, y aunque no se han cuantificado las actas de congresos y otros
formatos, pudimos identificar un total de 29 publicaciones derivadas: 19
indexadas en WoS y 10 en otras fuentes. En cuanto a su impacto nacional e
internacional, las publicaciones se distribuyen de forma equilibrada: 12
estdn escritas en espafiol, 16 en inglés, y una en ambos idiomas. Esto pone
de manifiesto tanto su presencia en el contexto hispanohablante como una
notable proyeccién de caricter global. Por otro lado, un analisis temdtico de
estas publicaciones nos permite observar la diversidad de intereses, para lo
cual se han retomado las siete categorias ya definidas anteriormente. Esta
clasificacién, elaborada ad hoc a partir de una observacién sistemdtica de las
contribuciones presentadas en el grupo, responde a la naturaleza y a las
caracteristicas de las herramientas tecnoldgicas utilizadas. A continuacion,
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se presenta la Tabla 1 con la clasificacién detallada de estas publicaciones y
las caracteristicas descritas.

Tabla 1

Clasificacion tematica y bibliogrdfica de las publicaciones derivadas del grupo ETEM
Ne Publicacién Formato Idioma WoS  Categorias

1 (Sanz et al., 2020) Articulo Inglés Si SE

2 (Orts Mufioz et al., 2018) Articulo Espaiiol Si SE

3 (Sanz Garcia et al., 2019) Articulo  Espafol/inglés Si AATA
4 (Cafiada et al., 2018) Articulo Espariol No SE

5 (Escriva et al., 2021) Articulo Espariol Si SE

6 (Rodriguez-Martinez et al., 2023) Articulo Inglés Si AA, DT
7 (Gea et al., 2018) Articulo Espafiol Si O

8 (Beltran-Pellicer et al., 2020) Articulo Espariol No 3D, PC
9 (Mufiz-Rodriguez et al., 2018) Articulo Inglés No PE
10 (Sudrez Zapata et al., 2018) Articulo Espariol No DT, PC
11 (Arbona Picot et al., 2019) Articulo Espafiol Si SE
12 (Diago et al., 2019) Articulo Espariol Si SE,PC
13 (Pla-Castells & Garcia-Ferndndez, 2020) Articulo Espariol No SE, AA
14 (Albarracin & Herndndez-Sabaté, 2020) Articulo Espariol No DT
15 (Del Olmo-Mufioz et al., 2023) Articulo Inglés Si (0]

16 (Gonzilez-Calero et al., 2019) Articulo Inglés Si DT
17 (Sanjosé et al., 2022) Articulo Inglés Si SE
18 (Rodriguez-Muiiiz et al., 2021) Articulo Espariol No O

19 (Garcia-Moreno et al., 2022) Articulo Inglés Si PC,SE
20 (Beltran-Pellicer & Mufioz-Escolano, 2021) Articulo Espariol No 3D, PC
21 (Van Vaerenbergh & Pérez-Suay, 2022) Capitulo Inglés No IA
22 (Pla-Castells et al., 2021) Articulo Inglés Si SE, AA
23 (Gavilan-Izquierdo & Gallego-Sanchez, 2024) Articulo Inglés Si (0]
24 (Pérez-Suay, Van Vaerenbergh, et al., 2023) Articulo Inglés Si PE, AA
25 (Pérez-Suay, Ferris-Castell, et al., 2023) Articulo Inglés Si PE, AA
26 (Del Olmo-Mufioz et al., 2024) Articulo Inglés Si SE,PC
27 (Nolla et al., 2024) Articulo Inglés Si 3D
28 (Sanchez-Lopez et al., 2024) Articulo Inglés No DT, PC
29 (Wu et al., 2025) Articulo Inglés Si IA

Software Especializado (SE), Plataformas Educativas (PE), Dispositivos Tecnolégicos (DT), Inteligencia
Artificial (IA), entornos 3D (3D), Pensamiento Computacional (PC), Analiticas de Aprendizaje (AA), Otra (O)



J. DEL OLMO-MUNOZ, V. HOYQOS, P. D. DIAGO, M. MARTINEZ-ORTEGA Y A. |. SACRISTAN 351

El software especializado se posiciona como el tema mds preponderante
en la produccién académica, con 11 publicaciones, especialmente en los
primeros afios del grupo, centradas en herramientas como GeoGebra, Read
& Learn o HINTS. Le sigue el pensamiento computacional, con siete
contribuciones, con un interés constante a lo largo del tiempo. La analitica
del aprendizaje, utilizada tanto para la prediccién del rendimiento académico
como para la adaptacién de procesos formativos, ha dado lugar a cinco
publicaciones. Los dispositivos tecnolégicos, como la robética educativa,
han inspirado cinco articulos, mientras que los entornos 3D, donde se
incluyen herramientas para la visualizacién y la impresién 3D, estin presentes
en tres trabajos. La IA, aunque presente desde los inicios del grupo, ha
cobrado impulso en los dltimos afios y cuenta con un total de tres publica-
ciones. Las plataformas educativas, tales como los sistemas de gestién del
aprendizaje, estin representadas en dos contribuciones. Por ltimo, otros
cuatro estudios abordan temas diversos que no encajan en las categorias
principales, como los recursos de Internet, los videos educativos o el modelo
TPACK.

Paralelamente a estas publicaciones cientificas, cabe destacar el lanza-
miento de la revista iETEM (Investigacion en Entornos Tecnoldgicos en
Educacion Matemdtica)l, una revista electrénica de acceso abierto relacionada
con el grupo ETEM. Presentada durante la reunién intermedia de 2019. La
revista iIETEM busca ofrecer un espacio para la difusién de resultados de
investigacién e innovacién sobre el uso de entornos tecnoldgicos en la ense-
fianza y aprendizaje de las matemadticas. Hasta la fecha, dos comunicaciones
presentadas en las reuniones del grupo han dado lugar a publicaciones en
esta revista, lo que demuestra su papel como canal para visibilizar los
proyectos destacados del grupo y estimular el intercambio académico en
este ambito.

Lineas futuras del grupo ETEM
Desafios o temas emergentes

En el horizonte de la investigacién en entornos tecnoldgicos para la ense-
fianza de las matemdticas se plantean multiples desafios. Durante la
pandemia de COVID-19, la brecha digital puso de manifiesto cémo las
desigualdades econémicas afectan la capacidad de los estudiantes para
participar plenamente en las modalidades de aprendizaje a distancia. Como
destacan Drijvers y Sinclair (2024), explorar cémo superar estas barreras, es
clave. Ademds, este acontecimiento puso de relieve la importancia de las
habilidades de resolucién de problemas matemdticos para abordar los
retos del mundo real y, ante la imposibilidad de que los estudiantes trabajaran

1 https://turia.uv.es//index.php/ietem/index
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juntos en persona, deben encontrarse nuevas vias para la colaboracién. Todo
esto ha constatado la urgencia de disefiar tecnologias educativas que sean
accesibles y pertinentes, tal y como apuntan Engelbrecht y Borba (2024).

Otro reto clave es la integraciéon efectiva de tecnologias emergentes
como la A y la personalizacién del aprendizaje. Aunque estas herramientas
tienen el potencial de enriquecer la ensefianza, su aplicacién requiere un
marco ético sélido y una formacién adecuada del profesorado para evitar
que se consideren meros sustitutos de las pricticas pedagdgicas tradicionales.
Este cambio de paradigma también afecta al rol del profesor, que deberd
adoptar un papel de facilitador y mediador a la hora de guiar el desarrollo
matemidtico de los alumnos, sacando partido de la IA para enriquecer las
experiencias de aprendizaje sin perder de vista el enfoque humano de la
educaciéon (Engelbrecht & Borba, 2024), mientras que los estudiantes
toman la iniciativa en su proceso de aprendizaje de las matemadticas como
investigadores (Hwang et al., 2023). No debe perderse de vista que existe el
riesgo de que estas aplicaciones refuercen los enfoques individualistas y
desconecten a los alumnos de las interacciones sociales necesarias para el
aprendizaje colaborativo, por lo que alcanzar el equilibrio entre personalizacién
y colaboracién es otro reto.

Ademis, estos fenémenos estin comenzando a poner en tela de juicio
las métricas de evaluacién tradicionales, pues exigen la adopcién de sistemas
capaces de medir en tiempo real competencias matemdticas complejas como
el razonamiento y la resolucién de problemas. Las métricas actuales,
centradas sobre todo en resultados superficiales, no siempre captan los
avances en el pensamiento conceptual de los estudiantes. En este sentido,
Lavicza et al. (2022) destacan la importancia de disefiar evaluaciones longi-
tudinales que midan tanto el aprendizaje inmediato como su transferencia a
contextos reales.

Nuevas areas o metodologias a explorar

Paralelamente a los retos emergentes, el grupo ETEM esta ante la coyuntura
de aventurarse en dreas ain no estudiadas o de avanzar en férmulas innova-
doras que amplien los horizontes de su actividad.

La literatura sugiere la conveniencia de una mayor integracién del
pensamiento computacional en los curriculos de matemadticas, del mismo
modo que en el pasado se amplié el plan de estudios para incluir la estadistica
y la probabilidad (Drijvers & Sinclair, 2024). Como habilidad en continua
evolucién, el pensamiento computacional deberia seguir ocupando un lugar
prominente en la investigacién, pero su integracién curricular requiere ahora
un enfoque mds holistico. Mds alld de la robética, el pensamiento compu-
tacional tiene el potencial para abordar problemas interdisciplinares y
conectar las matemadticas con situaciones de la vida cotidiana, favoreciendo
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que los estudiantes desarrollen habilidades para interpretar y resolver
problemas actuales. En esta linea de avance constante, surge la nocién de
“Pensamiento Computacional 2.0” (Tedre, 2022), que destaca cémo las inter-
acciones mutuas entre pensamiento computacional e IA permiten ampliar
su alcance, posibilitando que los estudiantes exploren temas como el apren-
dizaje automatico, el modelado de datos y los dilemas éticos de los sistemas
inteligentes.

Otro avance por explorar es el desarrollo de nuevos sistemas de evaluacién
adaptativa potenciados por la IA, también conocidos como hiperpersonali-
zacién (Engelbrecht & Borba, 2024). Estos sistemas pueden analizar los
avances de los alumnos, identificar ideas erréneas y ofrecer pistas o explica-
ciones, esto es, una asistencia personalizada que contribuya a una compren-
sién mds profunda. No obstante, ademds de las mencionadas cuestiones éticas,
la privacidad de los datos y el papel humano en el proceso de aprendizaje, su
implementacién plantea preguntas criticas sobre cémo integrar estas
herramientas en la enseflanza sin desvirtuar el aprendizaje conceptual.

No se trata solo de personalizar el aprendizaje, sino también de evaluar
competencias criticas, como el pensamiento légico o la colaboracién. Estos
avances tecnolégicos en los procesos educativos deberian adherirse a la metd-
fora humans-with-media, con la que Borba y Villarreal (2005) explican
cémo el uso de una herramienta tecnolégica transforma y reorganiza los
procesos de pensamiento matemdtico mediante una relacién de simbiosis.
Esto es, la integracién de la IA deberia centrarse en complementar, y no
sustituir, el razonamiento humano en la resolucién de problemas.

Pero el desarrollo de las tecnologias de la informacién en la ensefianza
de las matemdticas no solo se manifiesta en las herramientas de IA, sino
también a través de la tecnologia multitictil, las herramientas de realidad
aumentada, virtual y mixta, o las impresoras 3D, que, si bien ain no son una
prictica comun en el aprendizaje habitual en las aulas, pueden dar pie a
estudios exploratorios (Drijvers & Sinclair, 2024). Nuevos avances en estas
herramientas pueden dar lugar a la aparicién de otros paradigmas, como el
de body-artifact (cuerpo-artefacto), en el que los estudiantes, a través de la
experiencia corporal o la manipulacién virtual, pueden explorar nuevos
puntos de vista sobre diferentes conceptos matemiticos abstractos (Shvarts
et al., 2021).

Estado actual del grupo EMTD de la SOMIDEM
Breve descripcién de los intereses y proyectos actuales

La Sociedad Mexicana de Investigacién y Divulgacién de la Educacién
Matemitica (SOMIDEM) se fundé en 2013, con el objetivo inicial de
asegurar la consolidacién de la revista Educaciéon Matemadtica? y de
contribuir al avance del conocimiento sobre el aprendizaje y la ensefianza
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de las matemadticas en todos los niveles educativos al mismo tiempo que se
ofrece un foro académico para promover la discusién de ideas, conceptos,
propuestas y modelos relacionados con la Educacién Matemitica.

Recientemente (desde 2023) la SOMIDEM ha confirmado su
capacidad de fomentar globalmente la presentacién y divulgacién de
investigaciones mediante la realizacién del congreso3 SOMIDEM, ademids
de promover o apoyar otros proyectos editoriales que mds adelante serdn
mencionados. El congreso SOMIDEM1I tuvo lugar en linea en el 2023, fue
un foro para la presentacién de reportes de investigacion en los formatos
oral y escrito y su organizacion se basé en el desarrollo de 18 Grupos de
Trabajo Temitico (GTT). Dos de ellos fueron el GTT1 y el GTT11,
ambos centrados en Educaciéon Matemaitica y Tecnologias Digitales
(EMTD).

A continuacién, se informard del contenido de las presentaciones en
SOMIDEM1 con enfoque EMTD. Como cierre de esta breve introduccién
baste decir que ya se cuenta con 23 participaciones con enfoque EMTD
para SOMIDEM?2; y del 2023 a la fecha la labor editorial de SOMIDEM
se ha intensificado, al menos con la publicacién de otros 4 libros de investi-
gacién en educacién matemadtica.

EMTD en el congreso SOMIDEM1

SOMIDEM1 fue un foro académico internacional en lengua espafola. Se
llevé a cabo del 9 al 14 de marzo del 2023, conté con 98 participaciones que
permitieron la discusién de problemiticas y hallazgos en torno a la
ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas, principalmente de México.
Hubo colegas provenientes de Argentina (1), Chile (5), Colombia (8),
Espafia (3), Estados Unidos (3), Paises Bajos (1) y San Marino (1), y un
total de 76 provenientes de diferentes estados o regiones de México.

De las presentaciones de trabajo en los dos grupos GTT1 y GTT11, los
grupos con el enfoque en educacién matemdtica y tecnologias digitales
(EMTD), se refieren algunos de los aspectos que se presentaron en los
reportes del trabajo llevados a cabo por ambos grupos.

Segun el reporte “Tecnologias digitales en matematica educativa: refle-
xiones, propuestas y retos” (Sandoval & Larios, 2024), en el contexto del
grupo de trabajo GTT1 en SOMIDEM1 se presentaron 14 contribuciones
que los lideres del grupo clasificaron en tres partes: i) propuestas de tecno-
logias digitales especificas para su uso en el aula; ii) exploraciones basadas
en el disefio de situaciones, actividades y herramientas computacionales para

2 https://www.revista-educacion-matematica.org.mx/revista/
3 Los congresos SOMIDEM se llevan a cabo cada dos afios. El préximo (SOMIDEM?2) tendrd
lugar del 10 al 16 de marzo de 2025.
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la ensefianza-aprendizaje de las matematicas; iii) reflexiones sobre experiencias
especificas de integracién de tecnologias digitales en el aula. Entre ellas des-
tacan los temas siguientes: la visualizacion dindmica tridimensional (en ac-
tividades de lugares geométricos 3D) mediante geometria dindmica, la si-
mulacién de problemas contextuales para la ensefianza de la combinacién
lineal, la construccién de trayectorias hipotéticas de aprendizaje para el
razonamiento covariacional con apoyo de la tecnologia y el desarrollo de
habilidades de razonamiento proporcional con apoyo tecnolégico. De los
trabajos anteriores, solo el trabajo de Fernidndez-Mosquera y Santacruz-
Rodriguez (2024) derivé en un articulo de investigacién publicado en el
libro editado por Sanchez Aguilar et al. (2024).

Por otro lado, también en SOMIDEM1, en el grupo de trabajo temdtico
11 (GTT11), “Educacién matemadtica a distancia mediada por tecnologias
digitales, en formato hibrido o por medios electrénicos de aprendizaje”, y de
acuerdo con el reporte que presenta Hoyos (2024), solo hubo 5 presentaciones:
una de ellas (Silva Bautista, 2024) informa acerca del impacto de la modalidad
remota en el aprendizaje de un grupo de estudiantes del bachillerato; otra
(Dévila Betancourt et al., 2024) aborda las percepciones de estudiantes de
matemdticas durante y después de la pandemia del COVID-19.

En otras dos presentaciones se abordé el disefio y la exploracién de
educacién matemdtica en linea a nivel universitario. En una de ellas (Navarro
et al., 2024) se consider6 el disefio de un sistema adaptativo en linea para el
apoyo de clases presenciales de estudiantes de estadistica a nivel universitario;
y en la otra (Hoyos & Raggi, 2024) se presentaron resultados de una
exploracién de desarrollo profesional en linea de docentes del nivel bachi-
llerato, sobre el impacto en la prictica de los docentes del establecimiento
de conexiones entre las matematicas del nivel superior y las matemdticas del
bachillerato.

Resalta que en este grupo de trabajo (el GT'T11) solo hubo una tercera
parte de participantes en comparacién con el nimero de participaciones en
el GTT1. Esta disminucién en el nimero de participaciones en el GTT11,
confirma que, aunque la temdtica de la educacién a distancia mediada por
tecnologias digitales involucra el uso de las tecnologias digitales en la
ensenanza y el aprendizaje de las matematicas, también es cierto que este
tipo de educacién matemadtica (ahora también conocida como ‘en linea’ o
administrada mediante una plataforma digital de aprendizaje) siempre ha
seguido derroteros propios. En acuerdo con Balacheft (2012), su disefio,
implementacién y resultados hacen que se cuestionen las modalidades habi-
tuales de ensefianza y hacen visibles las limitaciones de las practicas comunes
de enseflanza-aprendizaje. Finalmente, en esta resefia destaca que las cinco
presentaciones en el GT'T11 derivaron en articulos de investigacién que se
publicaron en el libro editado por Sinchez Aguilar et al. (2024).
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Derivado del potencial del congreso SOMIDEM1 para la promocién de
la investigacién en la educacién matemdtica, al término del SOMIDEM1
se acordé la celebracién de SOMIDEM?2 y que estos congresos se irdn
celebrando periédicamente cada dos afios. Asi, al momento de escribir estas
lineas ya se tiene avanzado el programa del préximo SOMIDEM2, a
celebrarse del 14 al 16 de marzo de 2025. Finalmente, ademads de que hubo
convocatoria para participar en los GTT1 y GTT11 (actualmente se cuenta
con 16 y 3 contribuciones, respectivamente), se abrié un nuevo grupo de
trabajo tematico con enfoque EMTD: el GTT10, “Usos y experiencias de
Inteligencia Artificial en matematica educativa’, que a la fecha cuenta con
cinco contribuciones.

EMTD en la revista de investigacién Educacién Matematica

Una de las dos plataformas globales de la SOMIDEM para presentar y
divulgar de manera escrita las investigaciones en Educacién Matemadtica
que se llevan a cabo en Iberoamérica, la ocupa la edicién de la revista
cuatrimestral Educacién Matemitica. Sus inicios se remontan a 1989 vy,
actualmente, es editada por la SOMIDEM junto con la Universidad de
Guadalajara (UDG). A partir de su lanzamiento se convirti6é en uno de los
principales érganos de difusién de la investigacién en Educacién Matematica
que se realiza en Iberoamérica y, en el plano nacional, en México estd
clasificada por la Secretaria de Ciencias, Humanidades, Tecnologia e
Innovacién (SECIHTI, antes el Consejo Nacional de Humanidades,
Ciencia y Tecnologia -CONAHCYyT) dentro de los mas altos estindares de
calidad.

La revista se ha publicado en forma ininterrumpida durante 35 afios, y
desde 2014 es digital y de libre acceso?. Su visibilidad se refleja en su inclusién
en bases de datos como Scopus, y estd presente en indices como SciELO,
Redalyc, Latindex y Dialnet. Si bien se aceptan manuscritos escritos en
inglés, portugués o francés, la mayor parte de los articulos publicados estin
en espafiol. Por su calidad e impacto se ha constituido como una de las
revistas de investigacién en espafiol mds importantes en el campo de la
Educacién Matemitica.

En el periodo que en este capitulo interesa revisar, 2019-2024, es posible
localizar una serie de articulos de investigacién relacionados con el enfoque
EMTD, los cuales se presentan a continuacién en cuatro bloques, de acuerdo
con sus lineas temdticas de investigacion.

I. En torno de la investigacién en ensefianza y aprendizaje de estocdsticos
se encuentra el trabajo de Inzunza Cazares e Islas Anguiano (2019), en el
que analizan una trayectoria de aprendizaje para desarrollar razonamiento
sobre muestras, variabilidad y distribuciones muestrales, mediada por el uso
intensivo de tecnologia. También sobre la educacién en estocisticos, Cafadas
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et al. (2019) abordan la influencia de las tecnologias en el contraste de
hipétesis en estadistica inferencial.

II. Sobre la investigacién en la ensefianza y aprendizaje de la Geometria,
Mintica y Freyre (2019) construyen una situacién problemdtica mediada
por GeoGebra para abordar la nocién de poliedro regular, a partir de no
ejemplos del concepto de poliedro regular. Por otro lado, en el articulo de
Sua Flérez y Camargo Uribe (2019) se aborda la resolucién de un problema
de geometria por parte de una pareja de estudiantes de grado noveno,
problema relacionado con el lugar geométrico de los centros de las circunfe-
rencias que contienen dos puntos dados. El trabajo de Samper y Vargas
(2019) contribuye a la indagacién sobre la construccién de definiciones en
el aula escolar de geometria con estudiantes de grado décimo (14 a 16 afos),
utilizando la negacién de proposiciones para llegar a definir una figura
geométrica. Finalmente, Sanchez Norofio et al. (2020) investigan el impacto
del aprendizaje en geometria mediante una experiencia de elaboracién de
simuladores con GeoGebra en la educacién media.

III. Sobre la investigacién en torno de la ensefianza y aprendizaje del
Cilculo, Trejo Martinez et al. (2021) investigan acerca del desarrollo del
razonamiento covariacional que logran futuros profesores de matemadticas
con apoyo de un programa de geometria dindmica, especificamente centrados
en la covariacién logaritmico-exponencial.

IV. Sobre la investigacién en torno a la identificacién del conocimiento y
las habilidades de los docentes (en formacién o en servicio) en relacién con
el uso de tecnologias digitales en su préctica, se localizan los trabajos de
Santacruz Rodriguez y Sacristin Rock (2019), quienes analizan el proceso
de seleccién de medios (digitales y no digitales) por parte de un profesor de
quinto grado de primaria en Colombia, para ensefar transformaciones
geométricas. Por su parte, Arnal-Bailera y Oller-Marcén (2020) examinan
la realizacién con GeoGebra de tres procedimientos de construccién hechos
por alumnos de tercer curso del Grado de Magisterio de Educacién Primaria,
a partir de las instrucciones presentadas en dos ediciones diferentes de los
Elementos de Euclides.

Ademis, Verastegui Gutiérrez et al. (2024) indagaron sobre la incorpora-
cién de la tecnologia por parte de docentes de matemdticas en formacion,
para la formulacién de conjeturas, asi como para la exploracién y el andlisis de
los datos, por ejemplo, mediante hojas electrénicas de célculo, juegos de azar
virtuales, software dindmico, videos educativos, sitios web y aplicaciones
didécticas, asi como el uso de calculadoras graficadoras, promoviendo al
mismo tiempo el discurso estadistico a partir de la integracién de herramientas
tecnoldgicas.

También es importante destacar la publicacién en la revista de articulos
con impacto alto sobre el estado del arte en relacién con un tema especifico
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(publicacién por invitacién). Por ejemplo, el de Bakker et al. (2021), donde
los autores identifican que nuevas tecnologias, como la impresién 3D, las
matemdticas fotogréficas y la realidad aumentada y virtual, ofrecen nuevas
oportunidades para el aprendizaje de las matematicas.

Finalmente, en una busqueda realizada por Sinchez y Lépez (2023) en
la Web of Science, se encontraron datos sobre la presencia de la revista
Educacién Matematica en Iberoamérica. Los autores informan que los paises
que han publicado con mayor frecuencia en la revista son México, con 143
autores; Espafia con 90; Colombia con 37; Chile con 36; y Argentina con 31.

EMTD en el proyecto editorial SOMIDEM 2018-2024

La segunda plataforma global para la presentacién y divulgacién de investi-
gaciones de manera escrita de la SOMIDEM es un proyecto editorial que
agrupa contribuciones de destacados investigadores en Educacién Mate-
mitica, cuyas reflexiones buscan enriquecer y diversificar la ensefianza y el
aprendizaje de las matemiticas.

En 2018, la SOMIDEM edité el libro Rutas de la Educacién Mate-
mitica. En €l se presentan capitulos que hablan de trayectorias de investigacién
temadtica iniciadas en la revista Educacién Matemitica. El libro estd dividido
en tres partes, la segunda estd dedicada al conocimiento, la resolucién de
problemas y la tecnologia, y se integra por las aportaciones de: 7) Hitt
(2018), quien habla de “De un marco tedrico constructivista del aprendizaje
de las matemidticas a otro sociocultural en ambientes tecnoldgicos”; i7)
Moreno-Armella (2018), quien discute “De fractales y cénicas dindmicas:
pricticas de ensefianza y mediacién instrumental”; Santos-Trigo y Aguilar-
Magallén (2018), que presentan “Resolucién de problemas matemiticos:
del trabajo de Pélya al razonamiento digital”; 7i7) Camargo et al. (2018),
quienes detallan “Actividad demostrativa: protagonista en la clase de
geometria”; iv) Batanero (2018), que expone “Treinta afios de investigacién
didictica sobre el anilisis inferencial de datos”; v) Blanco y Cirdenas
(2018), quienes presentan “La resolucién de problemas en la formacién de
profesores de matemiticas”.

Recientemente, la SOMIDEM edité tres series de libros que abarcan
una gama amplia de temas y enfoques que van desde experiencias concretas
de intervencién en el aula hasta reflexiones teéricas sobre la naturaleza y los
objetivos de la educacién matemadtica. En las Series 1 y 3 se encuentran
contribuciones relacionadas con el enfoque EMTD, tal y como se detalla a
continuacién.

La Serie 1, Aportes y recursos para la innovacion en la educacion matemdtica
(editado por Castafieda, 2023) consta de 12 capitulos de los cuales dos se
enmarcan en el enfoque EMTD. En el Capitulo 2, Lemus y Brun Battistini
(2023) destacan la implementacién de una trayectoria hipotética de apren-
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dizaje que puede favorecer la comprensién de la probabilidad y estadistica
en un contexto universitario aprovechando la tecnologia en temas trans-
versales de corte socioemocional. Por otro lado, en el Capitulo 4, Angel et
al. (2023) se adentran en la exploracién del uso de herramientas digitales
(especificamente Excel) para la ensefianza y comprensién de la multiplicacién
y divisién de fracciones.

La Serie 3, Perspectivas Actuales y Tendencias en la Educacion Matematica,
consta de tres libros. El libro Perspectivas actuales de la educacion matematica
(editado por Sénchez Aguilar et al., 2024), se derivé de la realizacién del
congreso SOMIDEM]1, y los articulos relacionados con la investigacién en
educacién matemitica y tecnologias digitales que ahi se incluyen ya fueron
comentados con anterioridad en la seccién “EMTD en el congreso

SOMIDEM1”.

Figural
Serie 3

La edicién correspondiente a 2023 del libro Tendencias en la educacién
matemadtica (editada por Judrez Ruiz et al., 2023) abarca tres tendencias en
investigacién, dos de las cuales estdn relacionadas con el enfoque EMTD:
a) actividades innovadoras para el desarrollo del pensamiento matematico, y
b) resolucién de problemas de matemiticas. En la primera se presenta
investigacién (Lugo-Lugo et al., 2023) que versa sobre el razonamiento
proporcional de alumnos de telesecundaria unitaria a través del uso de
micromundos; mientras que, en la segunda, Sinchez (2023) aborda el andlisis
de tres problemas complejos de razonamiento probabilistico, destacando
que es el uso de la tecnologia (en este caso, el software Fathom para la
modelacién con matemdticas) el que facilita el tratamiento didactico de
dichos problemas en el aula. Por otro lado, también se utiliza el mismo
software Fathom en el trabajo de Sinchez et al. (2024), pero ahora para el
anélisis de datos y la estadistica inferencial con estudiantes de bachillerato.
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Tabla 2
Enfogue EMTD en el Proyecto Editorial SOMIDEM 2023-2024

Serie Titulo Edicién Técnologias Digitales en juego/uso

Aportes y recursos para la innovacién
en la educacién matemadtica

2023 Excel, Matlab, Symbolab

Perspectivas actuales de la Educacién
Matemitica

GeoGebra, dispositivos inteligentes, herramientas

2023 de Internet y materiales en plataformas digitales

Tendencias en la Hoja de cilculo, GeoGebra, micromundos,
Educacién Matemitica 20 7 20 Fathom

La edicién 2024 de Tendencias en la educacién matemitica (Sdnchez
Aguilar et al. 2024) retine investigaciones que reflejan perspectivas actuales
sobre el aprendizaje de las matemdticas, enfocadas en la creatividad,
comprensién conceptual, desarrollo de modelos mentales y el papel de las
herramientas tecnolégicas. En dicha edicién, se incluyen dos investigaciones
con el enfoque EMTD, a saber: 1) La resolucién de un problema verbal
mediante sistemas de ecuaciones lineales y el uso de la hoja de cdlculo (Vargas-
Alejo et al., 2024); 2) GeoGebra como recurso didactico en el andlisis y
solucién de problemas que involucran la funcién logistica (Quilantin-

Ortega & Rodriguez-Vizquez, 2024) (Tabla 2).

EMTD/SOMIDEM: posibles lineas futuras de investigaciéon
Desafios y temas emergentes

La innovacién y las nuevas tecnologias son piezas clave en los desafios
que se deben afrontar en el siglo XXI como es el caso de la IA y su impacto
en la educacién matemadtica. El uso de IA se puede considerar desde tres
perspectivas: i) un enfoque de capacidad cognitiva; 7i) de acuerdo con su
funcionalidad; #i7) segtin su enfoque técnico (Teigens et al., 2020; Medina
et al., 2024; Palma et al., 2008). Desde el GTT10 de la SOMIDEM se han
encausado esfuerzos hacia algunas de las lineas emergentes de investigacién
que de ahi se derivan, especificamente aquellas relacionadas con: ajustes y
posibles reformas en el curriculo propiciadas por la IA; la IA (con o sin
c6digo abierto); reformulacion de tareas para que los estudiantes utilicen IA
en actividades que promuevan diferentes formas de conjeturar, analizar,
razonar y resolver problemas; el rol del profesorado en la integracién de la
IA en la ensefianza; finalmente, formas de promover y evaluar el aprendizaje
mediado por IA.

También cabe destacar que, en general, un desafio permanente planteado
en la SOMIDEM es continuar realizando acciones que coadyuven a incor-
porar en la prictica los resultados de la investigacién sobre la ensefianza y el
aprendizaje de las matemdticas, particularmente aquellos derivados de las
investigaciones con enfoque EMTD.
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Por otro lado, también es pertinente resaltar que las experiencias vividas
durante la pandemia de COVID-19 funcionaron como un elemento ampli-
ficador del estado de la situacién educativa y del papel de los recursos digitales
existentes. Asi, se hicieron patentes los usos, la disponibilidad y la evolucién
de las tecnologias digitales en todos los niveles y dmbitos de la educacién.
Una linea de investigacién que de ahi emerge es replantear la ensefianza y el
aprendizaje de las matemdticas después de la pandemia, manteniendo la
incidencia, o no, de los recursos digitales implementados durante este periodo.

Nuevas dreas o metodologias a explorar en torno a la integracién
de las tecnologias digitales en la educacién matematica

Son muchas las investigaciones (p.e., Hegedus & Moreno-Armella, 2009)
que confirman que el uso de tecnologia digital en la ensefianza y el aprendizaje
de las matemadticas implica entender que esta en si misma no proporciona
los medios o las formas necesarias para que los estudiantes las utilicen
eficientemente. También es cierto que, a pesar de los muchos afios de inves-
tigacién en torno a la integracién de las tecnologias digitales en el aprendizaje
y la ensefianza de las matematicas, este objetivo no se ha logrado, e incluso
hay evidencias de que la deseada integracién se ha revertido (Ruthven,
2018).

Sin embargo, la consideracién de ambos aspectos, caracteristicos de la
problemitica de la integracién de las tecnologias digitales en la educacién
matemdtica, no provoca abandonar tal empresa, sobre todo ante el potencial
de avances tecnolégicos como el de la IA, o de tecnologias como la impresién
3D, las matematicas fotograficas y la realidad aumentada y virtual (siguiendo
a Bakker et al.,, 2021), o la emergencia de nuevos enfoques en donde la
incorporacion de software es pieza clave (Lowrie et al, 2024). Estos nuevos
recursos digitales o enfoques ofrecen nuevas oportunidades para el aprendizaje
de las matematicas.

Por otro lado, atendiendo al conocimiento y a las habilidades que
requiere el profesorado para usar recursos digitales en la educacién
matemdtica, en el trabajo de Hoyos et al. (2024) se sugiere un potencial
investigativo en la conexién o en la transversalidad entre las diferentes
conceptualizaciones teéricas que probablemente son las mds influyentes en
la investigacién sobre el desarrollo del conocimiento y las habilidades de los
docentes para usar tecnologias digitales en la educacién matemitica, a
saber: i) el modelo TPACK; 1) el marco naturalistico o de consideracién de
las caracteristicas estructurales de la prictica en el salén de clases; ii7) la
teoria de la variacién; iv) los marcos tedricos instrumentales. Hoyos et al.
(2024) también sefialan el potencial de la investigacién sobre el papel del
contexto en la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas con recursos
digitales.
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Otra drea con enfoque EMTD que requiere mayor desarrollo es la
evaluacién en linea, la cual puede ofrecer la ventaja de ampliar la flexibilidad
en la toma de exdmenes y una puntuacion rdpida (Bakker et al., 2021),
aunque existen problemas adicionales de privacidad, ética y rendimiento
que no han sido resueltos de manera favorable, en comparacién con la
evaluacion en papel y lapiz (Backers & Cowan, 2019). Figueras et al. (2021)
argumentan que es posible el uso de tecnologia digital como un componente
cognitivo en el proceso de evaluacién. Al respecto, también es importante
notar los avances en exploraciones sobre la utilizacién de las herramientas
disponibles en las plataformas digitales tipo Moodle, como es el workshop, el
cual permite llevar a cabo evaluacién entre pares, propiciando asi mayor
interaccién y camaraderia entre los estudiantes matriculados en un mismo
curso (Dahal, 2021)

En acuerdo con Bakker et al. (2021), debido a los avances tecnolégicos
en la sociedad, los objetivos sociales y de la educacién matemadtica deben
ajustarse, por ejemplo, buscando desarrollar el pensamiento computacional
para garantizar la empleabilidad en una sociedad tecnoldgica, cuestién que
actualmente se promueve en muchos paises de occidente. En México,
Sacristdn (2008) desarrollé una exploracién pionera en su tipo, centrada en
el disefio y utilizacién de un ambiente computacional especifico como
medio para gestionar y coordinar diferentes representaciones del infinito.
Mis recientemente, Sacristdn, en colaboracién con un equipo internacional
de investigadores (ver, por ejemplo, Gueudet et al., 2022; Buteau et al.,
2020; Buteau et al., 2019), ha indagado en torno a la programacién compu-
tacional como instrumento para el trabajo matemdtico, asi como en los roles
del pensamiento computacional en las matemdticas universitarias.

Por ultimo, pero no menos importante, es necesario sefialar que en la
investigacién en Educacién Matemadtica siempre ha sido significativo indagar
sobre el papel de las tecnologias digitales en diferentes contextos educativos
como elemento que coadyuva al desarrollo del razonamiento y del pensa-
miento matemadtico (p. e., Martinez-Ortega et al., 2017; Hoyos et al., 2018;
Santos-Trigo y Aguilar Magalln, 2018; Hoyos & Pecina, 2024). Este tipo
de indagacién resulta particularmente pertinente ahora, en el marco de la
‘nueva escuela mexicana’, debido a las reformas curriculares que reciente-

mente (2022-2024) se han llevado a cabo en México.

Conclusiones

El andlisis del trabajo desarrollado por ETEM y EMTD pone de manifiesto
una visién compartida sobre el papel de las tecnologias digitales en la
educacién matemidtica. Ambos grupos han explorado diversas aproxima-
ciones para integrar herramientas digitales en los procesos de ensefianza-
aprendizaje de las matemiticas, entre las que destacan el uso de software
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especializado, plataformas educativas, robética, IA y pensamiento compu-
tacional. Ademads, han generado espacios de discusién y publicacién que han
contribuido a la consolidacién de este campo de investigacién en sus res-
pectivos contextos académicos.

Son muchas las afinidades de los dos grupos de investigacién en cuanto
a objetivos e intereses y se percibe una complementariedad en sus enfoques
y metodologias, ademds de la existencia de posibilidades todavia inexploradas
para la colaboracién entre ambos grupos. Una de ellas es el estudio compa-
rativo del impacto de las tecnologias digitales en la ensefianza de las mate-
miticas en distintos contextos educativos y culturales. Asimismo, el avance
de la IA y la necesidad de desarrollar estrategias éticas y pedagogicas para
su integracién en la educacién matemdtica abren una linea de trabajo
conjunta de gran potencial y pertinencia. Otro punto de interés comun es la
conveniencia de desarrollar investigaciones sobre herramientas de evaluacién
adaptativa que permitan un andlisis mds preciso del aprendizaje matemitico
mediado por tecnologia.

Para fortalecer la colaboracién entre ambos grupos, algunas iniciativas
concretas serian el desarrollo de proyectos de investigacién conjuntos que
estudien la implementacién de la tecnologia en contextos matemiticos de
ensefianza y aprendizaje, lo que permitiria comparar su impacto en diferentes
sistemas educativos. Estos proyectos podrian complementarse con la orga-
nizacién de jornadas y seminarios compartidos, donde se presenten avances,
se discutan retos comunes y se generen espacios de intercambio académico,
lo que a su vez posibilitaria la elaboracién de publicaciones conjuntas.
Ademis, como parte de la colaboracién, seria de interés el disefio de un
programa de formacién docente en el uso pedagégico de la IA y el pensa-
miento computacional, con materiales elaborados por investigadores de
ambos grupos, con el fin de atender futuras demandas en el drea. En un
escenario en el que la tecnologia evoluciona y redefine ripidamente los
paradigmas educativos, el fomento de estos vinculos reforzaria y enriqueceria
la labor académica mediante el intercambio de experiencias y puntos de
vista y, en ultima instancia, también podria incidir en la préctica educativa.

Referencias

Angel, A., Figueras, O., & Valenzuela-Garcia, C. (2023). Multiplicacién y divisién
de fracciones: Excel y otras tecnologias digitales para reflexionar sobre su
ensefianza. En A. Castafieda, (Ed.), Aportes y recursos para la innovacion en la
educacion matemitica (pp. 97-122). SOMIDEM Editorial.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S1/2023/01-04



364 INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA Y TECNOLOGIA: APORTES DE ETEM Y EMTD

Albarracin, L., & Hernandez-Sabaté, A. (2020). El potencial del eye-tracker como
herramienta para estudiar el razonamiento matemdtico: Una experiencia
usando videojuegos. Investigacion En Entornos Tecnoldgicos En Educacion

Matemdtica, 1. https://doi.org/10.7203/ietem.1.16285
Arbona Picot, E., Garcia Costa, D., Beltrin Meneu, M. J., & Gutiérrez Rodriguez,

A.(2019). GeoPattern, una app para resolver problemas de patrones geomé-
tricos en Primaria. Edma 0-6: Educacion Matemdtica en la Infancia, 7(2), 1-

23. https://doi.org/10.24197/edmain.2.2018.1-23

Arnal-Bailera, A., & Oller-Marcén, A. (2020). Construcciones geométricas en
GeoGebra a partir de diferentes sistemas de representacién: un estudio con
maestros de primaria en formacién. Educacion Matemdtica, 32(1), 67-98.
https://doi.org/10.24844/em3201.04

Bakker, A., CaiJ., & Zenger, L. (2021). Future themes of mathematics education
research: an international survey before and during the pandemic. Educational

Studies in Mathematics 107(1), 1-24. https://doi.org/gpb56t

Backers, B., & Cowan, J. (2019). ;Es el boligrafo mds poderoso que el teclado? El
efecto de las pruebas en linea en el rendimiento académico de los estudiantes.
Rewvista de Economia de la Educacion. 68(C), 89-103. https://doi.org/qjvb

Balacheff, N. (2012). Note pour un débat “‘provocateur” sur la formation ouverte et &
distance (FOAD). https://bit.1y/493kO2¢g

Batanero, C. (2018). Treinta afios de investigacion didactica sobre el andlisis infe-
rencial de datos. En A. Avila (Ed.), Rutas de la Educacion Matematica (pp.
186-199). Editorial SOMIDEM.

Beltran-Pellicer, P., & Mufioz-Escolano, J. M. (2021). Experiencia formativa con
blocksCAD con futuros docentes de matematicas en secundaria. Didacticae:
Rewvista de Investigacion En Diddcticas Especificas, 10, 71-90.
https://doi.org/10.1344/did.2021.10.71-90

Beltran-Pellicer, P., Rodriguez-Jaso, C., & Mufioz-Escolano, J. M. (2020). Introdu-

ciendo BlocksCAD como recurso didéctico en matemadticas. Suma, 93, 39—48.

Blanco, L., & Cérdenas, J. (2018). La resolucién de problemas en la formacién de
profesores de matemdticas. En A. Avila (Ed.), Rutas de la Educacion Matemdtica
(pp- 200-218). Editorial SOMIDEM.

Borba, M. C., & Villarreal, M. E. (2005). Humans-with-Media and the Reorganiza-
tion of Mathematical Thinking. Springer. https://doi.org/10.1007/b105001

Broley, L., Buteau, C., Modeste, S., Rafalska, M., & Stephens, M. (2024). Compu-
tational Thinking and Mathematics. En L. Brolye, C. Buteau, S. Modeste,
M. Rafalska, & M. Etephens (Eds.), Handbook of Digital Resources in Mathe-
matics Education (pp. 323-360). https://doi.org/qgjve

Buteau, C., Muller, E., Mgombelo, J., Sacristin, A. 1., & Dreise, K. (2020). Instru-
mental genesis stages of programming for mathematical work. Digita/ Expe-
riences in Mathematical Education, 6(3). 367-390



J. DEL OLMO-MUNOZ, V. HOYQOS, P. D. DIAGO, M. MARTINEZ-ORTEGA Y A. |. SACRISTAN 365

Buteau C., Sacristan A. 1., & Muller E. (2019). Roles and demands in constructionist
teaching of computational thinking in university mathematics. Constructivist
Foundations 14(3), 294-309. https://constructivist.info/14/3/294

Camargo, L., Samper, C., & Perry, P. (2018). Actividad demostrativa: protagonista
en la clase de geometria. En A. Avila (Ed.), Rutas de la Educacion Matemitica
(pp- 168-187). Editorial SOMIDEM.

Cafiada, C. O., Ordéfiez Cafiada, L., Contreras De La Fuente, A., Angel, M., Mu-
fioz, G., Francisco, J., & Ruiz, R. (2018). Un proyecto de innovacién didécti-
ca e investigacién enfocado en la diddctica del dlgebra superior mediada por
recursos tecnolégicos. Magister, 30(1 y 2), 1-8. https://doi.org/qjvd

Canadas, G. Molina-Portillo, Elena, Contreras, José Miguel, & Alvarez—Arroyo,
Rocio. (2019). Las tecnologias en el aula para la ensefianza del contraste de

hipétesis. Educacion Matemdtica, 31(2), 195-211. https://doi.org/qjvf

Castafieda A. (Ed.). (2023). Aportes y recursos para la innovacion en la educacion ma-
temdtica. SOMIDEM Editorial.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S1/2023/01

Del Olmo-Muiioz, J., Diago, P. D., Arnau, D., Arnau-Blasco, D., & Gonzilez-
Calero, J. A. (2024). Metacognitive control during problem solving at early
ages in programming tasks using a floor robot. ZDM — Mathematics Education,
56(6),1303-1317. https://doi.org/10.1007/s11858-024-01621-8

Dahal, N. (2021). Workshop activity in online courses of mathematics education:
insights for learning and assessment/T'SG 49. Distance Learning, E-lear-
ning, and Blended Learning of Mathematics. En J. Wang (ed.) Proceedings of
the 14th International Congress on Mathematical Education (pp. 578-581).

https://www.worldscientific.com/doi/epdt/10.1142/13700-vol1

Divila Betancourt, H., Rivera Rosales, E. E., & Quiroz Rivera, S. (2024). Educacién
matemdtica en los alumnos post-pandemia. En M. Sdnchez Aguilar, M. del
S. Garcia Gonzalez, & A. Castafieda (Eds.) Perspectivas actuales de la Educacion
Matematica (pp. 353-357). Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/01-42

Del Olmo-Muiioz, J., Gonzalez-Calero, J. A., Diago, P. D., Arnau, D., & Arevali-
llo-Herrédez, M. (2023). Intelligent tutoring systems for word problem sol-
ving in COVID-19 days: could they have been (part of) the solution? ZDM
— Mathematics Education, 55(1), 35-48. https://doi.org/qjvg

Diago, P. D., Gonzélez-Calero, J. A., & Arnau, D. (2019). Fundamentos de disefio
de un entorno tecnoldgico para el estudio de las habilidades en resolucién de
problemas en primeras edades escolares. Research in Education and Learning
Innovation Archives, 22, 60. https://doi.org/10.7203/realia.22.14113

Drijvers, P. (2015). Digital Technology in Mathematics Education: Why It Works
(Or Doesn't). En S.]. Cho (Ed.), Selected Regular Lectures from the 12th Inter-

national Congress on Mathematical Education (pp. 135-151). Springer.
https://doi.org/10.1007/978-3-319-17187-6_8


https://doi.org/10.24844/EM3203.04
https://doi.org/qh58
https://doi.org/10.24844/EM3602.05

366 INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA Y TECNOLOGIA: APORTES DE ETEM Y EMTD

Drijvers, P, Kieran, C., Mariotti, M.-A., Ainley, J., Andresen, M., Chan, Y. C,,
Dana-Picard, T., Gueudet, G, Kidron, I, Leung, A., & Meagher, M. (2009).
Integrating Technology into Mathematics Education: Theoretical Perspectives (pp.
89-132). https://doi.org/10.1007/978-1-4419-0146-0_7

Dirijvers, P., & Sinclair, N. (2024). The role of digital technologies in mathematics
education: purposes and perspectives. ZDM - Mathematics Education, 56(2),
239-248. https://doi.org/10.1007/511858-023-01535-X/

Engelbrecht, J., & Borba, M. C. (2024). Recent developments in using digital
technology in mathematics education. ZDM — Mathematics Education, 56(2),
281-292. https://doi.org/10.1007/s11858-023-01530-2

Escriva, M. T, Jaime, A., & Gutiérrez, A. (2021). Uso de software 3D para el
desarrollo de habilidades de visualizacién en Educacién Primaria. Edma 0-6:

Educacion Matemdtica En La Infancia, 7(1), 42-62. https://doi.org/qjvh

Fernandez-Mosquera, E., & Santacruz-Rodriguez, M. (2024). Visualizacién
dindmica tridimensional en actividades de lugares geométricos 3D en
geometria dindmica. En M. Sinchez Aguilar, M. del S. Garcia Gonzilez, &
A. Castafieda (Eds.) Perspectivas actuales de la Educacion Matemdtica (pp. 39—
45). Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/01-03

Figueras, O., Valenzuela, C., & Martinez, M. (2021). sDebemos usar calculadoras
en un examen? Revista de Diddctica de las Matemdticas, 92,45-53.
https://documat.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=7989194

Garcia-Moreno, M. A., Yafiez, D. F,, & Diago, P. D. (2022). Introduction to
Computational Mathematics Using the Historical Solutions of the “Hundred
Fowls” Problem. Education Sciences, 13(1), 18. https://doi.org/qjvj

Gavilan-Izquierdo, J. M., & Gallego-Sinchez, I. (2024). Developing TPACK
through task design: exploring the use of multiple modes of representation
and the promotion of mathematical processes. Journal of Education for Teaching,

1-18. https://doi.org/10.1080/02607476.2024.2422507
Gea, M. M., Arteaga, P, Batanero, C., & Ortiz, ]J. J. (2018). Conocimiento Tecnols-

gico sobre la Correlacién y Regresién: un estudio exploratorio con Futuros
Profesores. Bolema: Boletim de Educacdo Matemdtica, 32(60), 134—155.
https://doi.org/10.1590/1980-4415v32n60a07

Gonziélez-Calero, J. A., Cézar, R., Villena, R., & Merino, ]. M. (2019). The deve-
lopment of mental rotation abilities through robotics-based instruction: An

experience mediated by gender. British Journal of Educational Technology,
50(6),3198-3213. https://doi.org/10.1111/bjet.12726

Gueudet, G., Buteau, C., Muller, E. Mgombelo, ., Sacristdn, A. I., & Santacruz, M.
(2022). Development and evolution of instrumented schemes: a case study of

learning programming for mathematical investigations. Educational Studies

in Mathematics, 110(2), 353-377. https://doi.org/gqv6bp


https://doi.org/10.35763/aiem.v0i10.130
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/01-06

J. DEL OLMO-MUNOZ, V. HOYQOS, P. D. DIAGO, M. MARTINEZ-ORTEGA Y A. |. SACRISTAN 367

Hitt, F. (2018). De un marco tedrico constructivista del aprendizaje de las mate-
miticas a otro sociocultural en ambientes tecnolégicos. En A. Avila (Ed.),
Rutas de la Educacion Matemdtica (pp. 101-125). Editorial SOMIDEM.

Hoyles, C., & Lagrange, ].-B. (Eds.). (2010). Mathematics Education and Technology-
Rethinking the Terrain (Vol. 13). Springer. https://doi.org/cnxp8k

Hoyles, C., & Noss, R. (2003). What can digital technologies take from and bring
to research in mathematics education? En A. J. Bishop, M. A. Clements, C.
Keitel, J. Kilpatrick, & F. K. S. Leung. (Eds.), Second International Handbook
of Mathematics Education (pp. 323-349). Springer. https://doi.org/thnxzp

Hoyos, V. (2024). Educacién matemaitica a distancia mediada por tecnologias
digitales, en formato hibrido o por medios electrénicos de aprendizaje. En
M. Sanchez Aguilar, M. del S. Garcia Gonzalez, & A. Castafieda (Eds.),
Perspectivas actuales de la Educacion Matemdtica (pp. 347-352). Editorial
SOMIDEM. https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/01-41

Hoyos, V., Navarro, M. E., Raggi, V., & Rodriguez, G. (2018). Challenges and
opportunities in distance and hybrid environments for technology-mediated
mathematics teaching and learning. En J. Silverman & V. Hoyos (Eds.),
Distance Learning, E-Learning and Blended Learning in Mathematics Education
(pp. 29—45). Springer-ICME. https://doi.org/qjvp

Hoyos, V., Silverman, J., Carlsen, L. M., & Lee, A. (2024). Teachers’ knowledge and
capacity for using digital resources in mathematics education. En Pepin, B.,
Gueudet, G., & Choppin, J. (Eds.), Handbook of Digital Resources in Mathe-
matics Education. Springer. https://doi.org/qjvq

Hoyos, V., & Pecina, L. (2024). Connecting secondary and college geometry: Reso-
lution of problems of finding intersections and measures of curves using
dynamic geometry software. En T. Lowrie, A. Gutiérrez, & F. Emprin
(Eds.), Proceedings of the 26th ICMI Study Conference (Advances in Geometry
Education) (pp. 361-376). ICMLI. https://bit.ly/3KCvXyZ

Hoyos, V., & Raggi, V.]. (2024). Exploracién sobre el desarrollo profesional en linea
de maestros de matemiticas del bachillerato: Conexiones entre matematicas
avanzadas y matemadticas del bachillerato. En M. Sdnchez Aguilar, M. del S.
Garcia Gonzalez, & A. Castafieda (Eds.) Perspectivas actuales de la Educacion
Matematica (pp. 369-378). Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/01-44

Hwang, S., Flavin, E., & Lee, ].-E. (2023). Exploring research trends of technology
use in mathematics education: A scoping review using topic modeling.
Education and Information Technologies, 28(8), 10753-10780.
https://doi.org/qgjvr

Inzunza Cazares, S., & Islas Anguiano, E. (2019). Analisis de una trayectoria de
aprendizaje para desarrollar razonamiento sobre muestras, variabilidad y
distribuciones muestrales. Educacion Matemdtica, 31(3), 203—-230.
https://doi.org/10.24844/em3103.08



368 INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA Y TECNOLOGIA: APORTES DE ETEM Y EMTD

Judrez Ruiz, E., Hernindez Rebollar, L., Castafieda, A. (Eds.). (2023). Tendencias en
la Educacion Matemdtica 2023. Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2023/01

Juérez Ruiz, E., & Herndndez Rebollar, L. (Eds.). (2024). Tendencias en la Educacion
Matemadtica 2024. Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/02

Kallia, M., van Borkulo, S. P, Drijvers, P., Barendsen, E., & Tolboom, J. (2021).
Characterising computational thinking in mathematics education: a literature-
informed Delphi study. Research in Mathematics Education, 23(2), 159-187.
https://doi.org/10.1080/14794802.2020.1852104

Lavicza, Z., Weinhandl, R., Prodromou, T., Andi¢, B., Lieban, D., Hohenwarter,
M., Fenyvesi, K., Brownell, C., & Diego-Mantecén, J. M. (2022). Developing
and Evaluating Educational Innovations for STEAM Education in Rapidly
Changing Digital Technology Environments. Sustainability, 14(12), 7237.
https://doi.org/10.3390/5u14127237

Lemus, M. E., & Brun Battistini, D. (2023). Aplicacién de una trayectoria de
aprendizaje en estadistica universitaria usando tecnologia en un proyecto
integrador. En A. Castafieda, (Ed.), Aportes y recursos para la innovacion en la
educacion matematica (pp. 43—68). SOMIDEM Editorial.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S51/2023/01-02

Lowrie, T., Gutiérrez, A., & Emprin, F. (Eds.). (2024). Proceedings of the 26th ICMI
Study: Advances in Geometry Education. INSPE- Université de Reims
Champagne Ardenne. https://icmistudy26.sciencesconf.org

Mintica, A., & Freyre, M. (2019). Analisis de la relacién entre imagen y definicién
en una situacién problemdtica mediada por GeoGebra a partir de no
ejemplos del concepto de poliedro regular. Educacion Matemitica, 31(1), 204
234. https://doi.org/10.24844/em3101.08

Martinez-Ortega, M., Preciado-Babb, P., & Mejia-Velasco, H. (2017). Making
Meaning of Periodic Functions through Body Movements. En P. Preciado
Babb, L. Yeworiew, & S. Sabbaghan (Eds.). Selected Proceedings of the IDEAS
Conference: Leading Educational Change (pp. 159-168). Werklund School of
Education, University of Calgary.

Medina, M., Uyasan, R., & Valenzuela, R. (2024). Riesgos de la Inteligencia Artificial
Generativa en la produccion de la informacion para la toma de decisiones.
Universidad EAN.

Moreno-Armella, L. (2018). De fractales y c6nicas dindmicas: pricticas de ense-
fianza y mediacién instrumental. En A. Avila (Ed.), Rutas de la Educacion
Matematica (pp. 126-147). Editorial SOMIDEM.



J. DEL OLMO-MUNOZ, V. HOYQOS, P. D. DIAGO, M. MARTINEZ-ORTEGA Y A. |. SACRISTAN 369

Muiiz-Rodriguez, L., Alonso, P., Rodriguez-Muiiiz, L. ]., De Coninck, K., Vander-
linde, R., & Valcke, M. (2018). Exploring the Effectiveness of Video-Vignet-
tes to Develop Mathematics Student Teachers’ Feedback Competence. EU-
RASIA Journal of Mathematics, Science and Technology Education, 14(11).
https://doi.org/10.29333/ejmste/92022

Navarro Robles, M., Arellano Sinchez, B., & Hernindez Garcia, A. (2024). Sistema
adaptativo para un curso introductorio de matemdticas en linea, como apoyo
para clases presenciales de los estudiantes de la UPN. En M. Sanchez Aguilar,
M. del S. Garcia Gonzilez, & A. Castafieda (Eds.), Perspectivas actuales de la
Educacion Matematica (pp. 385-389). Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/01-46

Nolla, A., Tbiricu, A., & Benito, A. (2024). A Collaborative Experience with
Mathematical 3D Modeling and Printing. International Journal for Technology
in Mathematics Education, 31(2), 37-44. https://doi.org/qjvs

Orts Mufioz, A., Llinares Ciscar, S., & Boigues Planes, F. J. (2018). Trayectorias de
aprendizaje del concepto de recta tangente en alumnos de Bachillerato.
Ensefianza de Las Ciencias. Revista de Investigacion y Experiencias Diddcticas,

36(3), 121-140. https://doi.org/10.5565/rev/ensciencias.2252

Palma, J., & Marin, R. (2008). Inteligencia artificial. Técnicas, métodos y aplicaciones.
McGraw- Hill.

Pérez-Suay, A., Ferris-Castell, R., Van Vaerenbergh, S., & Pascual-Venteo, A. B.
(2023). Assessing the Relevance of Information Sources for Modelling
Student Performance in a Higher Mathematics Education Course. Educa-
tion Sciences, 13(6), 555. https://doi.org/10.3390/educscil3060555

Pérez-Suay, A., Van Vaerenbergh, S., Diago, P. D., Pascual-Venteo, A. B., & Ferri, F.
J. (2023). Data-Driven Modeling Through the Moodle Learning Management
System: An Empirical Study Based on a Mathematics Teaching Subject.
IEEE Revista Iberoamericana de Tecnologias Del Aprendizaje, 18(1),19-27.
https://doi.org/10.1109/RITA.2023.3250434

Pérez, A. (2018). A Framework for Computational Thinking Dispositions in
Mathematics Education. Journal for Research in Mathematics Education, 49(4),
424-461. https://doi.org/10.5951/jresematheduc.49.4.0424

Pla-Castells, M., & Garcia-Ferniandez, I. (2020). TaskTimeTracker: A tool for
temporal analysis of the problem solving process. Investigacion En Entornos
Tecnoldgicos En Educacion Matemdtica, 1. https://doi.org/qjvt

Pla-Castells, M., Melchor, C., & Chaparro, G. (2021). MAD+. Introducing
Misconceptions in the Temporal Analysis of the Mathematical Modelling
Process of a Fermi Problem. Education Sciences, 11(11), 747.
https://doi.org/qjvv

Polya, G. (1957). How to solve it (2nd ed.). Princeton University Press.



370 INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA Y TECNOLOGIA: APORTES DE ETEM Y EMTD

Quilantin-Ortega, 1., & Rodriguez-Vizquez, F. M. (2024). Geogebra como recurso
didactico en el andlisis y solucién de problemas que involucran a la funcién
logistica. En E. Juarez Ruiz, & L. Herndndez Rebollar (eds.), Tendencias en la
Educacién Matemdtica 2024. Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/02-07

Rodriguez-Muiiiz, L. J., Alonso-Castafio, M., & Muniz-Rodriguez, L. (2021).
Anilisis del conocimiento de estudiantes para maestro o maestra en la elabo-

racién de videos educativos: una experiencia didactica. Magister, 75-84.

https://doi.org/10.17811/msg.33.1.2021.75-84

Rodriguez-Martinez, J. A., Gonzalez-Calero, J. A., del Olmo-Mutfioz, ., Arnau, D.,
& Tirado-Olivares, S. (2023). Building personalised homework from a
learning analytics based formative assessment: Effect on fifth-grade students’
understanding of fractions. British Journal of Educational Technology, 54(1),
76-97. https://doi.org/10.1111/bjet. 13292

Ruthven, K. (2018). Constructing dynamic geometry: Insights from a study of tea-
ching practices in English schools. En G. Kaiser, H. Forgasz, M. Graven, A.
Kuzniak, E. Simmt, & B. Xu (Eds.), Invited Lectures from the 13th Interna-
tional Congress on Mathematical Education (pp. 521-540). Springer-ICME

Sacristdn, A. 1., & Noss, R. (2008). Computational construction as a means to
coordinate representations of infinity. International Journal of Computer Mat-
hematics, 13(1). 47-70.

Samper, C. & Vargas, C. (2019). La negacién: Un aporte a la construccién de
definiciones en el aula escolar de geometria. Educacion Matemdtica, 31(3),

39-60. https://doi.org/10.24844/EM3103.02

Sénchez, E. (2023). Uso de tecnologia en el anilisis de tres problemas de probabili-
dad utilizados en la investigacién en educacién matemdtica. En Judrez Ruiz,
E.L.,Hernindez Rebollar, L. A., & Castafieda, A. (Eds.), Tendencias en la
educacion matemitica 2023 (pp. 91-111). Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2023/01-05

Sanchez, E., Garcia-Rios, V. N., & Sepulveda, F. (2024). Development of high
school students’ conceptions of sampling distribution in the context of
learning significance tests with technology. Educational Studies in Mathematics,
117(2).215-238. https://doi.org/10.1007/s10649-024-10330-8

Sénchez, E., & Lépez, J. L. (2023). Educacién Matemitica: Conectando a investi-
gadores y educadores por 35 afios. Educacion Matemdtica, 35(1), 5-8.
https://doi.org/10.24844/EM3501.00

Sanchez Aguilar, M., Garcia Gonzilez, M. del S., & Castafieda, A. (Eds.). (2024).
Perspectivas actuales de la Educacion Matemdtica. Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/01



J. DEL OLMO-MUNOZ, V. HOYQOS, P. D. DIAGO, M. MARTINEZ-ORTEGA Y A. |. SACRISTAN 371

Sanchez-Lépez, M., Gonzélez-Calero, J. A., & del Olmo-Muiioz, J. (2024). Explo-
ring the role of floor robots in enhancing computational thinking skills and
mental rotation in second and third graders. Quadrante, 33(2), 36-57.
https://doi.org/https://doi.org/10.48489/quadrante.36860

Sénchez Norofio, L., Prieto G., J., Gutiérrez Araujo, R., & Diaz-Urdaneta, S. (2020).
Sobre os processos de objetivacio de saberes geométricos. Andlise de uma
experiéncia de elaboragio de simuladores com o GeoGebra. Educacion

Matematica, 32(1), 99-131. https://doi.org/10.24844/em3201.05

Sandoval Ciéceres, I. & Larios Osorio, V. (2024). Tecnologias Digitales en Matemé-
tica Educativa: Reflexiones, propuestas y retos. En M. Sinchez Aguilar, M.
del S. Garcia Gonzilez, & A. Castafieda (Eds.), Perspectivas actuales de la
Educacion Matemdtica (pp. 31-38). Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/01-02

Sanjosé, V., Gémez-Ferragud, C. B., Verdugo-Perona, ].J., & Solaz-Portolés, J. J.
(2022). Testing a Model for the Monitoring of Worked-out Algebra-
Problem Examples: From Behaviours to Outcomes on a Math Task. Psicologia
Educativa, 28(2), 141-149. https://doi.org/10.5093/psed2021a25

Santacruz Rodriguez, M. & Sacristén Rock, A. (2019). Una mirada al trabajo
documental de un profesor de primaria al seleccionar recursos para ensefiar
geometria. Educacion Matemdtica, 31(3), 7-38.
https://doi.org/10.24844/em3103.01

Santos-Trigo, M., & Aguilar Magallén, D. (2018). Resolucién de problemas mate-
miticos: del trabajo de Pélya al razonamiento digital. En A. Avila (Ed.), Ru-
tas de la Educacion Matemdtica (pp. 148-167). Editorial SOMIDEM.

Sanz Garcia, M. T., Gonzilez-Calero, J. A., Arnau, D., & Arevalillo-Herriez, M.
(2019). Uso de la comprensidn lectora para la construccién de un modelo
predictivo del éxito de estudiantes de 40 de Primaria cuando resuelven
problemas verbales en un sistema inteligente. Revista de Educacion, 384, 41-69.

https://doi.org/10.4438/1988-592X-RE-2019-384-409

Sanz, M. T., Lépez-Ifiesta, E., Garcia-Costa, D., & Grimaldo, F. (2020). Measuring
Arithmetic Word Problem Complexity through Reading Comprehension
and Learning Analytics. Mathematics, 8(9), 1556.
https://doi.org/10.3390/math8091556

Schoenfeld, A. H. (1985). Mathematical problem solving. Academic Press.
Schoenfeld, A. H. (1992). Learning to think mathematically: Problem solving,

metacognition, and sense making in mathematics. En D. Grouws (Ed.),
Handbook of research on mathematics teaching and learning (pp. 334-370).
MacMillan.

Shvarts, A., Alberto, R., Bakker, A., Doorman, M., & Drijvers, P. (2021). Embodied
instrumentation in learning mathematics as the genesis of a body-artifact
functional system. Educational Studies in Mathematics, 107(3), 447-469.
https://doi.org/10.1007/s10649-021-10053-0



372 INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA Y TECNOLOGIA: APORTES DE ETEM Y EMTD

Silva Bautista, D. (2024). Exploracién en modalidad remota de la pedagogia de la
variacién en la ensefianza y aprendizaje de las matemadticas del bachillerato:
El caso de la resolucién general de ecuaciones diofdnticas lineales. En M.
Sanchez Aguilar, M. del S. Garcia Gonzilez, & A. Castafieda (Eds.), Perspec-
tivas actuales de la Educacion Matemadtica (pp. 359-367). Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/01-43

Sua Flérez, C., & Camargo Uribe, L. (2019). Geometria dindmica y razonamiento
cientifico: Duo para resolver problemas. Educacion Matemdtica, 31(1), 7-37.
https://doi.org/10.24844/em3101.01

Sudrez Zapata, A., Garcia Costa, D., Martinez Delgado, P. A., & Martos Torres, J.
(2018). Contribucién de la robdtica educativa en la adquisicién de conoci-
mientos de matemaiticas en la Educacién Primaria/ Contribution of educa-
tional robotics in the acquisition of mathematical knowledge in primary
education. Magister, 30(1), 43. https://doi.org/jftf

Taylor, R. (1980). The computer in the school: Tutor, tool, tutee. Teachers College.

Tedre, M. (2022). Computational Thinking 2.0. En M. Grillenberg, & M. Berges
(Eds.), Proceedings of the 17th Workshop in Primary and Secondary Computing
Education (pp. 1-2). Association for Computing Machinery.
https://doi.org/10.1145/3556787.3556788

Teigens, V., Skalfist, P., &Mikelsten, D. (2020). Inteligencia artificial: la cuarta revo-
lucion industrial. Cambridge Stanford Books.

Trejo Martinez, M., Ferrari Escold, M., & Martinez Sierra, G. (2021). Covariacién
logaritmico-exponencial en futuros profesores de matematicas. Un estudio de
caso. Educacion Matemdtica, 33(1), 41-70.
https://doi.org/10.24844/em3301.02

Van Vaerenbergh, S., & Pérez-Suay, A. (2022). A Classification of Artificial Intelli-
gence Systems for Mathematics Education. En P. R. Richard, M. P. Vélez, &
Van Varerenbergh (Eds.), Mathematics Education in the Age of Artificial Inte-
Uligence (pp. 89-106). https://doi.org/10.1007/978-3-030-86909-0_5

Vargas-Alejo, V., Valenzuela-Garcia, C., & Aguiar-Barrera, M. E. (2024). La
resolucién de un problema verbal mediante sistemas de ecuaciones lineales y
la hoja de célculo. En E. Judrez Ruiz, & L. Hernindez Rebollar (Eds.),
Tendencias en la Educacion Matemdtica 2024. Editorial SOMIDEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S3/2024/02-08

Veréstegui Gutiérrez, M., Lopez-Flores, J., & Garcia-Garcia, J. (2024). El razona-
miento estadistico en el curriculo de formacién inicial del profesor de mate-
madticas de educacién secundaria en México. Educacion Matemdtica, 36(3),
116-142. https://doi.org/10.24844/em3603.05

Wu, Y., Albornoz-De Luise, R. S., & Arevalillo-Herrdez, M. (2025). On improving

conversational interfaces in educational systems. Computer Speech & Language,
89,101693. https://doi.org/10.1016/j.cs1.2024.101693



Investigaciones sobre el profesorado de
matematicas en México y Espana

Research on mathematics teachers in Mexico and Spain

Lilia P. Aké 1
Juan Francisco Ruiz-Hidalgo 2
Nuria Joglar-Prieto 3

Resumen

El profesorado de matemiticas, su formacién y sus préicticas profesionales son
temas de relevancia y actualidad internacional, tanto politicos como de investigacién.
Los casos de México y Espafia no son una excepcién, sino que se alinean con este
interés que se manifiesta explicitamente en el trabajo de sus grupos de investigacién
FDPE y CDPP. A pesar de las diferencias manifiestas entre los grupos como, por
ejemplo, su antigliedad y las diferencias sociodemogrificas de los paises, detectamos
que comparten intereses y preocupaciones similares, expresadas en los temas priori-
tarios y los marcos interpretativos. A lo largo de este capitulo detallamos c6mo es y
cémo se desarrolla esta investigacién en cada uno de los grupos y reflexionamos
sobre las posibilidades de colaboracién.

1 lake86@gmail.com
Universidad Auténoma de Querétaro (SOMIDEM)

2 jfruiz@ugr.es
Universidad de Granada (SEIEM)

3 njoglar@ucm.es
Universidad Complutense de Madrid (SEIEM)

Aké, L. P, Ruiz-Hidalgo, J. F., & Joglar-Prieto, N. (2025). Investigaciones sobre el profesorado de matematicas en
México y Espafia. En E. Flores-Medrano, M. Molina, I. Sandoval, & 1. Polo-Blanco (Eds.), Educacién Matemitica
en México y Esparia: Investigaciones y lineas de trabajo compartidas (pp. 373-395). Editorial SOMIDEM - SEIEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S2/2025/03-14



374 INVESTIGACIONES SOBRE EL PROFESORADO DE MATEMATICAS EN MEXICO Y ESPANA
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Conocimiento del docente, didéctica, formacién profesorado, matemdticas, prictica
educativa.

Abstract

Mathematics teachers, their training, and their professional practices are topics of
international relevance, both for policymakers and researchers. The cases of Mexico
and Spain are no exception as they align with this interest, which is explicitly
expressed in the work of their research groups FDPE and CDPP. Despite the
obvious differences between these groups, such as their age or the sociodemographic
differences between the countries, they share similar interests and concerns, expressed
in priority research themes and interpretative frameworks. Throughout this chapter,
we detail the nature and development of the research in each of the groups as well
as reflect on the possibilities for collaboration.

Keywords
Didactics, educational practice, mathematics, teacher knowledge, teacher training.

Introduccién

La investigacién sobre docentes de matemadticas se ha consolidado interna-
cionalmente en los ultimos afios. Revistas como el Journal of Mathematics
Teacher Education, libros monograficos como el International Handbook of
Mathematics Teacher Education (Jaworski & Wood, 2008) y sus ediciones
mis recientes (Llinares & Chapman, 2020; Lloyd & Chapman, 2020; Potari
& Chapman, 2020) o la existencia de grupos especializados en las reuniones
internacionales mds conocidas como el CERME, ICMI o PME (p. ¢j.,
Borki & Potari, 2024), configuran un panorama internacional organizado y
rico en historia, produccién y perspectivas de desarrollo.

En este contexto internacional de la investigacién sobre el profesorado
de matemdticas, en México y Espafia han surgido grupos de trabajo
interesados en el tema de la formacién docente acogidos por la Sociedad
Mexicana de Investigacién y Divulgacién en Educacién Matemdtica
(SOMIDEM) y la Sociedad Espafiola de Investigacién en Educacién
Matemitica (SEIEM), respectivamente.

Desde su creacién en 1996, 1a SEIEM ha tenido presente que la formacién
del profesorado debe ser uno de los pilares sobre los que desarrollar su
actividad. Asi, el grupo “Formacién del profesorado” fue uno de los seis
constituidos en aquel momento para organizar las investigaciones que se
realizaban en educacién matemdtica. Un afio después, durante el primer
simposio de la SEIEM, se dedicé un seminario plenario al profesorado de
matemdticas y los contextos de investigacién. En esta primera conferencia
se expresé el interés en revisar el conocido constructo Pedagogical Content
Knowledge (Shulman, 1986). Para ello se sugirieron tres lineas de investigacion:
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la primera, centrada en la caracterizacién de lo que se denominé conoci-
miento pedagégico del contenido y los factores que influyen en su generacién
y desarrollo; la segunda, enfocada en sefalar los aspectos influyentes en el
proceso de razonamiento pedagdgico y; la tercera linea, orientada a la carac-
terizacién de los procesos de socializacién. En ese mismo evento, se eligié el
nombre actual del grupo que pasé a denominarse “Conocimiento y
Desarrollo Profesional del Profesor” (CDPP). Ademds, se propusieron los
descriptores del mismo: actitudes, creencias, conocimiento y comprension,
cambio y desarrollo profesional y formacién de profesores.

Veintiocho afos después, el grupo CDPP es uno de los grupos mds activos
y productivos de la SEIEM. La reciente revisién publicada por Bosch et al.
(2024) sitaa el desarrollo profesional y el conocimiento docente como uno
de los seis focos en los que se organiza la investigacién en educacién mate-
mitica en Espafia. Las personas y colectivos colaboradores con el grupo
CDPP aportan tanto investigaciones sobre el desarrollo profesional y cono-
cimiento del profesorado de matemdticas (en diferentes niveles educativos y
sobre variados tépicos matemdticos) como modelos tedricos que ayudan a
interpretar las pricticas profesionales y caracterizar el conocimiento del
docente de matemiticas.

Por su parte, el Grupo de Trabajo Temitico sobre Formacién Docente y
Politicas Educativas (FDPE) es un grupo mucho mads joven que surgié en
2022 en el seno de la Sociedad Mexicana de Investigacién y Divulgacién en
Educacién Matemidtica (SOMIDEM). Este grupo de trabajo nacié de la
preocupacién por comprender la naturaleza de la formacién del profesorado
de matematicas, la cual, en México presenta diferentes matices. El profe-
sorado de preescolar, primaria y de secundaria se forma en Escuelas
Normales y su curriculo de formacién es homogénea en todo el territorio
mexicano con una duracién, en los tres casos, de cuatro afios. En el caso de
la educacién preescolar y primaria el profesorado tiene una formacién gene-
ralista y estd a cargo del desarrollo de diversas dreas de conocimiento, no
solo el matemadtico.

El profesorado de secundaria tiene una formacién especializada en
matemadticas. Particularmente, la educacién media superior o bachillerato es
atendida por profesionales de otras dreas afines a las matemdticas formados
en Instituciones de Educacién Superior (IES), pero que no necesariamente
tienen un conocimiento suficiente para ejercer la docencia. Esta realidad ha
motivado el surgimiento del grupo y el llamado a reunir a investigadores
que puedan contribuir a dar soluciones a las problematicas relacionadas con
el conocimiento, formacién de docentes de matematicas y apoyar el proceso
de profesionalizacién en el contexto mexicano.

Desde sus respectivas asociaciones, los grupos de trabajo responden a
objetivos establecidos y acordes a los contextos en donde se desarrollan las
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investigaciones. En el caso del grupo CDPP, sus objetivos, recogidos en la
web de la SEIEM, se agrupan en tres grandes conglomerados:

* Desarrollar, comunicar y abordar cuestiones y esquemas de indole
conceptual en varias agendas de investigacién sobre profesorado de
matematicas,

* Explorar metodologias de investigacion innovativas en los estudios
sobre el profesorado de matematicas y clarificar las bases tedricas de
estas metodologias, y

* Desarrollar estindares de calidad de la investigacién.

Por otro lado, el grupo FDPE se plante6 como principal objetivo generar
conocimiento desde la investigacién que permitiera una mejor comprensién
de la formacién inicial y continua de los docentes considerando su realidad
en el aula y las politicas educativas que rigen su préctica.

Ambos grupos de trabajo, CDPP y FDPE, tienen temas prioritarios que
atienden a través de las investigaciones que desarrollan. Asi, el grupo FDPE
plantea sus temas prioritarios considerando el contexto de formacién
docente en México, sus matices y desafios. En ese sentido, la comunidad de
investigadores en Educacién Matemdtica pertenecientes al grupo se planteé
como temas prioritarios iniciales: (@) el curriculum y su papel en la formacién
de los docentes, (%) la incidencia de las politicas educativas en la formacién
de profesores de matematicas, (c) los conocimientos y saberes de docentes
en dreas especificas de las matemiticas, (&) los estudios sobre virtualidad vy,
(e) el uso de la tecnologia en el aula de matematicas. Como grupo de trabajo
pretende avanzar en dar respuesta a los siguientes interrogantes: (qué
formacién seria la mas adecuada para el profesional que se dedica a ensefiar
matemdticas en las escuelas?, ;qué conocimientos permean la prictica del
profesor?, scémo desde la politica educativa se puede lograr una mejor
formacién del profesor?, ;como atender el desarrollo profesional de los
docentes ante escenarios virtuales y el uso de tecnologia?; aunque se han
desarrollado diversos estudios empiricos y teéricos para darles respuesta,
estas preguntas siguen vigentes. Por su parte, los temas prioritarios sobre los
que han centrado su investigacién los miembros del grupo CDPP incluyen
el analisis de précticas de aula del profesorado, la caracterizacién del cono-
cimiento docente, su conceptualizacién y su relacién con la competencia
docente, el aprendizaje del docente y el desarrollo de competencias docentes
y el desarrollo profesional y el dominio afectivo.

Estado actual del grupo en la SOMIDEM

Actualmente, el sistema educativo mexicano atraviesa una nueva reforma
denominada Nueva Escuela Mexicana. Esta reforma representa un enfoque
transformador en el sistema educativo en México al proponer la transversalidad
de contenidos y articular la educacién preescolar, primaria, secundaria y
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bachillerato en cuatro campos formativos: (@) lenguajes, () saberes y
pensamiento cientifico, (¢) ética, naturaleza y sociedades y, () lo humano y
lo comunitario. En el marco de este nuevo modelo educativo también se
realiza una propuesta de libros de texto disefiados para cada nivel escolar,
los cuales tienen una presencia nacional. Asimismo, en el 2024 se planteé la
implementacién de un nuevo plan de estudios para la formacién inicial de
profesores del nivel basico (primaria y secundaria) por lo que se reinterpreta
y transforma la formacién de los docentes en México (Secretaria de Educacion
Puablica, 2024). La entrada en vigor de la Nueva Escuela Mexicana repre-
senta un escenario en el que las investigaciones del grupo FDPE juegan un
papel crucial para su implementacién y mejora y en el que los estudios sobre
el profesor tienen un rol transformador.

La naturaleza de la formacién tanto inicial como continua del profesor
de matemdticas en México es el principal interés del grupo debido a sus
matices y la diversidad de contextos en los que se desarrolla la docencia. En
ese sentido, Strutchens et al. (2017) indican que no hay un acuerdo sobre
los aspectos del conocimiento matematico y didactico que se deben desarrollar
durante su formacién inicial, y tampoco hay claridad sobre cémo llevar a
cabo los procesos de desarrollo profesional de los docentes. Aunque existen
programas de formacién, Wu (2018) sostiene que estos programas estarin
incompletos hasta que se desarrolle un marco tedrico-metodolégico que
permita a los profesores construir el conocimiento del contenido necesario
para alcanzar un nivel de competencia en la ensefianza de las matemiticas.
Por esta razén, algunos estudios realizados en México (p. ¢j., Aké & Larios,
2021; Aké & Mojica, 2020) seialan la importancia de realizar investigaciones
sobre los conocimientos y competencias docentes, no solo para visibilizar las
dreas de oportunidad, sino también para establecer rutas de atencién y
desarrollo que permitan considerar las nuevas demandas en las aulas de
matemadticas, como es el caso de la inclusién (p. ej., Aké, 2016) y, reciente-
mente, el uso de la inteligencia artificial (Pochulu, 2024).

Existen desafios adicionales vinculados a la necesidad de transformar la
educacién a nivel global. Por un lado, la OCDE, en su Agenda 2030 subraya
la importancia de incluir en los programas educativos un enfoque inclusivo,
basado en principios fundamentales como el respeto mutuo, la colaboracién
y la sostenibilidad (Howells, 2018). Estos principios exigen que los docentes
adquieran nuevas competencias. Los puntos anteriores establecen grandes
desafios para la formacién inicial y continua de profesores en nuestro pais
que han despertado la necesidad de plantearse nuevos temas prioritarios
como: (a) el uso de la inteligencia artificial por profesores de matemdticas,
(6) el desarrollo de la inclusién en las aulas de matemdticas, (c) la transver-
salidad de las matemidticas como conocimiento del profesor, (d) el anlisis
de libros de texto como competencia docente, de manera que se pueda dar
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respuesta a: ;cémo atender la formacién continua de los docentes ante
escenarios de inclusién y el uso de la inteligencia artificial?, ;qué caracteristicas
debe tener la formacién inicial y continua de los docentes para identificar y
promover la transversalidad de contenidos matematicos?, ;cémo debe inter-
pretar, analizar y utilizar los libros de texto el profesor de matematicas en el
marco de la Nueva Escuela Mexicana?

En este contexto, estudios como el de Lopez et al. (2020) senalan la
importancia de expandir las investigaciones sobre la naturaleza del conoci-
miento inclusivo de los profesores de matemadticas y su desarrollo desde su
formacién inicial y con mayor énfasis en el desarrollo profesional. Esto
concuerda con las opiniones de Adler et al. (2005), quienes enfatizan la
necesidad de que la investigacién en educacién se concentre mds en el
desarrollo profesional de los docentes de matemiticas. Por otro lado, la
inteligencia artificial es un dominio relativamente reciente en el campo de
la investigacién en Educacién Matemitica, aspectos como la desigualdad
digital y la exigencia de una formacién docente apropiada son temas que
resultan de interés en la comunidad de profesores e investigadores. Aunque
el analisis de libros de texto es una linea de investigacién en la disciplina
(Fan, 2013) y en México se han desarrollado estudios sobre este tema (Avila
et al., 2013; Avila, 2019), se reconoce que es necesario profundizar en las
investigaciones dado el papel que representa el libro de texto en el dmbito
mexicano como referente para orientar la actividad matematica.

De igual manera, como grupo, compartimos la opinién de autores como
Grau et al. (2017) en cuanto a la importancia de llevar a cabo estudios
enfocados en la reflexién profesional sobre la prictica docente con el objetivo
de contribuir a la formacién del profesorado. Ademids, destacamos que la
reflexién profesional facilita la recopilacién de informacién sobre los temas
considerados prioritarios dentro del grupo de trabajo. Este tema busca
responder a la pregunta ¢cémo la reflexién profesional contribuye a la
formacién y desarrollo profesional de los docentes de matematicas?

La investigacion en el grupo FDPE
Es dificil proporcionar una radiografia sobre las investigaciones en Educacién
Matemitica sobre la formacién de docentes en México. Este hecho motivé
el desarrollo de una de las primeras actividades que se tuvo como grupo. En
el primer congreso de la SOMIDEM llevado a cabo en marzo de 2023, se
desarroll6 un foro donde el grupo de FDPE reunié a investigadores que
presentaron y discutieron sus estudios empiricos y tedricos enfocados en
dilucidar, principalmente, cuatro temdticas que se propusieron a priori, las
cuales fueron:

Temdtica 1: El Curriculum y su papel en la formacién de profesores de
matemdticas, con énfasis en el Docente y la Nueva Escuela Mexicana, el
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Nuevo Marco Curricular Comin en Educacién Media Superior, los Planes
de Estudio de Nivel Superior y los Posgrados de Orientacién Profesional
Docente y de Investigacion.

Temdtica 2: Politicas Educativas de Profesores de Matemiticas en las
Escuelas Normales y Universidades; especificamente el Profesor y la Reforma
en el Plan de Estudios 2022, los Posgrados de Orientacién Profesional
Docente y de Investigacién.

Temdtica 3: Formacién y desarrollo profesional del profesor de matemiticas,
relacionado con los conocimientos y saberes docentes para la diversidad, uso
de tecnologia, didécticas especificas, entre otros.

Temdtica 4. Pricticas del profesor de matemadticas postpandemia por
COVID-19.

Es importante mencionar que los investigadores que se dedican a la
formacién de profesores de matemdticas en México y que estuvieron
presentes en el Congreso de la SOMIDEM atienden la problematica desde
diferentes aristas y matices. Aunque el enfoque metodolégico que se utiliza
prioritariamente es el enfoque cualitativo, ya sea desde un nivel exploratorio
o descriptivo, el foco matemitico de estudio y los marcos tedricos utilizados
suelen ser diversos como se puede apreciar en la siguiente tabla 1.

Tabla 1
Componente matemdtico y enfoques tedricos
Aspecto matemitico Frecuen.c ia de Enfoque teérico Frecuen.c ia de
trabajos trabajos
Funcién 1 EOS 2
Proporcionalidad 1 MTSK 5
Sucesién y patrones 2 MKT 1
Variable 1 Saberes 1
Numero entero 1 Mirada profesional 1
Pendiente de una recta 1 Reflexién 1
Diferencial de una funcién 1 Interacciones 1
Estructura multiplicativa 1 Otros enfoques 2
Sin especificar 5

La linea de investigacién sobre formacién de profesores de matematicas,
al ser amplia, no siempre se centra en atender contenidos matemdticos
especificos, sino que suele centrarse en aspectos mds diddcticos como el uso
de recursos educativos o el andlisis de videos de clase que suelen asociarse a
sus competencias docentes. Por otro lado, en los intereses de investigacion,
tal como se muestra en la tabla 2, también se encuentran matices que
permiten vislumbrar los temas en los que se centran los integrantes del grupo
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y los participantes con los que se desarrollan sus investigaciones. Esto marca
las direcciones de los estudios actuales y futuros.

Tabla 2
Temas y participantes
Frecuencia - Frecuencia de
Temas . Participantes .
de trabajos trabajos
Conocimientos y saberes 7 Bachillerato en servicio 3
Prictica profesional 2 Secundaria en servicio 4
Competencias 2 Primaria en servicio 2
Escuelas Multigrado 2 Primaria en formacién 1
Politicas Educativas 1 Multigrado 1
Teérico 3

La mayoria de las lineas de investigacién del grupo suelen centrarse en
la formacién y desarrollo profesional del profesor de matematicas, relacio-
nados con los conocimientos, competencias, saberes y practicas. Este interés
es coherente con lo sefialado por Scheiner et al. (2019), quienes destacan la
importancia de comenzar por comprender cé6mo se desarrolla el conoci-
miento y la competencia matemadtica en el profesorado. La mayoria de las
investigaciones son realizadas con docentes en servicio, pero llama la atencién
el surgimiento del estudio de la formacién de profesorado para escuelas
Multigrado. En México, las escuelas multigrado estin atendidas por pro-
fesores y profesoras que imparten clases en un mismo salén a nifios de mds
de un grado escolar. Hay escuelas multigrado de preescolar, primaria y
secundaria.

Los resultados de esta reunién en el seno del primer congreso de la
SOMIDEM se publicaron en el libro “Perspectivas actuales de la Educacién
Matematica” (Sinchez et al., 2024). Una segunda reunién se desarrollé en
marzo de 2025; las investigaciones presentadas se publicardn en un libro
temdtico con el que se busca reflejar las implementaciones de las investi-
gaciones en educacién matemdtica en la formacién del profesorado. Lo
anterior, con la finalidad de acortar la distancia entre la investigacién y la
docencia ya que, como indican Dolores et al. (2013), a pesar de que hay
estudios sobre la formacién del profesorado de matematicas, estas propuestas
generalmente no se tienen en cuenta al elaborar los planes de estudio de las
licenciaturas y posgrados dedicados a la formacién de docentes.

Lineas futuras del grupo en la SOMIDEM
El grupo de trabajo dentro de la SOMIDEM tiene como visién convertirse

en un referente en la investigacién y en la comunidad de profesores, sobre
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formacién docente y politicas publicas para generar incidencia en la realidad
educativa de las aulas. De esta manera, sin dejar de considerar las lineas de
interés de los investigadores del grupo de la SOMIDEM, retomamos los
temas prioritarios: (@) el curriculum y su papel en la formacién de los
docentes, () la incidencia de las politicas educativas en la formacién de
profesores de matematicas, (¢) los conocimientos y saberes de docentes en
dreas especificas de las matemdticas, () los estudios sobre virtualidad, (e) el
uso de la tecnologia en el aula de matemiticas, (f) el uso de la inteligencia
artificial por profesores de matematicas, (g) el desarrollo de la inclusién en
las aulas de matematicas, (4) la transversalidad de las matemdticas como
conocimiento del profesor, (7) el andlisis de libros de texto como competencia
docente y, (7) la reflexién profesional para la formacién y profesionalizacién
docente. En este contexto, se busca que los investigadores también consideren
estos temas como parte de sus respectivas lineas de investigacion.

Asimismo, se plantea a largo plazo discutir algunos de los siguientes
temas:

* La formacién y el desarrollo profesional de profesores de matematicas

en el contexto de la Nueva Escuela Mexicana.

* El papel de la matemadtica y su didéctica en los nuevos programas
formativos de profesores en general y de matemdticas en
particular, en el marco de la Nueva Escuela Mexicana

* La formacién y el desarrollo profesional de profesores de matematicas
con base en las propuestas de la Agenda 2030 de la OCDE.

* La formacién del profesor como componente principal para lograr
una ensefianza de calidad de las matematicas.

Las reformas educativas actuales requieren centrarse en los docentes de
matemadticas, por lo que resulta crucial que los programas de formacién y
desarrollo profesional estén estructurados de manera coherente e integrada,
permitiendo a los profesores fusionar conocimientos de distintas disciplinas.

Estado actual del grupo en la SEIEM

El sistema educativo espafiol estd viviendo un momento de evolucién en
torno a la formacién docente, en gran parte motivado por los cambios de
los curriculos en las etapas no universitarias en 2022. Desde diferentes
estamentos se estin promoviendo grupos de reflexién para modificar planes
de estudio de formacién de docentes en Educacién Infantil, Primaria y
Secundaria y; asi, actualizar la normativa vigente. Desde 2022 se han abierto
foros para proponer mejoras a documentos como las “24 propuestas de
reforma para la mejora de la profesién docente™ y, mds recientemente, desde
el Ministerio de Educacién, Formacién Profesional y Deportes se trabaja en

1 https://bit.ly/49miKTh



382 INVESTIGACIONES SOBRE EL PROFESORADO DE MATEMATICAS EN MEXICO Y ESPANA

un marco de competencias profesionales docentes que, previsiblemente, serd
la base para la organizacién de la formacién docente de los préximos afios.
La SEIEM no es ajena a esta transformacién de la formacién de las y los
docentes y elabora réplicas y aportaciones? para que esta formacién sea de la
mayor calidad. Estas propuestas estin vinculadas a la formacién docente de
la sociedad estin vinculadas al trabajo de investigacién sobre la formacién
del profesorado que se produce en el seno del grupo CDPP (p. ¢j., Llinares
et al., 2023).

Ademads del posible impacto que pueda tener el grupo en la regulacién
normativa en la formacién de docentes, se trata de un grupo avalado por la
produccién investigadora. Un reciente monografico editado por Bosch,
Gutiérrez y Llinares en ZDM-Mathematics Education’ expone la amplitud,
la profundidad y el impacto de la reciente investigacién en educacién
matemidtica realizada en Espafia. Incluye articulos que abordan focos de
investigacién de interés y de repercusién internacional como la nocién del
conocimiento del docente de matematicas, las précticas de aula o el desarrollo
de competencias profesionales (Lin & Rowland, 2016; Ponte, 2011; Schack
et al., 2017).

La investigacion en el grupo CDPP

Las temdticas de investigacién del grupo abarcan el conocimiento del
docente de matemdticas, las competencias profesionales, las pricticas
docentes, los marcos tedricos, las creencias y un largo etcétera, que se han
ido consolidando como focos de investigacién en los ultimos afios a través
de grupos, proyectos y redes de investigacién. En todos los temas destaca
una visién de la formacién del profesorado caracteristica de la investigacién
en educacién matemitica en Espafia. Se trata de una perspectiva que sitia
las précticas profesionales como foco de atencién de los programas de
formacién docente y enfatiza el papel de los marcos tedricos en la toma de
decisiones de las personas que investigan (Bosch et al., 2024).

Las personas y grupos de investigacién vinculados al grupo CDPP son
realmente fructiferos en publicaciones. Es dificil hacer una seleccién
exhaustiva y equitativa que abarque todos los aspectos que se investigan en
este grupo y, al hacerlo, debemos remitirnos a diferentes tipos de documentos:
recopilaciones o revisiones, monogréficos, tesis defendidas, actas de los
simposios de la SEIEM, articulos publicados en revistas, etc.

Entre los documentos recopilatorios o revisiones recientes, destacamos
el libro editado por Badillo et al. (2019) en el que se subraya el compromiso
y el interés de las y los miembros del grupo por mejorar el conocimiento y el

2 Las diversas respuestas y aportaciones se pueden encontrar en la web de SEIEM https://www.seiem.es
3 https://link.springer.com/journal/11858/volumes-and-issues/56-6
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aprendizaje del profesorado y su desarrollo profesional. A lo largo de 19
capitulos, no solo aportan una panordmica de la investigacién matemdtica
hasta el afio de publicacién, sino que también proponen una organizacién
de esta investigacién en cuatro grandes temas:

* El anilisis de précticas de aula del profesorado.

* La caracterizacién del conocimiento docente, su conceptualizacién y

su relacién con la competencia docente.

* El aprendizaje del docente y el desarrollo de competencias docentes.

* El desarrollo profesional y el dominio afectivo.

Un segundo tipo de documentos a destacar son los monogréficos surgidos
de las investigaciones del grupo. Tanto por su impacto en la investigacién en
los temas del grupo, como por su uso como marco tedrico para el anlisis de
las practicas y la caracterizacién del conocimiento, subrayamos la influencia
del modelo del “Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas”
(MTSK, por sus siglas en inglés). La reciente publicacién en forma mono-
grifica (Carrillo et al., 2022) persiste en la idea original del modelo de
desvelar el proceso de construccién del conocimiento del profesorado de
matemdticas a través de la delimitacién de dominios y subdominios de
conocimiento descritos por sistemas detallados de categorias e indicadores,
que incluyen aspectos socio-afectivos junto con las creencias y concepciones.

Destacamos, por otra parte, la celebracién del trigésimo cumpleafios del
“Enfoque Ontosemidtico en Educacién Matematica” (EOS) con la publica-
cién de Godino (2024), en la que se repasa la trayectoria del EOS como
marco teérico y que se resalta su faceta como teoria para el desarrollo profe-
sional del profesorado, proporcionando un modelo de conocimiento y
competencias que considera facetas, componentes y subcomponentes de los
procesos educativos que tienen que ver con la fundamentacidn, el disefio, la
planificacién y la evaluacién, asi como criterios de eficiencia de los programas
de formacién docente.

Por dltimo, aunque un poco mds antiguo, Rico et al. (2013) recopilaron
investigaciones sobre “Analisis Didactico”, un modelo de fundamentacién
curricular para formacién de profesorado y la innovacién curricular, que
actualmente tiene menos presencia en las publicaciones del grupo CDPP,
pero que estuvo presente desde sus inicios.

Las tesis publicadas en el seno del grupo reflejan la actualidad y produc-
tividad en la investigacién sobre la formacién y el conocimiento profesional
del docente. Durante los dltimos cinco afios encontramos mds de 20 tesis
directamente relacionadas con nuestro grupo, donde destaca la preocupacién
por la caracterizacién del conocimiento docente. También se abordan otros
temas como las préicticas de evaluacién, el desarrollo de las competencias
docentes, el desarrollo profesional, o las emociones. Los marcos tedricos son
variados y, aunque predomina la utilizacién del modelo MTSK, también
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son frecuentes el EOS y la Mirada Profesional o Noticing (Fernandez et al.,
2018). Con menos frecuencia se utilizan otros marcos como el Anilisis
Didictico, la Teoria Antropolégica de lo Didéctico o enfoques asociados a
la Etnomatematica. El trabajo de los integrantes del grupo en Facultades de
Educacién, donde se forman docentes de Educacién Infantil y Primaria,
favorece el predominio de investigaciones con futuros docentes en estos
niveles educativos, aunque también se han completado estudios con docentes
en ejercicio y con docentes de Educacién Secundaria, Bachillerato y niveles
universitarios (Tabla 3).

Tabla 3
Sintesis de tesis y comunicaciones del grupo CDPP

N. de tesis Comunicaciones
(2020-2024) SEIEM (2024)

Analisis de las précticas 3 5
Conocimiento docente 10 8*
Tema
Competencia profesional 3 4
Desarrollo profesional y dominio afectivo 4 1
Sentido algebraico 2 2
Sentido espacial 2 0
Aspecto Sentido estocdstico 6 3
matematico Sentido de la medida 0 1
Sentido numérico 2 2
Otros 3 5
EOS 4 2
MTSK 8 8
Enfoque teérico
Mirada profesional 3 3
Otro 5 7
Infantil y primaria 15 11
Nivel educativo Secundaria 5 5
del docente
Universidad 1 0

Nota.* Incluyen aquellas referidas al conocimiento de formador/a de docentes de matematicas

Si hay publicaciones que son fieles testigos de la produccién del grupo,
estas son las actas de los simposios de la SEIEM, que sirven de termémetro
del estado de produccién de las personas que lo conforman, de sus intereses
investigadores y de la proyeccién que sus propuestas tienen. Las actas
registran y proyectan anualmente los trabajos relacionados con el conoci-
miento profesional y desarrollo del profesorado de matematicas en todos los
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niveles educativos. Durante el simposio del afio 2024 (Adamuz-Povedano
et al., 2024), se presentaron 20 comunicaciones asociadas al grupo CDPP
(37 % del total de las comunicaciones).

Como se puede ver en la tabla 3, los temas, aspectos matemadticos,
enfoques tedricos y niveles educativos que se abordaron en el dltimo
simposio, celebrado en Cérdoba, son muy similares a los descritos para las
tesis en campo temdtico, aspectos matemadticos, enfoques teéricos y niveles
educativos. Sin embargo, se aprecian variaciones sutiles que podrian servir
para identificar nuevas tendencias en la investigacién del grupo. Asi, como
ejemplo de estas novedades, destacamos las investigaciones sobre la caracte-
rizacién del conocimiento docente incluyendo varias que abordan la carac-
terizacién del conocimiento del formador del docente de matemaiticas
(p. ¢j., Pérez-Montilla et al., 2024) o la caracterizacion del perfil del docente
de matematicas (Garrido-Rojas et al., 2024). Asimismo, destaca la aparicion
de estudios de naturaleza cuantitativa (p. ¢j., Giadas, Muifiz-Rodriguez et
al., 2024) o la consideracién de aspectos didécticos de especial actualidad
como las situaciones de aprendizaje (p. €j., Moreno et al., 2024).

Estas tendencias que hemos comentado también se observan en las
publicaciones en revistas periédicas. En 2024, destaca el nimero de aporta-
ciones (40 % del total) realizadas por las y los miembros del grupo CDPP y
con temdtica cercana a los temas de investigacién del grupo en el mono-
gréfico de la revista ZDM-Mathematics Education, dedicado a la investigacién
en educacién matemadtica. Estos estudios incluyen: 1) el andlisis de las
précticas profesionales (Alsina et al., 2024; Lupidfiez et al., 2024); 2) la
caracterizacién del conocimiento docente (Alvarez—Arroyo et al., 2024;
Climent et al., 2024); 3) el desarrollo de competencias docentes (Fernindez
et al., 2024; Planas et al., 2024); y 4) aspectos de desarrollo profesional
(Barquero & Ferrando, 2024; Font et al., 2024; Garcia et al., 2024) y el
dominio afectivo (Gémez-Chacén & Marbin, 2024).

También en 2024, la revista PNA#4 publicé un nimero monografico
dedicado a los formadores de docentes de matemiticas. En este nimero se
aprecia como el modelo MTSK, en solitario o en combinacién con la Mirada
profesional, estd siendo utilizado para caracterizar pricticas (Pinto et al,,
2024), perfiles (Giadas et al., 2024), el conocimiento (Reyes-Bravo et al.,
2024) y el desarrollo profesional del formador (Sosa, 2024).

Transferencia de la investigacién

Por dltimo, no podemos concluir esta visién del grupo CDPP de la SEIEM
sin subrayar la relevancia de la transferencia de los resultados de su inves-
tigacién. Un ejemplo destacado de esta transferencia lo constituye la edicién

4 https://revistaseug.ugr.es/index.php/pna/index
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de manuales dirigidos a la formacién del profesorado en las distintas etapas
educativas, elaborados por miembros de la SEIEM a partir de una reflexién
profunda y fundamentada en la investigacién. Estos manuales se han
convertido en referentes tanto para quienes se dedican a la formacién inicial
del profesorado como para docentes en ejercicio comprometidos con su
desarrollo profesional. Entre otros, por su amplia difusién e implementacién,
cabe mencionar algunos genéricos (Duval et al., 2004) y otros dirigidos a
etapas educativas especificas, como los destinados a Educacién Infantil
(Arteaga & Macias, 2016; Castro & Castro, 2016; Chamorro, 2005;
Fernindez, 2004; Mufioz-Catalin & Carrillo, 2018), Educacién Primaria
(Castro, 2001; Chamorro, 2003; Carrillo et al., 2016; Flores & Rico, 2015;
Godino et al., 2004a, 2004b; Segovia & Rico, 2011) y Educacién Secundaria
(Arce et al., 2019; Rico, 1997; Rico & Moreno, 2016).

Lineas futuras del grupo en la SEIEM

La revisién de investigaciones realizada nos permite prever un futuro en el
que se sigan trabajando los temas consolidados, esto es, las pricticas profe-
sionales, el conocimiento docente, el desarrollo de las competencias y el
desarrollo profesional, sin olvidar los aspectos actitudinales de los docentes.
Aqui el reto serd seguir profundizando en la sinergia entre las practicas
profesionales docentes y conocimiento profesional y en las posibles coordi-
naciones que se puedan establecer entre diferentes marcos teéricos para
obtener descripciones mds precisas y ricas.

Ademais, hemos detectado dos temas emergentes. Uno casi establecido,
como es el del formador/a de docentes de matematicas: las ya mencionadas
publicaciones en las dltimas actas de la SEIEM, los monograficos de la
revista PNA, de Journal of Mathematics Teacher Education en 2018 o ZDM-
Mathematics Education (en 2014) y libros como International Handbook of
Mathematics Teacher Education (2020) ponen de manifiesto que es importante
poner el foco de atencién en las personas que forman al profesorado de
matemadticas y determinar las diferencias y semejanzas entre formadores y
docentes (Goss & Beswick, 2021). Por otra parte, la determinacién de perfiles
de profesorado (o de formadores de profesorado), ha surgido como un tema
emergente que permite abordar las diversas formas en que el profesorado
combina creencias, actitudes y pricticas, lo que influye directamente en la
calidad de la ensefianza (Holzberger et al., 2019).

Existen otros focos, marcos o modelos que, aunque no se han mencionado,
han estado presentes en las reuniones del grupo y son importantes para
entender el desarrollo. Asi, mencionamos, entre otros, que se estd comen-
zando a prestar atencién a cuestiones como la relacién con las agendas
internacionales y el desarrollo sostenible (p. ¢j., Alsina, 2023), la incorporacién
de la perspectiva de las comunidades de prictica a la investigacién en el
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desarrollo profesional o la utilizacién de marcos tedricos cldsicos, como la
Teoria Antropolégica de lo Didéctico que actualmente no se reflejan en las
actas pero que han tenido vy, casi con toda seguridad, tendrdn relevancia en
el grupo. En el dmbito aplicado, la determinacién de competencias docentes,
en constante evolucidn, y la creacién de programas formativos de profesorado
sigue siendo un tema candente en la politica educativa.

No debemos olvidar que la investigacién tiene mucho que aportar a la
formacién de profesorado: “Las propuestas de entornos de aprendizaje,
ciclos formativos y propuestas de tipologias de tareas en los programas de
formacién, nos permiten asumir que se estin proporcionando los mimbres
para poder urdir propuestas de programas de formacién docente (inicial y
continua) tanto para maestros como para profesores de Educacién Secun-
daria que pueden permitir formar a los docentes que nuestra sociedad
necesita en estos momentos” (Llinares et al., 2023, p. 525).

Conclusiones

A lo largo de este capitulo queda de manifiesto que los trabajos desarrollados
en cada grupo responden a realidades diferentes en cuanto a la investigacién
desarrollada, los sistemas educativos y los escenarios formativos para los
docentes. Asi, por ejemplo, en México no hay investigacién suficiente sobre
la formacién inicial y continua de los docentes, una de las razones es la
variedad de contextos formativos (Avila, 2016; Avila et al., 2013). Ademis,
dichos contextos formativos estin influenciados por politicas y reformas
educativas especificas que no siempre estin alineadas con los resultados de
las investigaciones, pero que si afectan el desarrollo de los conocimientos
matematicos y didédcticos de los docentes debido a las caracteristicas organi-
zativas y académicas de las instituciones donde se imparte esta formacién
(Camarena, 2015). Por su parte, en Espafia, aunque existen diversas admi-
nistraciones regionales con responsabilidades educativas, hay una normativa
general sobre la educacién obligatoria y sobre la formacién de docentes, lo
que proporciona unas bases curriculares comunes y consistentes para apoyar
la investigacion.

En México, la formacién inicial de profesorado de Educacién Basica
(preescolar, primaria y secundaria) no se lleva a cabo en facultades de
educacién sino en escuelas normales que, aunque son consideradas institu-
ciones de educacién superior, no tienen un reconocimiento como institu-
ciones que cultivan la investigacién en educacién matemitica. Esta situacién
es muy diferente en Espafa, ya que desde 1984 la Didéctica de la Matematica
se reconoce como 4rea de conocimiento de estudios universitarios (Ministerio
de Educacién y Ciencia, 1984) y desde 1991 los estudios universitarios
conducentes al titulo de maestro/a se regulan a nivel nacional (Ministerio
de Educacién y Ciencia, 1991).
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Meéxico cuenta con una formacién inicial para profesores de Educacién
Preescolar o Infantil, Educacién Primaria y Educacién Secundaria (3 a 6
afios, de 6 a 12 afos y de 12 a 15 afios, respectivamente), pero como se ha
mencionado antes, no se desarrollan en Instituciones de Educacién Superior,
sino en Escuelas Normales. La Educacién Media Superior (15 a 18 afios) es
atendida principalmente por ingenieros y el estudio de un posgrado
orientado a la ensefianza de las matemdticas no es un requisito para ejercer
la docencia en ese nivel educativo. De esta manera, los alcances y las limita-
ciones de la investigacién estin fuertemente influenciados por el contexto.
Sin embargo, en Espafia, desde el curso 2009-2010, para ejercer como
docente de matemiticas en las etapas de Educacién Secundaria Obligatoria
(12 a 16 afos) y Bachillerato (16 a 18 afios) es necesario contar con una
titulacién universitaria con una sélida formacién matematica y haber cursado
el Master Universitario en Formacién del Profesorado. Este posgrado
profesionalizante aborda tanto los complementos disciplinares necesarios
para la ensenanza de las matemiticas en estas etapas como el desarrollo de
competencias profesionales docentes, sustentadas en un conocimiento
didéctico del contenido matematico.

Las diferencias en los contextos sociopoliticos de ambas sociedades
tienen un reflejo evidente en el funcionamiento de los grupos. Mientras que
el grupo CDPP estd consolidado y mantiene unas dindmicas estables de
funcionamiento, el grupo FDPE espera a corto plazo una mayor colaboracién
entre sus integrantes que permita el desarrollo de investigaciones mds arti-
culadas y con una incidencia social, asi como mantener la presencia continua
en el congreso de la SOMIDEM.

Otra diferencia evidente la refleja la cantidad de publicaciones que se
desarrollan en cada grupo y la implicacién que ha tenido la investigacién en
sus respectivos contextos. Por un lado, el grupo FDPE es relativamente
joven, busca la consolidacién como grupo y una mayor incidencia de sus
investigaciones en las aulas de matemadticas, mientras que el grupo CDPP
tiene una trayectoria ya consolidada.

También se manifiestan estas diferencias sociopoliticas en los trabajos de
investigacién sobre el conocimiento y desarrollo profesional docente que se
realizan en cada pafs. Asi, la mayoria de las investigaciones del grupo
CDPP ponen su atencién en docentes de primaria, mientras que en el grupo
FDPE la mayor presencia estd en el nivel secundaria y bachillerato. En el
caso de este ultimo grupo, hay poca presencia de investigaciones en la
formacién inicial de docentes, en comparacién con el grupo CDPP, debido
a la configuracién del sistema de formacién de docentes y a la organizacién
de las instituciones donde se forman estos sujetos.

A pesar de estas diferencias, también hemos detectado similitudes en las
investigaciones realizadas en Espafia y México. En los trabajos desarrollados
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en ambos grupos encontramos elementos comunes como son los enfoques
tedricos y los marcos interpretativos con los que se estudia la formacién del
profesorado. En ese sentido, en las investigaciones de ambos grupos estin
presentes modelos como el MTSK, el EOS o la Mirada profesional.

Otras semejanzas entre los grupos se observan en los temas prioritarios
que se comparten: la preocupacién por el conocimiento del docente de
matemadticas, la pricticas y experiencias profesionales, la formacién inicial y
continua o el deseo de influir en las politicas educativas son algunos de los
puntos de encuentro que los grupos, a través de las sociedades en las que se
circunscriben, pueden y deben aprovechar para desarrollar proyectos de
colaboracién futura.

Por dltimo, destacamos la aparicién de temas transversales que, por su
relevancia o por su actualidad, podrian ser de especial interés para los grupos
FDPE y CDPP. Asi, por ejemplo, la inclusién, la IA, o el enfoque STEAM
integrado o transdisciplinar, son temas no especificos de la formacién
docente pero que se deben tener en cuenta en nuestras investigaciones para
no perder la especificidad y el alcance de nuestra didéctica. Se trata de
cuestiones que emergen desde los curriculos con la intencién de dar respuesta
al mundo en el que vivimos.
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Resumen

La relevancia del dominio afectivo en todo aquello que concierne a la ensefianza y
al aprendizaje de las matematicas lleva mds de medio siglo recibiendo atencién por
parte de la comunidad cientifica internacional en el dmbito de la Educacién
Matemitica. En este sentido, no han permanecido ajenas sociedades como la
SEIEM y la SOMIDEM, las cuales no solo han reconocido la importancia de esta
linea de trabajo e investigacidn, sino que también han prestado espacios y apoyos
para su desarrollo. En este capitulo se describe brevemente la situacién actual en
ambas sociedades de la investigacién en el dmbito del dominio afectivo desde la
perspectiva de su integracién explicita en grupos de trabajo, describiendo las principales
aportaciones, teorias y lineas de investigacién abiertas de estos, proyectando algunas
de las lineas futuras hacia las que estdn dirigiendo sus esfuerzos y, sobre todo,
identificando oportunidades para el trabajo conjunto.

! josemaria.marban@uva.es
Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacién Matemética, SEIEM

2 msgarcia@uagro.mx
Sociedad Mexicana de Investigacion y Divulgacion de la Educacion Matematica, SOMIDEM

Marbén, J. M., & Garcia-Gonzilez, M.S. (2025). La investigacién sobre afectos en educacién matemdtica como reto
compartido. En E. Flores-Medrano, M. Molina, I. Sandoval, & I. Polo-Blanco (Eds.), Educacion Matemdtica en
Meéxicoy Esparia: Investigaciones y lineas de trabajo compartidas (pp. 397-425). Editorial SOMIDEM - SEIEM.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S2/2025/03-15



398 LA INVESTIGACION SOBRE AFECTOS EN EDUCACION MATEMATICA, RETO COMPARTIDO

Palabras clave
Dominio afectivo, Educacién Matemdtica, matemadticas.

Abstract

The relevance of the affective domain in everything that concerns the teaching and
learning of mathematics has been receiving attention from the international scientific
community in the field of Mathematics Education for more than half a century. In
this sense, societies such as the SEIEM and SOMIDEM have not been unaware of
the importance of this line of work and research but have also provided space and
support for its development. This chapter briefly describes the current situation in
both societies of research in the affective domain from the perspective of their
explicit integration in working groups, describing their main contributions, theories
and open lines of research, showing some of the future lines towards which they are
directing their efforts and, above all, identifying opportunities for joint work.

Keywords
Affective domain, Mathematics Education, mathematics.

Introduccién

La educacién es un valor social, es patrimonio de la humanidad, es una de
las herramientas mds eficientes para el progreso humano y, sobre todo, es un
derecho universal. La educacién matemitica, como elemento nuclear de la
accién educativa, comparte todas estas caracteristicas y debe, por tanto, no
solo ser protegida, reconocida y apoyada sino también presentarse como
accesible para contribuir al desarrollo de sociedades matemdaticamente
competentes. Esto solo es posible si su mirada es capaz de captar y sentir la
diversidad que caracteriza el mundo a cuyo desarrollo pretende contribuir y,
especialmente, la diversidad presente en las aulas o, con cardcter mds general,
en cualquier contexto en el que se lleven a cabo procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matemdticas. Esta diversidad, ademas, lejos de ser una
amenaza, es una oportunidad para el enriquecimiento mutuo, pero, al
mismo tiempo, un reto permanentemente abierto en la bisqueda de entornos
realmente inclusivos al que se suma la necesidad de otorgar valor a la
educacién matemdtica como forma de empoderar a personas, comunidades
y naciones en las sociedades modernas, muchas de ellas altamente tecnolo-
gizadas, para evitar procesos de exclusién. Las respuestas a estos desatios
pueden y deben venir apoyadas por procesos rigurosos de investigacién en el
dmbito de la Educacién Matemadtica, sin menoscabo de su desarrollo desde
perspectivas tanto multidisciplinares como interdisciplinares.

Teniendo todo esto presente, nace en la SEIEM el grupo de trabajo
IDIEM (Investigacién en Diversidad e Inclusién en Educacién Matemitica),
y lo hace con la idea de aportar evidencias desde la investigacion que permi-
tan avanzar hacia una educacién matemitica inclusiva que se preocupe por
atender a la diversidad en todas sus formas. Asi, el nuevo grupo se interesa,
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en particular, por la diversidad funcional, cognitiva, cultural, lingiistica,
afectiva, conductual y neuroldgica, asi como por todas aquellas formas de
diversidad ante las que la investigacién en Educacién Matemitica pueda
aportar resultados que contribuyan a su adecuada consideracién y proteccién.
Como se ve, no es un grupo especializado solo en el dmbito del dominio
afectivo, pero si incorpora entre sus lineas de trabajo de forma especifica la
que se ocupa del sentido socioafectivo y la diversidad en Educacién
Matematica, sobre la que centraremos nuestra atencién dada la temdtica de
este capitulo.

En cuanto a SOMIDEM,, se trata de una propuesta creada en 2023 en
la que 18 Grupos de Trabajo Temitico (GTT) se retinen cada dos afios con
el objetivo de difundir la investigaciéon que se realiza en la comunidad de
educadores matemadticos, tanto asociados como externos. Dentro de estos
grupos, el nimero 8 estd dedicado al afecto en el estudio de las matematicas
(GTTB8). La primera versiéon de este grupo contd con el liderazgo de 4
asociados, Cristian Nava Guzmdn, Yesenia Esmeralda Basaldd Gutiérrez,
Angelina Gonzilez Peralta, y Maria del Socorro Garcia Gonzilez; en su
segunda versién de 2025, Angelina ya no forma parte del equipo.

Desde sus inicios el GTT8 se pensé como un foro para la difusién y
discusién de estudios tedricos y empiricos con la finalidad de conocer y
comprender los factores que desencadenan el afecto en el estudio de las
matemiticas, entendido desde la conceptualizacién de McLeod (1989). La
pregunta de discusién del grupo, y que atn sigue vigente es: ;cémo podemos
aplicar el conocimiento acumulado por la investigacién sobre el afecto en la
préctica en el aula de matematicas? Para responderla se convocé a la recep-
cién de investigaciones desarrolladas, o en desarrollo, se esperaba la partici-
pacién de estudiantes de posgrado, quienes suelen recurrir a este tipo de
foros. Sin embargo, solo llegé una propuesta, y el resto, cuatro mds, fueron
investigaciones concluidas por los lideres de grupo. Ante este panorama, se
hizo mayor difusién para la segunda versién del congreso SOMIDEM en
2025, y como resultado se obtuvieron cinco propuestas, cuatro de México y
una de Costa Rica.

Tras esta breve presentacién de los grupos de trabajo de ambas sociedades
que se ocupan, parcialmente, en el primer caso, o en su totalidad, en el
segundo, de la investigacién relacionada con el dominio afectivo en mate-
miticas, se procede a continuacién a mostrar de forma sintética el estado
actual de ambos grupos, asi como las lineas futuras o retos percibidos desde
cada uno de ellos pero que se desea afrontar conjuntamente. Esto nos
permite, entre otras cosas, identificar preocupaciones comunes, marcos
tedricos de referencia y, sobre todo, potenciales lineas de colaboracién. Es
esto ultimo, sin duda, el propésito principal de este capitulo, motivo por el
que el apartado de conclusiones con el que se cierra quiere servir como una
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declaracién de intenciones para el inicio de un trabajo conjunto entre ambas
sociedades en relacién con los afectos en matemiticas, algo que no solo
enriqueceria a ambos grupos sino que también permitiria disponer de mds y
mejores recursos, sobre todo humanos, para enfrentar los retos que en el
dmbito del dominio afectivo en matemadticas se abren ante nuestros ojos y
nuestra mirada como investigadoras e investigadores.

Estado actual de los grupos
El grupo IDIEM

El grupo IDIEM nace en septiembre de 2024 tras ser aprobada formalmente
su creacién en la Asamblea Ordinaria de la SEIEM celebrada en el marco
de su XXVII Simposio, el cual tuvo lugar en la ciudad de Cérdoba. El
nacimiento en si fue fruto de un sentimiento compartido de su oportunidad y
necesidad en el seno de la sociedad, habiéndose gestado de forma altamente
participativa, asamblearia y consensuada en cuanto a su finalidad y lineas de
trabajo. Siguiendo esta filosofia, la definicién del estado actual del grupo,
cuya primera reunién intermedia de trabajo tuvo lugar en Madrid los dias
21y 22 de febrero de 2025, ha vuelto a surgir de la participacién abierta de
sus integrantes. De esta forma, lo que ahora se refleja es aquello que miembros
del propio grupo han querido destacar o aportar, siendo conscientes de que
el capitulo no serd capaz de reflejar todo su potencial y trayectoria en
relacién con el dominio afectivo en matemidticas. En todo caso, se puede
afirmar, sin ningun género de dudas, que, aunque no estén todos “los que
son”, si son “todos los que estdn”.

En este punto, antes de presentar el estado actual del grupo a partir de
los trabajos de sus miembros sobre la temdtica del capitulo, consideramos
relevante y justo destacar que la SEIEM ha mostrado siempre una elevada
sensibilidad hacia las cuestiones vinculadas con los afectos en Educacién
Matemitica, con socias y socios que han jugado y, en muchos casos, siguen
jugando un papel destacado en los avances aportados tanto al conocimiento
cientifico como a su transferencia en esta linea de investigacion. Asi, aporta-
ciones, entre otras, como las de Inés Gémez-Chacén desde la Universidad
Complutense de Madrid, Lorenzo Blanco y colaboradores en la Universidad
de Extremadura o Santiago Hidalgo y su equipo de trabajo en la Universidad
de Valladolid han sido referentes para quienes, tras ellos, nos hemos incor-
porado a este apasionante reto afectivo. Sirvan también como ejemplos de la
atencién prestada por la SEIEM al dominio afectivo en matemadticas la
presencia de un seminario de investigacién especifico sobre este campo en
el programa del XX Simposio de la SEIEM celebrado en Milaga (Marban,
2016) o las referencias a las aportaciones recientes a la investigacién de la

SEIEM presentadas en uno de los seminarios de investigacién del XXVII
Simposio de la SEIEM (Bosch et al., 2024)
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Comenzamos, ahora si, a describir algunas de las aportaciones mds
destacadas que miembros del grupo IDIEM han realizado en el marco de
la linea de investigacién centrada en el dominio afectivo matemadtico, asi
como las lineas de trabajo en curso actualmente, todo ello sefialando en
algunos casos marcos teéricos de referencia y principios metodoldgicos a los
que se recurre.

Encontramos, en primer lugar, los trabajos de Inés Maria Gémez-Chacén,
cuya destacada trayectoria profesional ha dirigido su atencién hacia el
objetivo de afinar un marco tedrico y metodoldgico para la investigacion,
sobre todo en las dimensiones de interaccion entre cognicién y afecto, tanto
en aprendizaje como en ensefianza, lo que ha requerido el uso y contraste de
distintas aproximaciones teéricas y la triangulacién de datos desde diversas
perspectivas tedricas y metodoldgicas. Asi, desde que en 1997 publicase su
estudio sobre afecto y cognicién (Gémez-Chacon, 1997), su trabajo se ha
interesado o preocupado especialmente por aspectos metodolégicos que
permitan establecer un modelo analitico. En este sentido, la principal
pretensién no ha sido otra que la de comprender la interaccién cognitivo-
afectiva en la persona, para lo cual resulta necesario alcanzar un conoci-
miento de esa persona desde diferentes niveles: individual, grupal, social y
holistico. Este conocimiento captaria aspectos que permitirian modelar la
dindmica cognitivo-afectiva mediante constructos como las estructuras de
afecto (local y global), la dimensién cognitiva (procesos de valoracién y
procesos matemdticos) y el meta-afecto.

A su vez, los trabajos de Inés Gémez-Chacén han dirigido su mirada a
diferentes descriptores del dominio afectivo como las creencias personales y
sociales (Mello-Roman y Gémez-Chacén, 2022), las emociones, entre ellas
las emociones epistémicas (Gémez-Chacén & Marbin, 2024), valores,
afecto e identidad (Pompeu & Goémez-Chacén, 2019) y meta-afecto y
aspectos metacognitivos en relacién con el afecto (Gémez-Chacén, 2015).
Destacadas son también sus aportaciones al estudio de la dimensién afectiva
en la formacién inicial y permanente del profesorado (Gémez-Chacén,
2018a; Gémez-Chacén & De La Fuente, 2019; Gémez-Chacon & Marbin,
2019).

En sintesis, sus trabajos han contribuido a comprender los vinculos, las
interacciones y las relaciones entre los elementos que componen holistica-
mente la interaccién cognicién-afecto, identificando tipologias de estructuras
cognitivas y afectivas. Al describir estas estructuras en sus estudios empiricos,
ha podido encontrar caracterizaciones del afecto que dependen de la
naturaleza del contexto (local-global) y del sistema dindmico de los procesos
matemdticos implicados (estitico-dindmico), asi como del movimiento
dindmico de la naturaleza del fenémeno a nivel individual o de grupo. Esto
es de gran relevancia, pues algunos sistemas afectivos dindmicos pueden
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tener propiedades que solo pueden estudiarse en el nivel de un grupo, por lo
que es necesario observar los patrones de interaccién que caracterizan los
sistemas afectivos de individuos y colectivos (G6émez-Chacén, 2018b).
Siendo mis explicitos, y segun lo expresado por la propia autora en Gémez-
Chacén (2017 y 2018b), sus estudios han contribuido a la conceptualizacion
de las estructuras de esta interaccién, al establecimiento de un sistema de
referencia afectivo-cognitivo dado por el conocimiento matemadtico especifico,
que incluye la distincién entre conocimiento matemdtico y procesos de
valoracién y, finalmente, a abordar la complejidad de la explicitacién de los
sistemas dindmicos implicados en esta interaccién, desde la unicidad de los
patrones individuales de razonamiento hasta la caracterizacién de la
tendencia de un grupo. Hacemos notar finalmente que, respondiendo a esta
necesidad de caracterizar tales interconexiones, los trabajos de Gémez-
Chacén se han centrado en el conocimiento matemadtico especifico. En
particular, en diferentes publicaciones (Gémez-Chacén, 2018b; Gémez-
Chacén et al., 2016; Gémez-Chacén & Marbin, 2024), se destacan algunos
aspectos precisos de la dimensién epistemoldgica y ontolégica que conlleva
este andlisis de la interaccién cognicién-afecto. Consideramos que el signi-
ficado epistémico de las emociones debe estudiarse de acuerdo con las
caracteristicas especificas de la epistemologia del conocimiento matemadtico
y bajo un enfoque de interrelacién dindmica, entendido como un sistema
dindmico de afecto.

Como ejemplos mds explicitos, se pueden tomar los estudios sobre
procesos de visualizacién en matemdticas en relacién con el pensamiento
visual en la resolucién de problemas de lugares geométricos con estudiantes
universitarios del grado en matemadticas. Para lograr un establecimiento
posible de patrones se analizaron para cada estudiante sus creencias
expresadas y creencias en accién sobre el pensamiento visual y reaccién
emocional que se deriva, las coincidencias en tipologias de uso de visualizacién
y emocioén asociada y la valoracién realizada sobre los sucesos que le causan
emociones, con especial atencién a procesos relacionados con la visualizacién
y con el uso tecnoldgico. Estas categorias de niveles de valoracién establecidas
han sido utiles para un anilisis global, mientras que el analisis micro de
visualizacién matemdtica ha posibilitado una mirada local sobre cémo se
producen las representaciones e imdgenes. Este marco (Gémez-Chacén,
2018b) aplicado al estudio de la visualizacién matemdtica ha permitido
caracterizar las dialécticas que se llevan a cabo al transitar (de modo no
lineal) por la interaccién cognicién y afecto al resolver los problemas
mediante la descripcién de los patrones de uso de la visualizacién y la emocién
asociada, asi como de la meta-emocién y las creencias de los individuos. Asi,
se ha demostrado que los procesos cognitivos del razonamiento visual y la
interaccién de las emociones negativas ocurren en la identificacién de estra-
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tegias de representacién interactiva y procesamiento de ciertas representa-
ciones, donde el estudiante tiene que poner en juego la identificacién de
variaciones paramétricas en los problemas de lugares geométricos. Por otra
parte, se ha hecho una distincién entre las imagenes por computadora y las
imdgenes de objetos matemiticos, y, a través de conceptos de deconstruccién
instrumental y dimensional, se ha demostrado la existencia de mecanismos
cognitivos separados para el procesamiento de objetos y relaciones entre
objetos, donde estdn involucrados procesos de génesis figurativa e instru-
mental.

Resumimos ahora las aportaciones de otros dos miembros del nuevo
grupo IDIEM, Verénica Quintanilla Batallanos y Jesis Gallardo Romero.
Tal y como ambos destacan en sus propias palabras, en las ultimas dos
décadas han trabajado intensamente en el desarrollo de un modelo operativo
e integrador sobre la comprensién en matemadticas, con el propésito principal
de esclarecer en la prictica la complejidad de los procesos involucrados en
su interpretacion (An Operative Model for Interpreting Understanding in
Mathematics [OMIUM]). Su configuracién actual exhibe cuatro dimensiones
relacionadas (Figura 1), que aportan un sistema especifico de cuestiones,
nociones y supuestos tedrico-metodolégicos sobre la comprensiéon y su
interpretacién en matematicas.

En la dimensién fenémeno-epistemoldgica, estos investigadores sugieren
registrar e interpretar la actividad matematica en el aula tomando como
referencia el andlisis fenémeno-epistemoldgico del conocimiento matematico
(Gallardo & Gonzilez, 2006; Gallardo et al., 2013). A través de la dimensién
hermenéutica, también otorgan un rol principal a los estudiantes, haciéndolos
intervenir en la interpretacién de su propia comprensién a través de diversos
planos semidtico, fenédmeno-epistemoldégico y dialégico (Gallardo &
Quintanilla, 2019). Asimismo, en estudios previos centrados en la dimensién
ética, promueven en el aula transformaciones progresivas en la actividad
interpretativa de los estudiantes, dando lugar a pricticas matematicas mds
justas, inclusivas y democriticas (Gallardo & Quintanilla, 2016; Quintanilla
& Gallardo, 2021).

Finalmente, el objetivo principal de esta linea de trabajo es avanzar en
una propuesta que permita relacionar operativamente la experiencia
emocional del alumnado con una visién funcional de su comprensién,
basada en los usos dados al conocimiento matemitico. Con ello, se pretende
contribuir al marco conceptual de las emociones en matemiticas, a nivel
tanto teérico como metodolégico. A través del OMIUM ambos investiga-
dores proponen un enfoque dialéctico que permite dar un caricter sistémico
a la experiencia emocional, con el fin de incorporar algunos aspectos de los
principales conocimientos consolidados sobre las emociones dentro de un
mismo marco teérico comin. También proponen una caracterizacion
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particular de la relacién entre emocién y comprensién a partir de los usos
que el alumnado hace del conocimiento matemdtico durante su actividad en
el aula. Desde el punto de vista metodolégico, esta propuesta incorpora un
método cualitativo, al que denominan circulo hermenéutico de la comprensién
en matemadticas, el cual incluye diversos instrumentos y estrategias de inter-
pretacién y con el que logran integrar diversos aspectos cognitivos, expresivos
y fisiolégicos del componente emocional de la comprensién matemdtica
dentro de un mismo proceso interpretativo.

Figural
Dimensiones del OMIUM

Nota. Fuente: Quintanilla y Gallardo (2025)

El desarrollo de la dimensién socioafectiva de su modelo puede encon-
trarse en la Tesis Doctoral de Quintanilla (2019). En trabajos publicados
recientemente (Quintanilla & Gallardo, 2022a, 2022b) ambos muestran su
operatividad interpretando la comprensién en episodios empiricos cualitativos
en los que intervienen maestros en formacién de Educacién Primaria
involucrados en la resolucién de problemas de medida. Estos estudios
aportan resultados positivos sobre la influencia de la comprensién de los
estudiantes en la generacién de sus diferentes emociones durante la actividad
matemadtica realizada. Del mismo modo, evidencian cémo las emociones
proporcionan razones plausibles que ayudan a explicar la comprensién
matemadtica de los estudiantes, al intervenir estas en los procesos de toma
de decisiones sobre el uso compartido del conocimiento matemdtico durante
la resolucién de problemas en el aula.

En ocasiones encontramos aportaciones de miembros del grupo que no
parecen situar los afectos en matemadticas en el centro de atencidn, pero en
las que, sin embargo, la componente afectiva si termina jugando un papel
relevante. Ejemplificamos esta situacién con algunos de los trabajos de
Nuria Planas, quien ha colaborado en distintas iniciativas y publicaciones
con una perspectiva sociocultural de la investigacién en Educacién Mate-
mdtica, donde los afectos se conceptualizan como aspectos de la
identidad. Asi, el libro que edit6 junto con diversos colaboradores en 2018
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(Hunter et al., 2018), es una buena muestra de esta comprensién social y
cultural de la dimensién afectiva. A su vez, en un articulo anterior, y con
una perspectiva también sociocultural, Planas (2011) examiné el desarrollo
de la ‘agency’ en la construccién de identidades ‘positivas’ y, mds reciente-
mente, en un capitulo de un volumen editado por SOMIDEM (Planas &
Boukafri, 2018), la identidad y la experiencia de obstdculos y oportunidades
constituyen de nuevo una mirada a los afectos. Todas estas aportaciones nos
permiten sefialar cémo, desde las teorias socioculturales en Educacién
Matemadtica, se apunta hacia una visién de los afectos también como una
construccién social y cultural, cercana al estudio de las nociones de identidad
y ‘agency’. Asi, como reconoce la propia autora, a veces se enfatiza la dimensién
cognitiva de los afectos, pero hay otras dimensiones igualmente relevantes
cuyo estudio tiene mucho peso en las teorias vygotskianas, destacando
también cémo en la Teoria de las Representaciones Sociales los afectos
tienen una base social (Gorgorié y Planas, 2005). De esta forma, aunque
ninguno de los trabajos mencionados estd centrado en el estudio de los
afectos, en todos ellos la construccién de la identidad es un elemento esencial
para comprender el fenémeno que se estudia.

Interesante resulta también la perspectiva de trabajo de Teresa Ferndndez
Blanco y colaboradores, cuyos esfuerzos se dirigen hacia el estudio del
dominio afectivo en alumnado en riesgo de exclusién social por motivos
familiares (Blanco et al., 2022a; Fernandez-Blanco et al., 2024), asi como de
las emociones en el caso de maestras y maestros en formacién inicial (Blanco
et al., 2022b; Blanco et al., 2022¢; Ferndndez-Lépez et al., 2024). En todas
sus investigaciones siguen el marco tedrico del EOS (Figura 2).

Figura2

Modelo ontosemictico de los conocimientos matemdticos

Nota. Fuente: Godino et al. (2007)
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Encontramos una linea de investigacién muy pertinente para este
capitulo que queda vinculada con la ensefianza de las matemiticas para la
justicia social, destacando los trabajos de Natalia Ruiz Lépez quien, junto a
sus colaboradores, ha abordado la problemitica relacionada con cémo el
dominio afectivo influye en el abandono de la materia, abordindolo desde
un enfoque sociopolitico-cultural (Ruiz-Lépez et al., 2024; Suavita &
Ruiz-Lépez, 2017). Como resultado de su trabajo, se han defendido varias
tesis doctorales como: “Imaginarios del profesorado en formacién sobre las
matemdticas. Hacia una cultura matemdtica para la justicia social” de Maria
Angélica Suavita Ramirez (defendida en 2017 en la UAM) o “Educacién
matemdtica y justicia social: Una experiencia de aprendizaje y servicio
solidario” de Gustavo Nicolds Bruno (defendida en 2020 en la UAM).
Actualmente, tienen en marcha otras dos tesis doctorales que también
ahondan en el dominio afectivo desde un enfoque critico: “El acompaa-
miento educativo en matemadticas a través de una experiencia de Aprendizaje-
servicio” de Paloma Guillém Gonzilez-Blanch y “Narrativas de trayectorias
educativas de jévenes de la Comunidad de Madrid” de Aarén Alvarez
Araujo. Es importante en este punto destacar cémo una de las metodologias
que han incorporado en dos de las tesis dirigidas estd estrechamente
relacionada con los enfoques propios del Aprendizaje servicio (ApS) y
cémo también se estin explorando actualmente las contranarrativas como
herramienta de investigacién cualitativa participativa y empoderadora de
poblaciones en los mérgenes del sistema educativo.

Entre los trabajos del grupo hay también algunos de corte esencialmente
cuantitativo como los que llevan a cabo Ferndndez-Cézar y colaboradores
en relacién, sobre todo, con cuestiones actitudinales o emocionales hacia las
matemadticas del alumnado pre-universitario (Fernandez-Cézar et al., 2021),
de docentes de infantil y primaria en formacién inicial (de la Pefia et al.,
2021) y de profesorado de matemadticas en ejercicio (Fernindez-Cézar et
al., 2018), orientando su trabajo en estos momentos hacia el estudio de la
ansiedad matemitica en edades tempranas. Sus trabajos centran la atencién
en medir la influencia o el impacto de intervenciones educativas basadas en
plantear la ensefianza desde la experimentacién y la vivencia, inspirindose
en los planteamientos de McLeod y sus tres componentes principales del
dominio afectivo, y recurriendo, para la medicién a nivel operacional, a
instrumentos de tipo cuestionario de respuesta cerrada o escalas y a disefios
cuasiexperimentales con mediciones de diagnédstico o pre-post, segin los
casos.

Desde un enfoque también dominante cuantitativo encontramos trabajos
que, mediante estudios multivariados, atienden la complejidad del constructo
dominio afectivo en contextos de formacién inicial de profesorado de mate-
miticas. Asi, Marban y colaboradores (Marbién et al., 2020), a través de un
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modelo de ecuaciones estructurales en el que creencias, emociones y actitudes
hacia las matemiticas se entrelazan como explicacién del gusto por su ense-
fianza, muestran cémo la ansiedad es un factor con una notable influencia
sobre el gusto por las matemadticas y que es a través de esta influencia como
actuaria sobre el gusto por la docencia de las matematicas y sobre las actitudes
positivas hacia el estudio de su diddctica. De igual forma, y en contra de lo
que en principio cabria pensar, se han detectado también niveles de ansiedad
matemdtica superiores a los esperados en estudiantes de matemadticas,
mostrdndose, a su vez, las mismas diferencias de género que en los casos
mencionados previamente, asi como, en algin caso, diferencias entre quienes
plantean su futuro profesional alejado de la docencia y quienes aspiran a ser
docentes en secundaria y bachillerato, siendo mds alta en este tltimo caso
(Nortes & Nortes, 2014).

Otros miembros del grupo IDIEM estin atn iniciando o consolidando
sus lineas de trabajo en relacién con los afectos en matemdticas, lo que
contribuye también a augurar un futuro prometedor en el seno del propio
grupo en relacidén con esta temdtica. Es el caso del drea de Didactica de la
Matemitica del departamento de Educacién y Didacticas Especificas de la
Universitat Jaume I de Castellén de la Plana, donde se estd trabajando la
motivacién y la ansiedad hacia las matemadticas de alumnado de Educacién
Secundaria y de Bachillerato, ademds de la ansiedad hacia las matemdticas y
hacia la ensefianza de las matemdticas de los docentes en formacién. Para
ello, estin siguiendo los trabajos de Patricia Perez Tyteca y M2 Dorinda
Mato Vizquez.

En esta trayectoria inicidtica encontramos también a Francisco Javier
Ibafiez Lépez y a Belén Garcia-Manrubia, con trabajos de su autoria o bajo
su supervisién y tutela que abordan cuestiones como las concernientes al
dominio afectivo matematico en diferentes grados universitarios (Montalban,
2024), fortalezas y dificultades emocionales en adolescentes italianos
(Corvasce et al., 2022), la relacién entre afecto y rendimiento en matematicas
o actitudes ante las matemdticas y percepcién de su utilidad, entre otros.

Finalmente, encontramos los trabajos también incipientes, pero en
proceso de consolidacién, de Ménica Marbdn y colaboradores, quienes,
después de estudiar y analizar los diferentes modelos que ofrece la literatura,
se posicionaron con estudios que se decantan por estudiar el afecto como
una estructura, enfocdndose en una unica dimensién, que en su caso corres-
pondié a las emociones. Asi, se situaron inicialmente en un enfoque meto-
dolégico cualitativo e interpretativo de estudio de caso que les permitiera
estudiar las emociones experimentadas en profundidad. En ese sentido, su
marco tedrico principal fue el aportado por la Teoria de la Estructura
Cognitiva de las Emociones (Ortony et al., 1996), lo que permitié clasificar
y caracterizar las emociones que se van identificando durante los corres-
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pondientes procesos de toma de datos (Marbin de Frutos et al,
2023). Ademas, en el anilisis de estos datos, incorporaron la Teoria de la
Disonancia Cognitiva (Festinger, 1957), ya que esta favorece el analisis y la
comprensién de los procesos emocionales que se producen en el sujeto de
andlisis. En concreto, algunas de las emociones con valencia negativa requerian
muchos recursos y aparecian una y otra vez en el andlisis. Aqui es donde la
disonancia facilité la comprensién del proceso y la bisqueda del equilibrio y
reduccién del malestar a través de cogniciones en forma de excusa o justifi-
cacién, propias de la disonancia. A partir de esta investigacién surgié una
nueva linea que trata de aportar luz a los procesos de disonancia cognitiva
que son frecuentes en la vida diaria y, mas ain en los procesos de enseflanza
y ante las continuas interacciones con el alumnado. Esto ha dado pie a una
nueva investigacién centrada en la disonancia cognitiva en el profesorado
que ensefia matemdticas. De esta forma, buscando posibles inconsistencias
en dicho profesorado la investigacién en curso se apoya en POEMat.es
(Joglar et al., 2021), una pauta de observacién validada para crear un cues-
tionario que sirva como instrumento de reflexién en la busqueda de
disonancia cognitiva en el profesorado participante en el estudio. En esta
investigacién se opta por un estudio de casos cruzados que presenta dos
fases, la primera con un enfoque cuantitativo que proporcione informacién
sobre las discrepancias encontradas en cada casos y la segunda con un enfoque
cualitativo que permita identificar y clasificar las disonancias expresadas por
cada uno de los casos considerados (Marbin de Frutos et al., 2024). Esto ha
permitido relacionar dichas reacciones emocionales con contenidos mate-
miticos, diddcticos y de gestion del aula. Ademas, se ha constatado la cantidad
de trabajo emocional presente en el dia a dia del profesorado, asi como el
malestar que se genera y la importancia de gestionarlo para favorecer el
bienestar del profesorado.

El grupo GT8 de SOMIDEM
Los temas discutidos en la primera versién del Congreso SOMIDEM del

grupo de Afecto fueron referentes a emociones, autoeficacia y redencién
matemdtica, centradas en estudiantes de distintos niveles educativos, entre
ellos bachillerato (15-18 afos), universidad (18-22 afios) y posgrado (22
afios en adelante), y docentes de educacién bésica, quienes atienden a
estudiantes de 3 a 15 afios. Enseguida se describen los hallazgos presentados
en el grupo.

Nava-Guzmaian et al. (2023) estudiaron la relacién del razonamiento
covariacional en las emociones de logro de una estudiante de bachillerato,
Valeria, desde un networking de teorias entre los niveles de razonamiento
covariacional y la teoria del control-valor (Pekrun, 2006). Valeria resolvié
dos tareas, la primera centrada en calcular la altura y la distancia recorrida
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por una pasajera en una rueda de la fortuna en diferentes momentos de
vueltas. Como resultado se encontré que la habilidad para coordinar las dos
variables y la importancia percibida de la tarea desencadenaron en Valeria el
disfrute, ya que tuvo el conocimiento covariacional para hacer frente a la
tarea y valoré de manera positiva a la actividad en términos de su calificacién.
La segunda tarea consistia en construir cajas de papel de distinto tamafio
con una hoja de papel, para ello debia manipular dos variables, la longitud
del papel y el volumen de la caja, ademads se le pedia dibujar una gréfica de
los cambios en las variables, Valeria tuvo dificultades para elaborar la gréfica,y
como seguia reconociendo la importancia de la tarea en términos de la
calificacién, experimenté frustracién.

Basaldu-Gutiérrez y Garcia-Gonzilez (2022) llevaron a cabo una
investigacién que se planteé como una replicacién del trabajo original de
Martinez-Sierra y Garcia-Gonzilez (2014). La hipétesis de replicacion
propuesta era que la modalidad del bachillerato y el contexto podrian influir
en las emociones de los estudiantes, ya que el estudio original se desarrollé
en un bachillerato fisico-matemadtico en un contexto urbano de la Ciudad
de México, mientras que la replicacién tuvo lugar en un bachillerato general
en un contexto rural en el estado de Oaxaca, al sur de México. El marco
conceptual adoptado fue la Teoria de la Estructura Cognitiva de las
emociones, llamada también teoria OCC (Ortony et al., 1996), y el disefio
de investigacién se rigi6 por el paradigma cualitativo. Los resultados arrojaron
12 tipos de emociones, agrado, satisfaccién, jubilo, esperanza y orgullo,
desagrado, miedo, congoja, decepcidn, ira, reproche y autorreproche. Estas
emociones y sus situaciones desencadenantes coincidieron en su mayoria
con las del estudio original. Respecto a la hipétesis planteada, se concluyé
que ni el contexto ni la modalidad del bachillerato influyen en las emociones
de los estudiantes, ya que las emociones positivas surgieron al alcanzar
logros académicos, mientras que, en caso contrario, se manifestaron
emociones negativas.

Gonzilez y Aguilar (2023) analizaron las emociones que experimentaron
78 estudiantes universitarios antes, durante y después de exdmenes de practica
orales en dlgebra lineal. Al dia siguiente del examen de préctica, los
estudiantes respondieron un cuestionario que incluia preguntas abiertas,
tipo Likert y una pregunta de opcién miltiple. En las preguntas abiertas, los
estudiantes expresaban cémo se habian sentido antes, durante y después del
examen; para clasificar y analizar las respuestas, se establecié un cédigo que
permitiera identificar la valencia e intensidad de las emociones reportadas.
En el caso de las preguntas tipo Likert, se determiné la frecuencia y la
mediana de los datos. Como resultado se identificé que antes del examen
de préctica, el nerviosismo era predominante, sin embargo, disminuyé
conforme avanzaba la actividad y aumentaba la confianza en los conoci-
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mientos. También se encontré que la dindmica de la aplicacién del examen
de prictica, motivé a los estudiantes a mantenerse atentos durante toda la
sesién.

Pérez-Torres y Garcia (2024) presentaron un avance de investigacion
sobre la redencién matemadtica, entendida como el deseo de enfrentar el
desafio de ensefiar matemdticas a partir de una reconstruccién personal de
la relacién con las matemadticas. La investigacién tuvo por objetivo conocer
los factores que desencadenaron la redencién matemadtica en 249 docentes
de educacién bisica del Estado de Puebla, México. Se habia encontrado que
117 docentes experimentaron redencién matemitica, y se esperaba conocer
aquellos factores que estaban detrds de este resultado.

Las investigaciones presentadas, fueron alentadoras para el grupo, pues
se respondia parcialmente la pregunta jcémo podemos aplicar el conoci-
miento acumulado por la investigacién sobre el afecto en la préctica en el
aula de matemiticas?, ya que los estudios habian sido disefiados con el fin
de influir en un ambiente positivo para la ensefianza y el aprendizaje de las
matemdticas. Sin embargo, también sefialaron tres desafios rumbo a la
consolidacién del grupo:

* Incrementar el nimero de participantes mediante una estrategia de
difusién dirigida a programas de posgrado en Educacién Matematica
de México y América Latina, investigadores y docentes interesados
en el tema que atin no estuvieran vinculados a SOMIDEM.

* Definir una meta compartida que integrara los intereses de los
integrantes y orientara las investigaciones hacia un impacto tangible
en la prictica educativa.

* Disefiar proyectos conjuntos que puedan realizarse en el periodo de
dos afios entre ediciones del congreso.

El Segundo Congreso SOMIDEM tuvo lugar en marzo de 2025. En
cuanto a los desafios planteados, el primero de ellos se ha cumplido
parcialmente, ya que el nimero de trabajos distintos a la autoria de los lideres
aument6 de 1 a 3,y ademds, se recibieron dos trabajos en coautoria con dos
de los tres lideres. No obstante, el segundo y el tercero no fueron alcanzados.
A partir de un anilisis retrospectivo, durante la realizacién del segundo
encuentro, se compartieron estos desafios con las y los asistentes y se asumié6
el compromiso de alcanzarlos.

A pesar de haber recibido solo cinco trabajos de investigacién en el grupo,
este nimero se valora positivamente, pues muestra una diversidad en la
adscripcién de sus autorias. En el caso de México, se recibieron contribu-
ciones de cuatro posgrados en Educacién Matemdtica ubicados en distintos
estados (Zacatecas, Hidalgo, Guerrero y Yucatdn), ademds de un trabajo de
grado proveniente de la Universidad de Costa Rica. En su conjunto, estos
estudios contribuyen a disminuir algunas brechas en el dominio afectivo,
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abordando temas sobre resiliencia, creencias, emociones y actitudes, como se
describe enseguida.

Pinto y Gémez (2025) identifican dos vacios en la literatura sobre el
Dominio Afectivo. En primer lugar, sefialan que, aunque se ha investigado
la relacién entre emociones y aprendizaje, creencias y aprendizaje, asi como
actitudes y aprendizaje, ello se ha realizado de manera aislada, no se ha
explorado su influencia conjunta en el rendimiento matemdtico. En segundo
lugar, identifican que existe poca investigacién sobre la relacién entre el
Dominio Afectivo del docente y el del estudiante, es decir, cémo las
emociones, creencias y actitudes de los docentes impactan en sus estudiantes.

Ante estos vacios proponen un estudio que busca analizar la influencia
conjunta de los tres descriptores basicos del Dominio Afectivo—emociones,
creencias y actitudes—en el rendimiento en matemdticas de secundaria
(estudiantes de 12-15 afios), asi como examinar la relacién entre el Dominio
Afectivo del docente y el del estudiante. Este objetivo se fundamenta en
estudios previos que han demostrado que el Dominio Afectivo del docente
influye en sus pricticas pedagdgicas, favoreciendo u obstaculizando el
aprendizaje de las matematicas (por ejemplo, Fernindez-Cézar et al., 2018).
Asimismo, se ha evidenciado que el Dominio Afectivo del alumnado
impacta significativamente en el aprendizaje y rendimiento (por ejemplo,
Martinez-Padrén, 2021; Mejia et al., 2023). Respecto a la recoleccién de
datos se propone una bateria de instrumentos, sin embargo, hasta el
momento, solo se han elaborado dos cuestionarios de autoinforme para
indagar las emociones y actitudes del docente hacia las matemadticas, y se
trabaja en la construccién de los instrumentos para medir emociones,
actitudes y creencias en estudiantes, asi como creencias en docentes.

Alarcén-Salinas et al. (2025) identifican como brecha de investigacion la
falta de estrategias docentes para afrontar la ansiedad matematica. Para
abordar este vacio, realizan un estudio de replicacién basado en la investigacién
de Para y Johnston-Wilder (2023), con el que proponen un taller orientado
a desarrollar habilidades y destrezas asociadas a la resiliencia matemitica en
un colegio de Costa Rica dirigido a estudiantes de entre 12 y 15 afos. El
estudio atn estd en desarrollo, pero las fases de implementacién han sido
delimitadas de la siguiente manera. En primer lugar, se lleva a cabo un
diagndstico de la ansiedad matemdtica utilizando una versién traducida de
la Escala de Ansiedad Matemitica Revisada (MAS-R) (Bai et al., 2009).
Posteriormente, se implementa el taller “Construyendo espacios seguros”,
compuesto por cinco sesiones de ochenta minutos cada una, impartidas
semanalmente en las instalaciones del colegio a lo largo del primer trimestre
de 2025. Durante estas sesiones, se busca dotar a los participantes de
herramientas para fortalecer la resiliencia matemdtica y el control emocional,
promoviendo su aplicacién en situaciones de ansiedad matemitica. En tercer
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lugar, para fomentar el desarrollo simultdneo de la resiliencia matemadtica y
el aprendizaje de contenidos matemiticos, se asignardn roles dentro del
equipo de investigacién. Algunas personas asumirdn la funcién de docentes
y guias resilientes, mientras que otras se encargardn de observar y registrar
las reacciones o intervenciones de los participantes, con el fin de analizar los
cambios en los niveles de ansiedad matemadtica. Finalmente, la evaluacién
del taller se llevard a cabo mediante la triangulacién de diversos instrumentos:
notas de campo, bitdcoras, diarios y entrevistas.

Jiménez et al. (2025) analizan el sistema de creencias de un grupo de
108 estudiantes de secundaria al utilizar la intuicién y el pensamiento analitico
en la resolucién de problemas con ndmeros racionales. Dicho sistema
contempla cinco tipos de creencias, sobre la matemdtica, sobre el aprendizaje,
sobre la ensefianza, autoeficacia y sobre la resolucién de problemas. Se
emplea una escala tipo Likert para caracterizar el sistema de creencias,
misma que se compone de 17 items y para identificar el empleo del
razonamiento intuitivo y analitico, se disefié un cuestionario de problemas
de nimeros racionales. Los resultados indican que el sistema de creencias
influye significativamente en el tipo de razonamiento utilizado al resolver
problemas con nimeros racionales. Se destacaron, en particular, las creencias
de autoeficacia y las creencias sobre la matemdtica. Cuando estas creencias
se encuentran en niveles bajos, se observa una tendencia a recurrir predomi-
nantemente al razonamiento intuitivo, lo que lleva a cometer errores en
problemas que requieren un andlisis mds reflexivo y un mayor tiempo de
procesamiento. Por otro lado, mas de la mitad de los participantes demostraron
un alto sentido de autoeficacia. En presencia de estas creencias favorables,
se registré una mayor aplicacién del pensamiento analitico, lo que se reflej6
en los porcentajes més altos de respuestas correctas en el cuestionario.

Nava et al. (2025) presentan un modelo hipotético (ver Tabla 1) que
conecta los niveles de razonamiento covariacional propuestos por Thompson
y Carlson (2018) y las emociones de logro de la Teoria Control Valor
(Pekrun, 2006). Este es producto de 2 estudios de caso en el nivel bachillerato
(15-18 afios) cuando los estudiantes son enfrentados a tareas covariacionales.
Este modelo resulta relevante y responde a una brecha identificada en la
literatura que apunta a la necesidad de estudiar las emociones y el razona-
miento matemitico de manera simultdnea (Middleton et al., 2018).

El modelo presentado en la tabla establece que la emocién de logro se
desencadena por las valoraciones de control y valor ante una tarea covaria-
cional. La valoracién de control se refiere a la capacidad y habilidades de un
estudiante para resolver la tarea; en este caso, se enfoca en el razonamiento
covariacional, de ah{ su relacién con los niveles. Por otro lado, la valoracién
de valor hace referencia a la importancia otorgada a la tarea, cominmente
en términos de adquisicién de conocimientos o de la calificacién obtenida
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al realizarla. De esta manera, la emocién positiva denominada disfrute se
experimentard siempre que se alcancen niveles altos de razonamiento
covariacional, lo que implica un alto control de la actividad debido al
conocimiento matemdtico que se posee. Sin embargo, para que esta emocién
se manifieste, es necesario que la tarea sea percibida desde una valoracién
positiva; de lo contrario, aparece una emocién negativa, denominada ira.

Tabla 1
Modelo hipotético de emociones de logro y razonamiento covariacional
Nivel de razonamiento covariacional Valoraciones Emocién de logro
Control Valor
6. Covariacién continua suave Positivo Disfrute
5. Covariacién continua en intervalos Alto
Negativo Ira

4. Coordinacién de valores

3. Coordinacién gruesa de valores

L 5 Positivo .
2. Precoordinacion de valores Bajo X Frustracién
Negativo
1. Sin coordinacién de valores
. Alto . .
Todos los niveles Bajo Ninguno Aburrimiento

Nota. Fuente: Nava et al. (2025)

El resto de las emociones consideradas en el modelo son negativas y
estdn asociadas a niveles bajos de razonamiento covariacional. Esto implica
un bajo control de la actividad debido a la falta de razonamiento covaria-
cional, como en el caso de no ser capaz de identificar un cambio simultdneo
en las variables. Independientemente de si la tarea recibe una valoracién
positiva o negativa, la emocién resultante serd negativa, especificamente la
frustracién. Es interesante notar cémo la frustracién parece depender de la
valoracién de control, a diferencia del aburrimiento, que recae en la valoracién
de valor. Si el estudiante no asigna un valor a la tarea, sin importar si su
valoracién de control es alta o baja, se desencadenard el aburrimiento.

Ramirez et al. (2025) proponen un estudio que surge ante la influencia
reportada de la ansiedad matemadtica en docentes en formacién, ya que se ha
documentado que un alto nivel de ésta disminuye el disfrute tanto del
aprendizaje como de la futura ensefianza de las matemiticas (Marban et al.,
2020). Con el fin de ampliar el conocimiento sobre las emociones de
docentes en formacidn, se centra la atencion en la educaciéon bdsica mexicana,
que abarca tres niveles escolares distintos, preescolar (3-6 afios), primaria
(6-12 afios) y secundaria (12-15 afos). En ellos los contenidos matematicos
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que se ensefian a los docentes en formacién varian segin el grado en el que
se impartird clases. En preescolar, los contenidos se enfocan en forma, espacio
y medida; en primaria, en aritmética, dlgebra, geometria, probabilidad y
estadistica; y en secundaria, ademds de los contenidos de primaria, se
incorporan trigonometria, cdlculo diferencial e integral.

Los autores se proponen identificar las emociones y situaciones desen-
cadenantes en 65 docentes en formacién: 35 de preescolar, 23 de primaria y
7 de secundaria, quienes fueron seleccionados por disponibilidad para parti-
cipar. La investigacién se fundamenta en la teoria OCC y adopta un disefio
metodolégico cualitativo, mediante un cuestionario compuesto por cinco
preguntas para identificar tanto emociones positivas como negativas en
relacién con las matemdticas y su futura ensefianza, asi como las situaciones
que las desencadenan. Los hallazgos del estudio evidencian emociones
comunes en el colectivo, tanto en relacién con su propio aprendizaje como
con su futura ensefianza. El agrado, el jubilo y la congoja, se desencadenan
por la comprensién de los temas, la resolucién de problemas y el logro de las
actividades matemadticas. Y la esperanza y el miedo ante previsiones de la
ensefianza, la primera surge por la idea de lograr que los estudiantes
comprendan, y la segunda por la posibilidad de cometer errores en la
enseflanza y no lograr que los alumnos aprendan.

Lineas futuras
El didlogo entre las coordinaciones de ambos grupos y, en particular, de las
personas autoras de este capitulo, ha permitido constatar que, en lineas
generales, se comparten preocupaciones, retos y lineas de trabajo identificadas
como futuras lineas de actuacién. Esta visién, a su vez, no es muy diferente
de la que se observa en el panorama internacional mds alld de las fronteras
de los propios grupos de trabajo, visién que se traslada de forma explicita y
muy marcada en los programas de los grandes eventos cientificos vinculados
a la Educacién Matematica. Este hecho quedé constatado también por el
propio GTT8 de la SOMIDEM cuando, en un esfuerzo por identificar
temas de interés en la investigacion sobre el dominio afectivo en Educacién
Matemdtica, llevé a cabo una revisiéon de la literatura tomando como
referencia libros de compilacién o articulos de revisién y reflexiéon sobre
investigaciones en este ambito (Grootenberg & Marshman, 2016; Hannula
et al., 2019; Pepin & Roesken-Winter, 2015), asi como la entrada sobre
Afecto en la Encyclopedia of Mathematics Education de 2020 y el nimero
especial Affect in Mathematical Problem Posing del volumen 105, nimero 3,
de la revista Educational Studies in Mathematics, también de 2020.
Sintetizando los puntos de consenso a los que se acaba de hacer referencia,
estos pueden ser agrupados por temdticas muy definidas. Asi, en primer
lugar encontramos trabajos, retos y necesidades que tienen que ver con la
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complejidad del propio constructo en si. En particular, se hace precisa una
llamada a la colaboracién para desarrollar modelos y marcos integradores
que ayuden a conceptualizar mds y mejor lo que se entiende por dominio
afectivo en matemdticas, de forma que sea mds sencillo operacionalizar su
medida o su observacién, comprender su complejidad integrando sus
diferentes dimensiones, permitir la incorporacién de lentes socioculturales
diversas, dotarlo de un sentido inclusivo, entre otros aspectos. De hecho, en
el nimero especial publicado en enero de 2023 por el British Journal of
Educational Psychology (Pekrun, 2023), en el que los paises que presentan
resultados son Finlandia, Noruega, Paises Bajos, Italia, Alemania, Reino
Unido y Estados Unidos se indica que es necesario ampliar la muestra con
mds contextos culturales (véase también Pekrun & Marsh, 2022). En este
sentido cabe decir que ya han surgido nuevas rutas de investigacién como la
de Schindler y Bakker (2020), quienes proponen el constructo campo afectivo
para describir los diversos factores afectivos (emociones, creencias, etc.) que
inciden en la resolucién de problemas matematicos. Su estudio representa
una novedad al considerar multiples factores de manera simultinea, en
contraste con la tendencia predominante de centrarse en un solo constructo
afectivo. Ademds, se observa una ampliacién en la diversidad de constructos
estudiados, incluyendo identidad, regulacién emocional, motivacién y
creatividad.

Una segunda linea de trabajo comun identificada por ambos grupos es
aquella que centra su atencién en el par cognicién-afecto. Los expertos han
hecho mdltiples llamamientos para investigar conjuntamente los procesos
afectivos y cognitivos, con el fin de lograr una mejor comprensién del
aprendizaje de las matematicas de los estudiantes (Barnes, 2021). En este
sentido, uno de los focos de interés se refiere a las emociones relacionadas
con la adquisicién de conocimientos (Gémez-Chacén, 2017, Pekrun et al.,
2017), las denominadas emociones epistémicas. Las emociones epistémicas,
como la sorpresa, la confusién, la frustracion y la curiosidad, se consideran
de importancia para el pensamiento matematico de los estudiantes (Hannula,
2012; Schukajlow et al., 2017), en los procesos de demostracién (Schubert
et al., 2023), en procesos de visualizacién (Gémez-Chacén, 2015) y en el
uso de heuristicos en la resolucién de problemas (Gémez-Chacén, 2017;
Goémez-Chacén & De La Fuente, 2019). Sin embargo, el rol de las
emociones epistémicas en ciertos procesos como, por ejemplo, aquellos
que tienen que ver con pensamiento computacional y pensamiento
algoritmico en disciplinas STEM como son la Matematica y la Informatica
requieren de mds investigacién. Identificar los factores que conforman la
aparicién de las emociones epistémicas de los individuos e investigar su papel
en la construccién de esta tipologia de pensamientos es importante para
favorecer el compromiso de los estudiantes en los primeros cursos de
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universidad, donde se produce un alto indice de ansiedad y de fracaso
académico. A su vez, y de forma complementaria, es importante potenciar
esta linea de trabajo con el objetivo de distinguir y conectar el afecto y la
comprensién con fines observacionales y précticos, dado que el afecto y la
comprensién estin entrelazados e interactdan entre si.

Una tercera linea futura que ambos grupos comparten tiene que ver con
la atencién a la dimensién emocional del dominio afectivo, siendo conscientes
de que esta dimensién ha recibido menos atencién que las correspondientes
a actitudes o creencias, por ejemplo. Cabe decir, en relacién con esta cuestién
que es creciente el interés por la ansiedad matemitica, la cual ha cobrado un
especial protagonismo tras la publicacién del dltimo informe PISA 2022
(OECD, 2023). En relacién con la ansiedad matemdtica, se han generado
importantes trabajos que han contribuido a una mayor comprensién de esta
al tiempo que se han estudiado diversas estrategias didécticas para reducirla,
incorporando nuevos constructos como el de resiliencia, si bien siguen siendo
insuficientes las aportaciones de impacto o la evidencia de validez de estas
propuestas. Por otra parte, encontramos cada vez mds estudios que intentan
indagar en los procesos cerebrales implicados en situaciones de ansiedad
matemadtica (e.g. Klados et al., 2019; Liu et al., 2019), aunque sigue siendo
un reto cémo dar cuenta de ello en relacién con los procesos de aprendizaje
de las matemadticas al estar estos influidos por multiples variables que son
dificiles de reproducir en el laboratorio.

Una cuarta linea de trabajo futura es la que da cuenta de los aspectos
metodoldgicos propios de la investigacién en dominio afectivo en matemd-
ticas, destacando una llamada compartida a proponer enfoques que permitan
una mayor participacién de los propios participantes en la investigacién. En
relacién con esta linea surgen retos estrechamente vinculados con la instru-
mentacién, no solo en términos de mayor fiabilidad, validez, alcance, sino
también en términos de su transferencia a las aulas para su uso por docentes,
familias y otros profesionales involucrados en el proceso de ensefianza-
aprendizaje de las matematicas (o de su diddctica), facilitando mecanismos
de deteccién temprana de problemdticas, de identificacién de perfiles
afectivos y de formacion inicial y permanente del profesorado que incorporen
la dimensién afectiva y, finalmente, contribuyendo a una correcta educacién
afectiva en el aula de matematicas. Por otro lado, y en relacién con este
apartado metodoldgico, hay que indicar que la investigacién asociada a la
temdtica ha descuidado en cierta medida los fundamentos fisiolégicos de la
motivacién, la emocién o el compromiso en el aprendizaje. Estudios recientes
no solo destacan la importancia de estos aspectos, sino también la necesidad
de mis investigacion (Pekrun, 2023; Strehli et al., 2021).

Siguiendo con esta linea, las investigaciones realizadas muestran cémo
los indicadores fisiolégicos pueden integrarse en la investigaciéon educativa
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en matemdticas, documentando con evidencias los vinculos entre los
pardmetros cardiovasculares, electrotérmicos y hormonales con diferentes
procesos mentales y conductuales en entornos educativos. En conjunto,
cada vez son mas las investigaciones que muestran el papel fundamental de
los procesos fisiolégicos en el compromiso de alumnado y profesorado. Sin
embargo, la mayoria de los estudios utilizaron muestras pequefas y correla-
cionales, y no todos los resultados fueron coherentes. Por tanto, se requiere
profundizar en las relaciones apuntadas y en la influencia de variables
contextuales y diferencias entre niveles educativos. Para fundamentar la
teorfa y la prictica basadas en pruebas, debemos seguir avanzando en la
construccién de una base de conocimientos acumulativa y coherente. Para
ello, puede resultar util especificar indicadores fisiolégicos, garantizar la
simetria de constructo de los aspectos fisiolégicos, mentales y conductuales,
utilizar disefios causales y andlisis intrapersonales, emplear multiples
indicadores y evaluaciones para aumentar la fiabilidad y la especificidad,
definir ventanas temporales y desfases en las evaluaciones para captar los
procesos fisioldgicos y sus funciones y, finalmente, tener en cuenta, como ya
se ha comentado previamente, el papel de los contextos socioculturales.

Junto con estas cuatro lineas de trabajo futuras se han identificado otras
con una trayectoria dilatada y sobre las que se lleva trabajando mds tiempo
o bien algunas que han sido sefialadas de forma mds puntual pero que
apuntan también hacia retos muy interesantes. Entre las primeras encon-
tramos la que aborda preguntas recurrentes, como aquellas relacionadas con
la influencia de los descriptores bdsicos -creencias, actitudes y emociones-
en docentes y estudiantes, su impacto en el rendimiento o en el propio
desarrollo profesional docente, el cardcter mediador o modulador de deter-
minadas variables afectivas sobre otras de corte mds cognitivo, asi como la
integracién de dimensiones afectivas en los modelos y marcos que definen
el conocimiento especializado del profesorado de matematicas (e.g., Marbén
et al., 2022).

De igual manera, el fenémeno de la redencién matematica en docentes
en servicio emerge como un tema de gran relevancia, al igual que el estudio
de las emociones de docentes en formacién, con el propésito de mejorar la
mala relacién con las matemiticas durante los afios de estudio. Asimismo,
destaca la investigacién de Pinto y Gémez (2025), que busca analizar mds
de un constructo a la vez, contribuyendo a la propuesta de Schindler y
Bakker (2020).

Entre las lineas del segundo grupo mencionado se encuentra la que
sugiere atender, de manera explicita, el estudio del componente ético de las
matemdticas escolares, explorando cuestiones vinculadas con la ética en la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas y planteando, como objetivo
fundamental, desarrollar una ética que pueda aplicarse en la prictica y
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transmitirse en el aula de matematicas a través de la actividad de sus prota-
gonistas, todo ello desde las evidencias que pueda aportar la investigacién.

Conclusiones

El trabajo conjunto realizado entre los dos grupos a través de los dos
representantes que han colaborado en la redaccién de este capitulo permite
obtener como primera conclusién global que se abre un camino prometedor
de colaboracién. Las evidencias en este sentido son claras, y se han puesto
de manifiesto a lo largo del capitulo. Asi, ambos grupos son noveles, estruc-
turalmente hablando, pero la trayectoria en investigacién sobre domino
afectivo en matemdticas de muchos de sus miembros es dilatada y exitosa, al
tiempo que en su seno acogen jévenes investigadoras e investigadores que
pueden dar continuidad a esta linea de trabajo durante muchos afios.

Por otra parte, ambos grupos comparten intereses, preocupaciones y retos
comunes, todos ellos con enfoques que, aun siendo en algunos casos propios
de realidades locales, regionales o nacionales, parten de una mirada interna-
cional a la problemaitica asociada e integran el valor de la diversidad, en
particular la sociocultural, en su trabajo.

Con estos antecedentes es necesario, pertinente e ilusionante poder
establecer estrategias que permitan una sinergia positiva entre los dos grupos,
manteniendo y reforzando la propia dindmica de colaboracién que ya
establecen sus respectivas sociedades cientificas. Con esta idea en mente, se
fija como objetivo definir un mecanismo de coordinacién mutua que recorra
un camino bien definido de avance progresivo en este sentido y que quedaria
conformado por los siguientes pasos o etapas:

1. Conocimiento: generar entornos y espacios que permitan poner en
comun todo aquello que en este capitulo solo ha podido ser sintetizado,
asi como aquello que cada grupo estd realizando y que no ha tenido
cabida en el capitulo.

2. Consulta: establecer una cultura de contacto y colaboracién que
permita, a partir del conocimiento mutuo de la etapa previa, realizar
consultas entre miembros de sendos grupos sobre cuestiones de interés
comun sobre las cudles haya quién pueda aportar experiencias,
resultados, etc. a quien quiera iniciar acciones en la misma direccién
0 en una semejante.

3. Comparticién de recursos: poner en comin instrumentos, documentos,
técnicas, etc., generados en el seno de cada uno de los grupos y que
puedan ser transferidos al otro, como ya se hace desde el enfoque
propio de la ciencia abierta.

4. Generacién de recursos: trabajar conjuntamente en la generacién de
recursos, como los mencionados previamente, con la idea de ponerlos
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a disposicién de ambos grupos y, por extensién, de toda la comunidad
cientifica interesada por la temdtica.

5. Presentacién de proyectos conjuntos: identificar oportunidades para
la presentacién y desarrollo de proyectos de investigacién a desarrollar
por integrantes de ambos grupos, en los contextos propios de ambos
paises.

6. Formacién de equipos de trabajo: consolidar el trabajo de las etapas
previas a través del nacimiento de equipos de trabajo asociados a
alguna de las temdticas de interés de ambos grupos y que queden
conformados por integrantes de ambas sociedades y grupos.
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